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PREMIERE    PARTIE. 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES. 


H.  POINCARIÏ,  Membre  de  l'Institut.  —  Les  oscillations  électriques.  Lc- 
çoos  professées,  pendant  le  premier  trimestre  1892-1893,  à  la  Faculté  des 
Sciences  de  Paris.  Rédigées  par  M.  Ch,  Maurain^  ancien  Élève  de  TÉcole 
Normale  supérieure,  Agrégé  de  TUniversité. 

De  nombreuses  expériences  ont  été  faites  dans  ces  dernières 
années  sur  les  oscillations  électriques. 

D'après  M.  Poincaré,  l'ensemble  des  faits  observés  confirmerait 
la  théorie  de  Maxwell,  en  admettant,  comme  le  veut  Hertz,  que 
la  théorie  de  Maxwell  c'est  le  système  d'équations  (  *) 

^     (IL       dl       d\  ^    d\       dM       dN       ^     ^ 

Telle  est,  il  me  semble,  l'idée  directrice  du  nouvel  Ouvrage  de 
M.  Poincaré.  La  discussion  des  expériences  y  conclut  toujours  en 
faveur  de  la  théorie  :  voilà  une  théorie  bien  favorisée. 

L'Ouvrage  débute  par  un  exposé  de  la  théorie.  L'auteur  com- 
plète   le    Mémoire  fondamental  de   Hertz  sur  les   équations   de 


(*)  L,  M,  N  force  magnétique;  X,  Y,  Z  force  électrique;  m,  v^  w  couiuiit  de 
rondaction  ;  c,  11  constante  diélectrique  et  constante  magnétique;  A  conslaiilc 
é^ale  à  riaverse  de  la  vitesse  de  la  lumière. 
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l'Ëleclrod^namique,  en  cherchanl  à  établir  comment  on  peut 
arriver  aux  é<^iiations  de  Maxwell  en  partant  des  faits  expérimen- 
taux. Hertz  avait  suivi  la  marche  inverse,  posant  Icséquations  gé- 
nérales comme  résumé  de  nos  connaissances  expérimentales  eL 
montrant  qu'efTectiveinenl  toutes  les  lois  admises  avant  ses  propres 
recherches  s'y  trouvent  implicitement  renfermées. 

Le  mode  d'exposition  adopté  par  AI.  Potncaré  a  ceci  d'avanta- 
geux qu'il  ne  permet  pas  de  masquer  tes  lacunes  de  la  théorie. 

Il  parait  incontestable  que  si  l'on  part  des  équations  de  Max- 
well, les  lois  de  l'électromagnétisme  en  sont  des  conséquences 
nécessaires.  Avec  M.  Poincaré,  au  contraire,  partons  des  faits 
expérimentaux,  les  équations  de  Maxwell  en  sont-elles  l'expres- 
sion nécessaire  et  unique?  C'est  ce  que  l'on  pourrait  croire  après 
un  examen  superficiel  du  premier  Chapitre.  En  réalité,  cette  con- 
clusion ne  semble  pas  s'imposer.  Les  équations  dilTérentielles 
acceptées  par  Hertz  sont  peut-être  les  plus  simples  qui  soient 
compatibles  avec  les  lois  expérimentales,  mais  ce  ne  seraient  pas 
les  seules.  On  n'arrive  â  les  établir  qu'à  l'aide  d'hypolhcses  com- 
plémentaires. 

A  suivre  l'exposé  de  M.  Poincaré  on  peut  voir,  au  moins,  quelles 
hypothèses  il  y  a  lieu  de  faire. 

Le  premier  groupe  d'équations 
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Cette  équation  conduit  à  poser 

et  deux  autres  égalités  analogues  introduisant  un  certain  vecteur 
a,  P,  y.  Pour  retomber  sur  les  équations  de  Hertz,  il  faudrait 
démontrer  que  a,  p,  y  sont  nuls,  alors  que  le  principe  de  la  con- 
servation de  l'énergie  exige  seulement  que 


/ 


€;?'t(X3H-Y?-+-ZY)  =  o. 


Supposer  a,  p,  y  nuls  dans  tous  les  cas,  c^est  faire  une  nou- 
velle hypothèse.  Si  elle  permet  de  simplifier  les  équations,  c'est 
néanmoins  une  hypothèse  :  elle  pourrait  n'être  pas  conforme  aux 
faits  expérimentaux.  M.  Poincaré  montre  toutefois  que  a,  p,  y 
doivent  être  nuls  dans  un  champ  purement  électrostatique 
puisqu'alors  ils  restent  seuls  dans  les  équations. 

Au  reste  le  principe  de  la  conservation  de  l'énergie  ne  donne 
qu^une  intégrale  des  équations  différentielles.  Il  est  donc  cer- 
tain, a  priori^  que  ce  principe,  à  lui  seul,  ne  peut  fournir  un 
système  de  trois  équations  différentielles. 

Après  cet  exposé  substantiel,  M.  Poincaré  aborde  l'étude  des 
oscillations  hertziennes  (Chapitre  II),  en  se  plaçant  principale- 
ment au  point  de  vue  théorique.  Nous  voyons  (Chapitre  III) 
comment  l'intégration  des  équations  générales  se  simplifie  par 
rinlroduction  d'un  potentiel  vecteur  Ç,  vi,  ^  satisfaisant  à  trois 
équations  en  L,  M,  N 

dy        dz 

Ces  trois  équations,  compatibles,  ne  définissent  pas  entière- 
ment le  potentiel  vecteur  ;  à  un  système  de  solutions  Ç,  r\,  Ç  on 

peut  évidemment  ajouter  les  dérivées  partielles  -j-*  -j-'  -j~  d'une 

même  fonction  S(jr, y,  ;;,  t).  Dans  chaque  cas  particulier,  on 
spécifiera  la  fonction  S  de  manière  à  faciliter  l'intégration;  pour 
le  cas  d'un  champ  de  révolution  il  existe  une  solution  particu- 


\ 
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lièremenl  simple  où  le  potentiel  vecleur  Ç'.  t,',  Ç'  obtenu  est  con- 
stamment parallèle  à  l'axe  de  révolution. 

Nous  voici  donc  en  possession  des  éléments  d'un  calcul  com- 
plet; nous  sommes  en  état  de  déterminer  théoriquement  la  pé- 
riode et  l'amortissement  d'un  excitateur  de  Hertz.  Voyons  main- 
tenant comment  on  peut  comparer  la  théorie  à  l'expérience  :  c'est 
l'objet  du  quatrième  Chapitre. 

Nous  trouvons,  dans  ce  Chapitre,  une  théorie  étendue  de  la 
résonance,  où  est  mis  en  évidence  le  rôle  important  d'un  amor- 
tissement dans  la  perturbation  excitatrice.  Si  l'excitation  est  ra- 
pidement amortie,  le  résonateur  est  mis  en  vibration  par  une 
secousse  brusque;  il  vibre  ensuite  avec  sa  période  propre, 
comme  te  fait  un  timbre  après  le  choc  du  marteau. 

Si  tel  est  le  cas  des  oscillateurs  de  Hertz,  un  même  excitateur 
doit  faire  vibrer  un  résonateur  quelconque,  et  la  longueur 
d'onde  mesurée  dans  les  expériences  d'interférences  doit  corres- 
pondre à  la  période  du  résonateur  ;  c'est  le  phénomène  de  la 
résonance  multiple.  MM.  Sarazin  et  de  la  Kive,  qui  ont  décou- 
vert ce  phénomène,  en  ont  proposé  une  explication  diiTérente. 
Suivant  eux,  l'excitateur  émettrait  un  spectre  continu  de  radia- 
tions électromagnétiques  parmi  lesquelles  chaque  résonateur 
choisirait  sa  vibration  synchrone. 

M.  Poincaré  fait  observer  que  son  explication  n'est  point  op- 
posée à  celle  de  MM.  Sarazin  et  de  la  Rive,  mais  en  est  un  cas 
particulier.  Une  vibration  pendulaire  amortie,  aussi  bien  qu'une 
perturbation  quelconque,  peut,  en  effet,  être  représentée  par  une 
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D'après  ce  qui  précède,  cela  revient  à  dire  que  c'est  une  vibration 
quelconque.  En  d'autres  termes,  MM.  Sarazin  et  de  la  Rive  ne 
supposent  rien  sur  la  perturbation  excitatrice.  M.  Poincaré,  au 
contraire,  admet  que  ce  doit  être  une  vibration  pendulaire  simple 
annortie  :  des  expériences  pourraient  donc  montrer  que  l'hypothèse 
de  M.  Poincaré  est  nécessaire.  Le  développement  des  expériences 
de  M.  Pérot  tend  à  établir  que  la  vibration  émise  par  l'excitateur 
est,  en  effet,  une  vibration  pendulaire  simple  amortie;  c'est, 
d^ailleurs  à  cette  idée  que  Hertz  lui-même  était  arrivé  de  son  côté. 

Quoi  qu'il  en  soit  de  l'explication,  un  résonateur  vibre  avec 
sa  période  propre. 

Si  donc  le  résonateur  est  bien  défini,  il  est  possible  de  calculer 
la  période  de  ses  oscillations,  et  la  mesure  de  leur  longueur  d'onde 
donne  la  vitesse  de  propagation  des  ondulations  hertziennes.  Or, 
en  faisant  se  propager  ces  ondulations  le  long  d'un  lîl,  on  trouve 
une  vitesse  indépendante  de  la  période  et  égale  à  la  vitesse  de  la 
lumière  (expérience  de  M.  Blondlot).  Mais  la  théorie  de  ces  ex- 
périences n'est  pas  à  l'abri  de  toute  objection.  Dans  un  complé- 
ment au  quatrième  Chapitre,  nous  trouvons  l'historique  des  me- 
sures directes  de  la  durée  de  propagation  d'une  perturbation 
électromagnétique  le  long  d'une  ligne  télégraphique,  et  la  conclu- 
sion s'impose  après  les  expériences  plus  récentes  de  M.  Blondlot  : 
les  oscillations  hertziennes  se  propagent  le  long  d'un  fil  conduc- 
teur avec  une  vitesse  v  égale  à  celle  de  la  lumière. 

Les  anciennes  théories  sur  l'action  directe  à  distance  condui- 
sent au  même  résultat  :  la  propagation  dans  un  fil,  retardée  par  les 
effets  d'induction  et  de  capacité  combinés,  ne  peut  se  faire  qu'avec 
la  vitesse  v.  Mais  dans  l'air  libre,  les  actions  électromagnétiques 
se  feraient  sentir  instantanément  à  toute  distance,  et  ceci  est  en 
contradiction  avec  les  équations  de  Hertz  et  Maxwell  qui  exigent 
une  vitesse  finie  de  propagation,  encore  égale  à  r.  Après  les  ex- 
périences incertaines  de  Hertz,  ce  sont  les  mesures  de  MM.  Sa- 
razin et  de  la  Rive  qui  entraînent  la  conviction  :  Tégalité  des 
vitesses  de  propagation  dans  les  fils  et  dans  l'air  se  trouve  établie 
(Chapitre  V). 

Au  sixième  Chapitre,  après  quelques  compléments  sur  la  théo- 
rie du   résonateur,  nous  étudions   théoriquement  la  pénétration 
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des  ondes  électromagnétitjues  à  l'intérieur  des  conducleurs  et  la 
dissipation  d'énergie  qui  en  résulte  par  suite  de  leur  échauflTe- 
ment.  Ici  les  expériences  sont  peu  nombreuses  et  peu  sûres;  elles 
donnent  des  résultats  voisins  des  prévisions  théoriques.  Le  Cha- 
pitre contient  encore  quelques  remarques  sur  l'influence  de  la  dif- 
fraction dans  les  expériences  de  réflexion  des  ondes  éleclroma- 
guétiqucs  :  ce  dernier  point,  se  trouve  avoir  beaucoup  été  éclairci 
par  des  expériences  ultérieures  de  Righi  qui  sont  indiquées  dans 
un  Appendice  au  Chapitre  Vit. 

n  Dans  tout  ce  qui  précède,  on  a  supposé  en  présence  des 
corps  conducteurs  et  un  seul  diélectrique,  l'air.  Les  propriétés 
des  autres  diélectriques  présentent  un  très  grand  intérêt,  mais 
sont  encore  plus  diHiciles  à  étudier  expérimentalement  que  celles 
que  nous  avons  étudiées  jusqu'ici.  » 

Aussi  ne  trouvons-nous  qu'un  Chapitre,  l'avant-dernier,  con- 
sacré à  l'étude  de  la  propagation  des  oscillations  électriques  dans 
les  diélectriques  autres  que  l'air.  On  s'attache  surtout  à  la  rela- 
tion de  Maxwell  :  l'indice  de  réfraction  proportionnel  à  la  racine 
carrée  du  pouvoir  diélectrique  du  milieu,  et  cette  relation,  somme 
toute,  ne  se  trouve  pas  très  bien  vérifiée. 

L'Ouvrage  se  termine  enfin  par  l'anal^-se  du  Mémoire  de  Hertz 
sur  les  équations  de  rÉleclrodvnamique  pour  les  corps  un  mouve- 
ment; mais,  ici,  les  faits  observés  font  entièrement  défaut. 
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saurait  être  définitif.  Mais  tous  ceux  qui  s'intéressent  à  cette 
science,  pour  leurs  éludes  ou  pour  leurs  recherches,  seront  re- 
connaissants à  M.  Poincaré  d'avoir  écrit  un  Livre  qui  est  appelé  à 
leur  rendre  les  plus  grands  services.  II.  Abraham. 


Ch.  MÊRAY,  Professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  do  Dijon.  —  Leçons  nou- 
velles SUR  l'Analyse  infinitésimale  et  ses  applications  géométriques. 
Deuxième  Partie  :  Étude  monographique  des  principales  fonctionx  dUine 
variable,  i  vol.  gr.  in-8",  xi-496  p. 

La  seconde  Partie  des  Leçons  nouvelles  sur  r Analyse  infini- 
tésimale de  M.  Méray  vient  de  paraître,  et  je  ne  saurais  trop 
conseiller,  à  tous  ceux  que  les  questions  de  principes,  en  Mathé- 
matiques, intéressent,  de  lire  cet  intéressant  Volume  avec  soin. 
L'auteur,  comme  on  sait,  home  l'Analjse  à  Tétude  des  fonctions 
développabtes  en  séries  entières,  et  tient  à  prouver  que  la  seule 
considération  de  ces  fonctions  suffit  dans  toutes  les  questions  qui 
ont  quelque  utilité  prati(|ue.  Pour  bien  établir  qu'en  partant  d'une 
telle  notion  de  la  fonction  on  pouvait  parcourir,  d'une  façon  tout 
à  fait  logique,  toute  la  gamme  de  nos  connaissances  théoriques, 
M.  Méray  a  rassemblé  dans  son  premier  Volume  toutes  les  ques- 
tions de  Théorie  pure.  Il  nous  y  a  conduit,  de  la  notion  du  nombre 
entier  à  la  démonstration  de  l'existence  des  intégrales  des  équa- 
tions aux  dérivées  partielles,  s^ns  un  exemple,  sans  prononcer  le 
nom  d'aucune  fonction  particulière  autre  qu'un  polynôme  entier 
ou  une  fraction  rationnelle.  Cette  première  Partie,  d'une  abstrac- 
tion voulue,  demande,  de  la  part  du  lecteur,  un  grand  effort 
d*attention,  et  j'ai  toujours  regretté  que  l'auteur  ait  fait  paraître 
ce  Volume  isolément.  Je  suis  certain  qu'on  aurait  mieux  goûté  la 
belle  ordonnance  et  la  logique  serrée  de  la  première  Partie  si  Ton 
avait  eu  de  suite  la  seconde  entre  les  mains  pour  pouvoir,  de  temps 
à  autre,  se  reposer  l'esprit  par  la  lecture  de  quelque  belle  appli- 
cation. 

Cette  façon  de  procéder,  il  est  vrai,  a  permis  à  M.  Méray, 
non  seulement  de  montrer  (jiie  toutes  les  théories  générales  Av 
rAnaIvse  forment  un  lout  homo^rène,  mais  encore  de  déhiaver  le 
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Icrrain,  une  fois  pour  toule^i,  de  lous  ces  lliéorèmes  généraux, 
absolument  indispensables,  mais  dont  on  ne  relient  le  plus  souvent 
(jue  l'énoDcé,  pour  s'en  servir  comme  d'un  oulil  lonl  prêt  à  façon- 
ner quelque  nouvelle  proposition.  En  y  réfléchissant  bien,  je  me 
demande  même  s'il  eôt  été  possible  de  suivre  une  autre  voie,  en 
restant  dans  l'ordre  des  idées  de  M.  Méray.  Ainsi,  par  exemple, 
pour  nous,  une  relation  entre  trois  variables  u,  x,y  définit  une 
fonction  implicite  de  x  et  y,  car  c'est  au  fond  la  définition  même 
de  la  fonction.  Pour  M.  Méray,  il  n'en  est  plus  ainsi,  et,  étant 
donnée  une  relation  ololrope 

il  s'agit  de  démontrer  qu'il  existe  une  série  entière  u  conver- 
gente, vérifiani  cette  égalité.  Or,  cette  démonstration,  sous  sa 
forme  la  plus  générale,  est  loin  d'être  aisée  et,  au  fond,  touche 
de  très  près  à  la  théorie  des  équations  aux  dérivées  partielles. 

Ainsi  débarrassé  de  toutes  les  questions  générales,  dans  le  pre- 
mier Volume,  l'auteur  aborde,  dans  cette  seconde  Partie,  l'étude 
monographique  des  principales  fonctions  d'une  variable  :  les  fonc- 
tions algébriques  et  les  transcendantes  les  plus  simples. 

Le  premier  Chapitre  est  un  complément  à  l'étude  des  polynômes 
entiers  et  des  fonctions  olotropes  (')  d'une  variable  réelle.  11 
contient  les  théorèmes  sur  l'élude  de  la  variation  d'une  fonction 
d'une  variable  réelle  au  moyen  de  la  dérivée.  Jecilerai  tout  parti- 
culièrement une  belle  démonstration  du  théorème  de  Dalemberl. 
M.  Méray  montre  non  seulement  l'existence  des  racines  d'une 
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morphes  (dont  les  plus  simples  sont  les  fractions  rationnelles).  Il 
étudie  leurs  propriétés  et  leurs  analoi^^ies  avec  les  fractions  ration- 
nelles, et  établit  le  beau  théorème,  bien  connu,  que  toute  fonction 
indéfiniment  méromorphe  qui  n'a  qu'un  nombre  fini  de  pôles  est 
une  fraction  rationnelle.  Ce  Chapitre  se  termine  par  un  exposé 
très  détaillé  des  principes  du  calcul  des  résidus.  Le  calcul  des 
résidus  n'est  plus  à  la  mode,  on  se  contente  d'ordinaire  du 
théorème  fondamental  de  Cauchj,  qui  donne  l'intégrale  d'une 
fonction  méromorphe,  prise  le  Ion»;  d'un  contour  fermé.  M.  Méraj 
lui-même  ne  paraît  pas  tenir,  outre  mesure,  à  tous  ces  détails 
un  peu  secondaires. 

Avec  le  troisième  Chapitre,  commence  l'étude  monographique 
proprement  dite  des  fonctions  d'une  variable.  La  fonction  radi- 
celle simple,  définie  par  la  relation 


lim  —  X"  =  O, 


est  évidemment  la  fonction  implicite  algébri(pie  la  plus  simple,  et 
c'est  aussi  la  première  que  l'auteur  étudie.  Au  fond,  c'est  la  défi- 
nition et  l'étude  de  la  fonction  :r{^(même  lorsque  ii  est  imaginaire) 
qui  font  l'objet  de  ce  Chapitre.  D'ordinaire,  pour  définir  de  la 
façon  la  plus  générale  x^^  on  pose,  par  définition. 


XV-^  ^|i.Lr^ 


On  passe  donc  par  l'intermédiaire  de  deux  transcendantes,  l'ex- 
ponentielle et  le  logarithme,  pour  définir  une  puissance.  Au  point 
de  vue  pratique,  ce  procédé  permet  de  déduire  rapidement  les 
propriétés  de  la  puissance  des  propriétés  des  fonctions  compo- 
santes e^  et  L:;,  on  va  ainsi  plus  vite  ;  mais,  au  point  de  vue  f)hi- 
losophique  et  didactique,  il  est  regrettable  d'avoir  à  passer  par  de 
pareils  intermédiaires  pour  définir  la  fonction  réputée  la  plus 
simple,  x^,  M.  Méray,  qui  a  en  horreur  tous  les  chemins  détour- 
nés, rejette  résolument  ce  moyen  artificiel  et  attaque  la  question 
de  front.  Je  m'empresse  de  dire  que  l'auteur  a  vaincu  la  difficulté 
avec  une  virtuosité  admirable,  et  que  ce  Chapitre  III  est  un  des 
plus  beaux  Chapitres  du  Livre.  La  théorie  générale  des  fonctions 
implicites  donne  immédiatement  Ir  dével()])pemenl  de    la    fonc- 
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lion  u^  à  partir  des  valeurs  initiales  Xi  et  Ui  : 


UiX  —  Xi  ,  Ui(x  —  Xiy^- 

~  — —  -H. . .-+-  11(11  -  I)  ...  (fx  -  A-  H-  I)  ^.  — ^-, — 


. . .  * 


où  Ton  a  posé  [x  =  —  ;  et  il  est  tout  naturel  de  ramener  de  suite  le 

cas  général  au  cas  particulier  de  Ui=  i ,  Xi=  i .  On  considère 
alors  \a  pseudo-fonction  ^(^^x)  qui  n'est  que  le  prolongement 
de  la  fonction  u  à  partir  des  valeurs  initiales  w/=  i,  Xi=  i.  Si 
maintenant,  dans  le  développement  de  4(ul,  j:),  abstraction  faite 
de  son  origine,  on  donne  à  [jl  des  valeurs  imaginaires,  on  arrive 
ainsi  directement  à  la  définition  générale  de  xV-,  A  vrai  dire, 
M.  Méray  ne  nous  dit  jamais  qu'il  a  défini  xV-^  et  il  conserve  jus- 
qu'au bout  la  notation  Ad^,  x).  Je  ne  sais  pas  trop  pourquoi,  et  il 
me  semble  que  ce  Chapitre  n'aurait  pu  que  gagner  en  limpidité, 
quoique  déjà  très  clair,  si  l'auteur  nous  avait  dit,  ne  fût-ce  que 
par  un  mot,  que  toutes  les  propriétés  de  ^|^(p,  a:),  qu'il  établit 
avec  tant  d'élégance,  ne  sont  au  fond  que  l'extension,  au  cas  de  [jl 
imaginaire,  des  propriétés  ordinaires  d'une  puissance  à  exposant 
réel  et  entier.  Ainsi,  par  exemple,  il  établit  sous  des  conditions 
restrictives  bien  définies,  les  égalités 

^(ix,  t'A^"*")  =  [^}^(ii.x')Y'  [^Ux,x')Y\ 

(|ui  ne  sont  que  les  extensions  des  égalités  connues 

{x)^\V'x^*^>V-t  =  (xV-t)^'i  (x\^')^'', 

et  qui  découlent  fort  simplement  des  propriétés  mêmes  du  déve- 
loppement de  '}([A,  x). 

En  (out  point  du  plan,  qui  sert  à  la  notation  graphique  de  la  va- 
riable or,  la  fonction  u  a  plusieurs  valeurs  qui  sont  données,  en 
fonction  de  l'une  d'elles,  U,  par  la  formule 

où  <l>  désigne  un  facteur  numérique  qui  ne  dépend  que  de  a.  Ici  se 
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présentait  une  petite  difficulté.  Pour  faire  une  élude  complète  des 
valeurs  de  ce  facteur  ^{[t-)  et  de  la  fonction  ♦}([jl,  :r),  il  restait  à 
étudier  ce  que  d'ordinaire  nous  appelons  Vargument  d'une  telle 
quantité.  Pour  M.  Méray,  la  Trigonométrie  élémentaire  doit  être 
bannie  de  l'Analyse,  car  la  définition  élémentaire  de  sin^r  définit 
cette  fonction  en  faisant  correspondre  à  chaque  arc  x  une  quantité 
bien  déterminée  et  non  pas  une  série  entière  ;  il  ne  nous  parlera 
donc  des  fonctions  circulaires  qu'en  donnant  leurs  développe- 
ments et  après  rexponenlielle  et  le  logarithme,  qui  ont  une  ori- 
gine plus  simple,  et  auxquelles  elles  se  ramènent,  au  fond.  En 
conséquence,  nous  n'entendons  pas  parler  de  l'argument  d'une 
quantité  imaginaire.  Pour  tourner  la  difficulté,  l'auteur  substitue 
ingénieusement,  à   la  notion  d'argument,  celle  de  pente  d'une 

imaginaire.   La  pente  de  l'imaginaire  a  4-  bi  est  le  quotient  -  > 

c'esi-à-dire  la  tangente  trigonométrique  de  ce  que  nous  nommons 
Vargument.  A  l'aide  de  cette  nouvelle  quantité,  ou  étudie  facile- 
ment les  propriétés  de  *î^(pt),  qui  conduisent  à  la  résolution  de 
l'équation  binôme  x^  —  i  =  o  ,  dont  les  racines  sont 

<i>(o)=i,    <^f  '  \    ...,    c|,(î"ziiV 

Dans  le  quatrième  Chapitre,  l'auteur  étudie  les  phases  criti- 
ques des  fonctions  implicites.  La  méthode  suivie  est  celle  des 
coefficients  indéterminés  et  a  des  analogies  avec  la  méthode  de 
Puiseux;  mais  M.  Méray,  toujours  porté  vers  les  généralisations, 
au  lieu  de  se  borner,  comme  Puiseux,  à  l'étude  des  fonctions  algé- 
briques, étudie  d'une  façon  plus  générale  les  fonctions  implicites  // 
définies  par  une  relation  de  la  forme 

(I)  /"(a-,  m)  =  o, 

OÙ  f{x^  u)  est  ololrope  en  x  et  w.  La  théorie  générale  des  fonc- 
tions implicites  montre  qu'au  voisinage  de  tout  couple  x  =  Xq, 

u  =  I/o  vérifiant  la  relation  (i)  et  n'annulant  pas  -p>  la  relation  (i) 

définit  une  fonction  olotrope  de  x  qui,  pour  x=^Xo^  prend  la 
valeur  u  ==  Wo.  Les  points  critiques  sont  donc  les  couples  de 
valeurs  pour  lesquels  l'égalité  (i)  est  vérifiée  en  même  temps  que 


l'égaliu- 
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vr.J^-'-" 


Lecasgùnéralse  ramène  évidemment  au  cas  où  «(,  =  o,  x^  =  0, 
en  posant  u  =  u^  -+-  «',  x  :^  x^-^x'.  M.  Méray  «hudie  d'abord  les 
racines  olotropes.  Pratiquement,  il  est  ramené  à  représenter, 
comme  Puiseiix,  tout  terme  «"jr"  de/{x,  n)  par  un  po\nt(jalon} 
de  coordonnées  m  et  h,  puis  à  former  le  polygone  ouvert  enve- 
loppant les  jalons.  Tout  côté  de  ce  polygone  dont  le  coefficient 
angulaire  est  entier  fournit  une  racine  olotrope.  Il  montre  ensuite 
<|u'on  peut  déterminer  un  entier  p  tel  qu'en  remplaçant,  dans  {1  ), 
X  par  ^P,  la  nouvelle  équation  n'ait  que  des  racines  olotropes  au 
voisinage  de  5  ^  o,  u  ^  o.  Ceci  revient  à  montrer  que  le  nouveau 
polygone  enveloppant  les  jalons  n'a,  pour  un  chois  convenable 
de  p,  que  des  côtés  dont  les  coefficients  angulaires  sont  entiers. 
On  déduit  de  là  les  développements  des  diverses  racines  et  leurs 
groupements  en  groupes  se  permutant  circulairenteut  uulour  de 


C'est  au  Cliapiire  V  que  commence  l'étude  des  transcendantes 
les  plus  simples.  Pour  l'auteur,  toute  transcendiintc^âH^f'f/'c  con- 
sidérée comme  le  résultat,  prochain  ou  éloigné,  d'intégrations 
exécutées  sur  des  expressions  de  nature  nupoiiu-ant  connue; 
en  conséquence,  il  définit  de  cette  façon  le  logarithme,  l'expo- 
nentielle, les  fonctions  circulaires  et  les  fonctions  cllipliqucs. 

L'intégration  des  fractions  rationnelles  conduit  à  lu  notion  du 
iellc. 
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f»our  désigner  ce  que  nous  appelons  ordinairement  la  période  de 
Lj:(2i'!r),  l'expression  augmenty  qui  évite  ainsi  toute  confusion 
entre  les  fonctions  périodiques  et  leurs  inverses,  telles  que  le 
logarithme. 

Avant  d'attaquer  les  fonctions  circulaires  sin.r  et  cosj:,  Tau- 
leiir  traite  rapidement  la  réduction  générale  de  l'intégrale  hyper- 
elliptique 


P 


aux  intégrales  normales  des  trois  espèces,  et  montre  que  les  deux 
cas  où  le  polynôme  '^{x)  est  de  degré  2/1  ou  9. /i  —  1  se  ramènent 
l'un  à  l'autre.  Les  fonctions  circulaires  sont  alors  celles  qui  pro- 
viennent du  cas  de  71  ^  I . 

Le  Chapitre  VII  mérite  une  mention  spéciale.  Il  débute  par 
des  généralités  sur  les  fonctions  unipériodiques,  qui  montrent 
l'analogie  de  la  théorie  de  ces  fonctions  avec  celle  des  fonctions 
bipériodiques  et  préparent  l'étude  de  ces  dernières.  On  néglige 
souvent,  dans  les  traités  d'Analyse,  l'élude  des  fonctions  uni- 
périodiques,  et  cependant  elle  présente,  à  certains  égards,  des 
difficultés  qui  n'existent  pas  dans  Tétude  des  fonctions  bipério- 
diques et  est  pleine  d'intérêt.  Le  plan,  qui  sert  à  la  notation 
graphique  de  la  variable  x,  peut  être  découpé  en  bandes  paral- 
lèles (bandes  élémentaires)  telles  qu'il  suffit  d'étudier  lafonction 
uDÎpériodique  dans  une  telle  bande,  car  elle  reprend  périodique- 
ment les  mêmes  valeurs  quand  x  passe  d'une  bande  à  l'autre. 
M.  Méray  définit  alors  les  fonctions  unipériodiques /?o/ar«ee.v. 

Une  fonction  unipériodique  est  dite  polarisée  avec  les  valeurs 
polaires  u^  et  u_  si,  lorsque  x  s'éloigne  indéfiniment  le  long  du 
bord  d'une  bande  qnelconquey  la  valeur  de  la  fonction  tend  vers 
la  limite  u^  ou  //_  suivant  que  x  s'éloigne  dans  une  direction  (60- 
réale)  dans  l'autre  (australe).  Les  fonctions  unipériodiques  po- 
larisées jouissent  des  mêmes  propriétés  que  les  fonctions  bipé- 
riodiques. Toute  fonction  unipériodique  polarisée,  indéfiniment 
méromorphe,  n'a  qu'un  nombre  limité  de  zéros  et  de  pôles  dans 


JTCiJr 


chaque  bande  et  s'exprime  rationnellement  en  ^  '^  ,  Il  étant  sa  pé- 
riode. 

Le  développement  des  fonctions  unipériodiques  méroniorphes 
Bull,  det  Sciencet  mathém.,  a*  série,  t.  \X.  (Janvier  1896.)  3 
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polarisées,  en  sommes,  se  fait  au  mti^en  tics  loncUons 


W'-'-Sirrrisirr' 


qui  sont  iinipériodiques,    [jolarisées  el  jouent,    pac  rapporL  ans 
fonctions  unipëriodiques,   le  ràle  d'ëiémenis  simples  analo^jne  à 


celui  des  Tniclions 


.  parrapporl  aux  fractions  rationnelles 


L'application  aux  fonctions  circulaires  donne  les  ronnules  coii- 

La  décomposition  des  fonctions  circulaires  en  produits  infinis 
se  fait  ensuite  par  l'intermédiaire  de  la  fonclion 

liée  à  Çi  (x)  par  la  relation 

Toute  fonction  méromnrplie,  unipériodiqne,  polarisée,  admet- 
tant les  zéros  a,,  a-j,  . ,,,  ag  el  les  pôles  a,,  a^,  ,  . . ,  a^  dans  une 
Ijande  élémentaire,  peut  dire  mise  sous  la  forme 
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fournil  Texemple  de  la  première  fonction  bipériodique  E(jc). 
n,  />,  Cj  d  sont  ce  que  M.  Mérav  appelle  les  valeurs  cardinales 
de  la  fonction  E(x).  Dans  le  cas  où  le  poljnoine  sous  le  radical 
est  du  troisième  degré,  la  quatrième  valeur  cardinale  est  Toc  et,  à 
cause  de  cela,  la  fonction  est  désignée  par  E«(.r).  Au  fond,  cette 
fonction  E.(j:),  avec,  en  plus,  la  restriction  que  la  somme  des 
trois  valeurs  cardinales  finies  est  nulle,  est  la  fonction  canonique 
p{x)  de  M.  Weierstrass. 

Je  signale  de  suite  une  démonstration  remarcpiablement  simple 
du  fait  que  le  rapport  des  deux  périodes  est  imaginaire,  fait  qui 
établit  la  double  périodicité  effective.  Puis,  après  avoir  indiqué 
les  principales  propriétés  des  fonctions  E(a:)  et  avoir  ainsi  donné 
à  ses  lecteurs  un  exemple  palpable  de  fonction  bipériodique, 
M.  Méraj  étudie  les  propriétés  générales  des  fonctions  bipério- 
diques,  déduites  directement  de  Th^pothèse  de  la  double  pério- 
dicité. Pour  étudier  une  telle  fonction,  il  suffit  de  l'étudier  lorsque 
la  variable  x  reste  à  l'intérieur  du  parallélogramme  [maille)  élé- 
mentaire construit  sur  les  périodes.  Une  fonction  bipériodique 
méromorphe  a  un  nombre  fini  de  zéros  à  Tintérieur  d'une  maille 
et  la  somme  des.  degrés  de  multiplicité  de  ces  zéros  est  Y  ordre  m 
de  la  fonction  (cet  ordre  m  ne  peut  être  inférieur  à  2).  Toute 
fonction  bipériodique  méromorpbe  satisfait  à  une  équation  dilfé- 
renlielle  de  la  forme 


\dx) 


où  ni  est  Tordre  de  la  fonction  et  P|,  P.j,  . . . ,  P,;,  des  polynômes 
entiers  en  w,  P«_i  étant  identiquement  nul. 

De  même  que  les  fonctions  unipériodiques  polarisées ,  les 
fonctions  bipériodiques  se  développent  en  sommes  d'éléments 
simples  et  en  produits.  Ici  les  éléments  simples  sont  les  fonctions 
suivantes  : 

S,(T)  =  limSS  , ^ —, 

'^    ^  [x  —  inW  —  nil\' 

le  second  membre  étant  une  somme  quadruplement  infinie  obte- 
nue en  donnant  à  m  et  /i  toutes  les  valeurs  entières  de  —  00  à  -f-  oo. 
Lorsque   i^-^y  il  n'y  a  aucune  difficulté;  mais,  pour  les  cas  de 
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/  =  I  et  ('  ^  a,  les  sommes  ne  sont  convergentes  <) ne  si  l'on  groupe 
d'une/açon  convenable  les  (ermes,  el  encore  la  somme  n'est  pas 
la  même  suivant  la  manière  donton  fait  le  groupement.  Ondélinit 
ainsi  plusieurs  fonctions  S.,  (x)  et  A]{x).  Il  y  a  là  une  véritable 
difficulté  et  M.  Méra^,  au  lieu  de  la  masquer,  ce  qui  eût  été  facile, 
l'a,  au  contraire,  bien  mise  en  lumière  el  y  a  trouvé  une  occasion 
pour  faire  une  jolie  étude  de  séries  quadruplement  infinies.  Les 
fonctions  S,(3;)  sont  doublement  périodiques  pour  1^2,  et  Si(x) 
ne  peut  jamais  être  bipériodique  ;  mais,  en  choisissant  con- 
venablement la  manière  de  sommer  la  série,  on  peut  obtenir  une 
fonction  '^^'S,(x)  qui  admet  la  période  II. 

Pour  les  développements  des  fonctions  bipériodiques  en  pro- 
duits, on  emploie  les  fonctions 


°<'>  =  ""('-=irT^u)' 


OÙ  le  second  membre  est  un  produit  quadruplement  infini.  Cbaque 
fonction  0(x)  est  liée  à  une  fonction  S.,  (x)  par  la  relation 


et,  ainsi,  on  a  une  théorie  toute  parallèle  à  celle  du  développe- 
incDt  des  fonctions  unipériodiques  polarisées.  A  la  fonction 
ilI'S,  (if)  correspond  la  fonction  "bO{a;),  qui  n'est  au  fond  que 
la  fonction  Q,(j:)  de  Briol  et  Bouquet,  et  ainsi  M.  Mérav,  par  une 
voie  toute  différente,  peut-être  plus  brève  et  en  tous  cas  très  élé- 
lablilune);r;inJe  partie  des  formulcMiin;  Foi 
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pas  à  M.  Méray  d^aborder  la  question  si  vaste  de  la  transformation 
dans  toute  sa  généralité,  et  il  se  borne  à  une  étude  complète  de  la 
transformation  qu'il  nomme  primaire. 

Une  transformation  est  primaire  lorsque  les  deux  fonctions 
f{x)  et  /i(x)  sont  liées  homographiquement,  et  Ton  arrive  assez 
facilement  à  la  conclusion  que  ceci  ne  peut  avoir  lieu  que  si 
l'on  a 

r  avant  une  des  quatre  valeurs  o,  —  >  -> ;  n  et  12  étant  les 

périodes  élémentaires  communes  k  f[x)  et  /l  (x).  On  en  conclut 
qiril  existe  une  relation  de  la  forme 


tf{x)f[x+\^  +  ?  [f(x)+f{x  -H   5)] 


-4-7=0, 


Cl  les  coefficients  a,  ^,  y  se  calculent,  au  moyen  des  valeurs  car- 
dinales a,  6,  c,  d  de/(x)^  par  les  relations 


aab  -*-^{a-hb)-h^--o, 
oLcd  -^  ^{c  -h  d)  -h  ^  =  0. 


C'est  en  recherchant  la  fonctiony(x)  pour  laquelle  la  transfor- 
mation primaire,  relative  à  iï,  prend  la  forme  simple 


que  M.Méray  arrive,  enfin,  à  définir  la  fonction  canonique  deJacobi 
snx.  Il  donne  les  formules  principales  de  cette  fonction  et  indique 
sommairement  les  (rois  autres  fonctions  eux,  dno:,  tnx.  Je  me 
demande  pourquoi  l'auteur  est  resté  muet  sur  les  fonctions  ca- 
noniques de  M.   Weierstrass.    Lorsqu'il   a  parlé  de  la    fonction 
E^(x)j  il  lui  eût  été  facile  de  la  particulariser  un  peu  et  de  dire 
quelques  mots  au  moins  de  la  fonction  p{x).  Ces  fonctions  sont 
devenues  d'un  usage  si  courant,  qu'on  ne  peut  plus  les  ignorer. 
(^  n'est  là,  il  est  vrai,  qu'une  bien  petite  lacune,  qui  tient  peut- 
être  à  Texiguïté  de  l'espace  dont  dispose  M.  Méray,  et  je  la  signale 
avec  regret,  car  j'aurais  bien  voulu  pouvoir  terminer  cette  courte 
analyse  sans  la   moindre  obs(M*vation  ,    tant  j'ai  de  respectueuse 
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sympathie  el  d^admiralion  pour  le  talent  et  Fœuvre  de  rëmînent 
professeur  de  la  faculté  de  Dijon. 

I^e  Chapitre  XIII,  qui  termine  ce  second  Volume,  contient  les 
définitions  et  les  principales  propriétés  des  fonctions  euiériennes 
B(/>,  q)  et  r()D),  exposées  d'une  façon  qui  ne  diffère  pas  sensible- 
ment de  celles  qui  ont  cours.  C.  Bourlet. 


FORMILKS  KT  PllOH)SITIONS  POtR  L  EMPLOI  DES  FONCTIONS  ELLIPTIQI'ES  D*APIlÊS 
DES    LEÇONS    ET    DES   NOTES  M.VNl'SCftlTES   DE   M.    WEIERSTRAS6.   —  Ouvrage 

tnuluit  lie  rallemaïul  par  M.  Padc.  Première  Partie  (feuilles  i-ia).  Paris, 
(àautliior-Villars  et  lîls,  1894. 

\jc  Bulletin  a  annoncé,  et  tous  ceux  qui  s'intéressent  aux  Ma- 
théiiialiques  connaissent  certainement  les  Formeln  und  Lehr- 
Siiize  de  M.  Schwarz.  L\'dition  fran<^^aise  que  publie  M.  Padé, 
rt'udra  des  sorxices  particuliers  aux  mathématiciens  frauçais.  On 
naîi  asseï  quelle  sécurité  on  ^H^ut  a\oir  a\ec  M.  S^huarzel  le  soin 
scrupuleux  qu'il  a  apporté  à  la  confet^tion  de  st>n  œii\re;  pour 
celle  mîv>u  niéme«  le  lecteur  nous  saura  srré  sans  Joute  Je  Jonner 
ici  la  lî<te  de  quelques  fautes  >  très  pr\>lKàbleiiieiil  les  seules)  qui 
SX  trvHi\enl:  c'est  à  la  bien\eilla»ce  Je  M.  îs^hwian  lui-même  que 
nous  de\on>  \^\'lle  lî<le;  à  \ruî  dire,  la  première  faute  se'ule  méri- 
IcrAÏt  vi  être  >i^iMU'^^  cl  cV>t  M.  Sch^jirz  lui-uicuio  qui  l'a  Jécou- 
\frle. 


I    T 
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BARBERA  (L.). —  Teorica  dellb  equaziom  dipferenziali  duplb,  precoduta 
da  an  discorso  preliniinare  sul  giudizio  fattone  dai  calcolatori  lincei,  e 
sopra  una  recensione  del  prof.  H.- A,  Schwarz,  Bologne,  Cenerelli,  1895. 

L'auteur  est  professeur  de  Philosophie  à  PUniversilé  de  Bo- 
logne et,  sans  doute,  dans  notre  pays,  peu  de  professeurs  de  Phi- 
losophie seraient  capables  d'aborder  la  théorie  des  solutions  sin- 
gulières des  équations  différenti elles.  M.  Barbera  l'a-t-il  fait  avec 
succès?  C'est  un  point  qu'il  discute  avec  abondance  dans  son  dis- 
cours préliminaire,  qui  ne  contient  pas  moins  de  cent  vingt-neuf 
pages,  tandis  que  son  Mémoire  n'en  contient  pas  cinquante.  Il 
est  vrai  que  M.  Barbera  avait  affaire  à  forte  partie,  à  l'Académie 
royale  des  Lincci  en  général  et  à  M.  Schvvarz  en  particulier,  qui 
n^ODl  pas  émis  sur  ce  Mémoire  un  jugement  conforme  à  l'opinion 
de  l'auteur.  Le  Bulletin  n'a  pas  la  prétention  de  réviser  ce  juge- 
ment. 


HESAL  (H.).  —  Traité  de  Mécanique  générale,  comprenant  les  leçons  pro- 
fessées à  rÉcole  Polytechnique.  Deuxième  édition,  entièrement  refondue, 
t.  I,  v-295  p.;  t.  Il,  v-162  p.  In-8".  Paris,  Gauthier- Villars,  1895. 

Depuis  l'époque  où  a  paru  la  première  édition  de  cet  Ouvrage 
si  apprécié,  bien  des  résultats  intéressants  ont  été  obtenus  dans 
le  domaine  de  la  Mécanique.  Il  est  vrai  qu'après  la  publication 
des  six  Volumes  composant  son  Traité,  M.  Resal  avait  comblé  une 
partie  des  lacunes  qui  s'étaient  [)roduitcs  dans  le  tome  VII  et  der- 
nier de  sa  première  édition,  consacré  tout  entier  à  des  dévelop- 
pements complémentaires.  Néanmoins,  il  est  bien  évident  que 
tous  les  lecteurs  de  M.  Resal  feront  bon  accueil  à  la  nouvelle  édi- 
tion, qui  constitue  à  bien  des  égards  un  Ouvrage  nouveau. 

Ces  deux  premiers  Volumes  de  la  nouvelle  édition  traitent  de 
la  Cinématique,  des  théorèmes  généraux  de  la  Mécanique,  de 
l'équilibre  et  du  mouvement  des  corps  solides  pour  ce  qui  con- 
cerne la  Mécanique  rationnelle  et  du  mouvement  des  solides,  eu 
égard  aux  frottements,  de  l'Élasticité,  de  THydrostatique,  de 
l'Hvdrod^namique  et  de  l'Hydraulique  pour  ce  qui  concerne  la 
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Mécaoitjue  appliquée.  M.  Resal  s'est  borné,  pour  ce  qui  coacerne 
la  Thermodynamique,  à  renvoyer  à  l'exposition  qu'il  avait  donoée 
des  principes  de  cette  Science  dans  le  tome  11  de  son  Traité  de 
Physique  mathématique.  Sous  sa  forme  nouvelle,  le  Traité  de 
Mécanique  générale  continuera  à  être  consulté  et  étudié  avec 
grand  prolit  aussi  bien  par  les  tht^oriciens  que  par  les  ingénieurs. 

G.  D. 


H.-G.  ZEUTHEN.  —  Notes  sir  LKDiTninB  drs  Matiiéshtioies  (Extraits  du 
BiiUeliii  de  l'Académie  rnjate  des  Sciencet  et  des  Lettres  de  Danemark, 
1893  ot  1S95). 

M.  Zciithen  a  commencé  à  publier  une  série  de  Noies  en  fran- 
çais sur  divers  points  de  l'hisLoii-c  des  Mathématiques.  J'appelle 
en  particulier  l'attention  sur  les  trois  qui  ont  paru  en  cette  année 
1895. 

La  première.  Sur  les  quarlral  ares  avant  le  Calcul  intégral  et 
en  particulier  sur  celles  de  Fermât,  contient  notamment  une 
étude  approfondie  des  procédés  du  f^éomèlre  de  Toulouse;  ta 
seconde,  Sur  le  fondement  mathématique  de  l'invention  du 
Calcul  infinitésimal,  est  surlouiconsacrée  aux  travaux  de  Newton, 
que  M.  Zcuthen  s'attache  à  relever;  la  troisième,  Sur  quelques 
critiques  faites  de  nos  jours  à  j\ewlon,  est  destinée  à  défendre 
le  grand  Anglais  contre  te  reproche  de  certaines  fautes  qui  lui  ont 
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longue  date  (*),  je  croyais  à  la  réalité  rie  ces  fautes  et  aurais 
plalôtélé  tenté  de  croire  que  M.  Canlor,  dans  ses  Vorlesiingen, 
n'avait  pas  suffisamment  insisté  sur  leur  gravité. 

Mais  je  préfère  saisir  cette  occasion  pour  présenter  quelques 
observations  sur  les  origines  du  Calcul  infinitésimal.  M.  Zeuthen 
rappelle  qu'ici  même  (1894,  p.  232)  j'ai  indiqué,  comme  le  véri- 
table point  de  départ  de  la  fondation  de  ce  calcul,  la  découverte 
du  caractère  inverse  des  opérations  que,  dès  la  génération  anté- 
rieure, on  savait  effectuer  pour  résoudre  les  problèmes  des  tan- 
gentes et  les  problèmes  de  quadratures.  En  déclarant  qu^l  par- 
tage la  même  opinion,  M.  Zeuthen  ajoute  sur  la  même  ligne 
Tusage  des  séries  infinies. 

Pour  bien  comprendre  le  rôle  capital  joué  par  l'emploi  des 
séries,  il  suffit,  en  effet,  de  se  demander  comment  il  peut  se  faire 
que  Fermât,  également  maître  en  quadratures  et  en  trace  des  tan- 
gentes, n'ait  nulle  part  laissé  soupçonner  qu'il  eût  la  moindre 
idée  de  la  relation  entre  les  deux  problèmes. 

Notez  que  cette  relation  a  été  sans  aucun  doute  reconnue  en 
France  bien  avant  Newton.  Dans  une  lettre  à  Florimond  de 
Beaune('),  du  20  février  1639,  Descartes  dit  : 

«  Pour  vos  lignes  courbes,  la  propriété  dont  vous  m'envoyez  la 
démonstration  me  paroît  si  belle,  que  je  la  préfère  à  la  quadra- 
ture de  la  parabole  trouvée  par  Arcbimède.  Car  il  examinoit  une 
ligne  donnée,  tandis  que  vous  déterminez  l'espace  contenu  dans 
une  qui  n'est  pas  encore  donnée.  » 

Si  l'on  ignore  absolument  quelle  était  celte  première  des 
quatre  courbes  dont  Beaune  avait  parlé  à  Descaries,  il  ne  m'en 
paraît  pas  moins  certain  que  la  phrase  ci-dessus  ne  peut  recevoir 
qu'une  interprétation;  Beaune  s'était  donné  l'aire  d'une  courbe 
en  fonction    de   Tabscisse   et   en   avait  déduit  la   relation  entre 


(')  Il  remontait  aux  leçons  de  Duhamel,  que  j'ai  entendues  à  l'Kcole  Poly- 
lecboique;  ceci  peut  prouver  en  tous  cas  que  Topinion  de  Weisscnborn  n'était 
Bollement  isolée,  et  que  la  réfutation  de  M.  Zeuthen  était  d'autant  plus  utile. 

(■)  Lettre»  de  Descartes,  éd.  Clerselier,  t.  III,  n»  71.  Ce  tome  a  été  édité  en 
1667,  c*e9t-4-dire  à  une  date  à  laquelle  Newton  était  déjà  en  possession  de  sa 
méUiode  des  fluxions:  mais  Beaune  a  eu  sans  doute  d'autres  confidents  que 
Drscartes. 
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l'abscisse  et  l'ordonnée,  par  une  méthode  identû|iie  à  celle  des 

tangentes. 

Descartes  continue  en  efiet  :  «  Je  ne  croy  pas  qu'il  soit  possible 
de  trouver  généralement  la  converse  de  ma  règle  pour  les  tan- 
gentes, ni  de  celle  dont  se  sert  M.  de  Fermât  non  plus,  bien 
que  la  pratique  en  soit  en  plusieurs  cas  plus  aisée  que  la  mienne. 
Mais  on  en  peut  déduire  fl/ïOsfeWo/i  des  théorèmes,  qui  s'étendent 
à  toutes  les  lignes  courbes  qui  s'expriment  par  une  équation  en 
laquelle  l'une  des  deux  quantités  x  oti  y  n'ait  point  plus  de  deux 
rlimensions,  encore  que  l'autre  en  est  mille,  et  je  les  ai  trouvés 
presque  tous  en  cherchant  ci-devant  votre  deuxième  ligne  courbe, 
mais  pour  ce  que  je  ue  les  écrivois  que  sur  des  brouillons  que  je 
n'ai  pas  gardés,  je  ne  vous  les  puis  envover,  » 

Ainsi  voilà  Descartes  en  pleine  possession  du  principe  du  Cal- 
cul infinitésimal.  .\vec  son  génie  [)0ur  les  notations,  qui  peut 
douter  qu'il  aurait  fondé  ce  calcul  dès  163;),  s'il  avait  trouvé  à 
propos  de  s'occuper  un  peu  plus  sérieust-ment  de  la  question? 
Mais  comment  a-l-il  pu  la  négliger? 

Nous  savons  quelles  étaient  la  deuxième  et  la  troisième  courbe 


de  lïeauue,  qu'il  avait  délinics  par  une  propriété  de  la  tangente. 
Descartes  ramène  le  problème  dans  les  deux  cas  à  tiouvcr  la 
fonction  primitive  de  -  ;  il  prouve  que  celte  fonction  n'est  point 
algébrique,  enferme  chacune  de  ses  va/eu/s  pour  x  ratiottet 
entre  deux  séries  /imitées  (divergentes  si  on  les  prolongeait 
indéfiniment),  cnlïn  délinit  la  fonction  par  le  mouvement,  ainsi 
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dirait  que  l'algébrlsle  ignore  leurs  représentations  symboliques, 
admises  seulement  en  Trigonométrie,  car  ses  représentations  con- 
cernent la  forme  tabulaire,  et  s^il  s^agit  de  la  définition  géomé- 
trique, on  préfère  introduire  nettement  les  lignes  d'une  figure. 

Ainsi  les  maîtres  français  se  trouvaient  dans  une  impasse; 
Fermât  et  les  autres  savaient  très  bien,  ne  Teussent-ils  reconnu 
qu^empirlquement,  que  les  procédés  des  méthodes  des  tangentes 
et  de  celles  des  quadratures  donnaient  des  résultats  inverses; 
aucun  ne  Ta  dit  explicitement;  si  Tun  d'eux  a  reconnu  théorique- 
ment la  raison  de  cette  relation  inverse,  il  a  gardé  le  secret  de  sa 
découverte;  c'est  qu'en  fait  elle  ne  menait  à  rien  pour  le  moment, 
tandis  qu'on  pouvait  aisément  pressenlir  son  importance  si  l'on 
irrtuvait  quelque  mojen  de  sortir  du  cercle  des  fonctions  algé- 
briques. Avec  les  habitudes  du  temps,  et  alors  que  Newton  lui- 
même  a  si  longtemps  laissé  mûrir  ses  idôes,  on  peut  dès  lors,  je 
crois,  s'expliquer  aisément  la  rareté  des  allusions  antérieures  à 
1  arcane  que  chacun  espère  posséder  seul. 

Fermât,  pour  nous  en  tenir  à  lui,  enseigne,  vers  i63o('),  un 
mojen  détourné,  mais  au  fond  très  suffisant,  pour  traiter,  dans 
les  questions  de  tangentes,  les  relations  compliquées  d'irratio- 
nelles;  cependant  il  n'en  développe  pas  hîs  conséquences. 

I^s  fonctions  circulaires  ne  Tarrétent  pas,  mais  il  ne  les  traite 
que  sur  la  figure.  Pour  le  problème  inverse,  il  remonte  sans 
difficulté  aux  fonctions  primitives  pour  tout  monôme,  à  exposant 
entier  ou  fractionnaire,  posilif  ou  négatif  (''^)  (sauf  l'exception  de 
la  fonction  logarithmi(|ue).  Il  sait  changer  de  variable  et  intégrer 
par  parties;  il  traite  des  radicaux  assez,  compliqués  et  aussi  bien 
dès  lors  des  fonctions  circulaires,  ramenées  à  la  forme  algébrique 
parle  choix  de  la  variable.  Mais  il  n'ex[)nme  les  fonctions  primi- 
tives, dans  le  cas  où  elles  sont  circulaires,  qu'en  montrant  com- 
ment le  problème  se  ramène  à  la  rectification  de  l'arc  de  cercle, 
absolument  comme,  avant  l'invention  des  fonctions  elliptiques,  on 


{*)(£uvres  de  Fermât,  l.  I,  p.  i').J;  cf.  t.  Il,  p.  •.»«').  Il  csl  remarquable  qu'il 
o'aitgoère  fait  eu  réalité  d'applicalious  de  cv  pnxédê,  «viuuiie  le  nionlre  bien  ce 
({u'il  dii  en  i'i<>2  de  la  façon  dont  il  a  abordé  le  problèuie  de  lu  réfraction  (l.  II, 

(')  bien  avant  ses  couiniuiiiealions  avec  Wallis,  (|uoi(|ue  M.  /cullien  émette  un 
^'inle  à  l'ct  «'Kard.  Voir  Œuvres  de  Fermât,  t.  II.  p.  X\i<.  Note. 
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ne  pouvait  que  ramener  telle  intégrale  à  la  rectification  de  l'arc 

d'ellipse  ('). 


Ainsi  ce  qui  loi  fait  défaut  pour  aller  plus  loin,  c'est  moins 
l'invention  d'une  notation  dont  il  saurait  se  passer  aussi  bien  que 
le  fil  plus  tard  Huygens,  c'est  l'introduction  de  nouvelles  fonctions. 
Il  faut,  pour  le  progr<^s,  se  débarrasser  de  la  conception  géomé- 
trique concrète,  mais  pour  cela  il  est  nécessaire  de  définir  analj- 
tiquementles  fonctions  à  introduire. 

Or  cela  ne  pouvait  être  fait  qu'au  moven  de  l'emploi  de  séries 
infinies,  et  c'est  là  sans  aucun  conteste  une  invention  duc  à 
l'Angleterre.  Le  premier  précurseur  de  Newton,  avant  Mercator, 
y  avait  d'ailleurs  été  Wallis,  quoiqu'il  ait  suivi  une  voie  diver- 
gente. Mais  Newton  fut  en  tout  cas  le  grand  maître,  celui  qui 
montra  toutes  les  ressources  de  l'inveniîon;  et  même  une  fois 
connue  sur  le  continent,  elle  resta  le  domaine  propre  des  géomètres 
anglais,  jusqu'à  Tajlor  et  Maclaurin. 


Nous  pou' 


s  cerlainement  concevt 


auj( 


urd'Iiui  la  notatioi 


z  développée  et  appliquée  sans  l'emploi  des  séries,  mais 
au  XVII*  siècle  la  cliose  n'était  pas  possible,  parce  que  le  concept 
général  de  fonction  faisait  défaut,  et  qu'il  ne  pouvait  s'introduire 
tant  que  les  relations  non  algébriques  ne  pouvaient  être  figurées 
que  géométriquement  ou  mécaniquement. 

En  résumé,  il  y  a  entre  l'invention  des  séries  et  celle  du  Calcul 
infinitésimal  une  relation  liislorique  étroite,  qni  justifie  amplement 
l'opinion  de  M.  Zeutben  que  j'ai  mentionnée  plus  haut.  Mais 
c'est  dans  la  première  que  je  mellrals  surtout  le  principal  litre  de 
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SUR  L^fiTUDE  FUNE  COURBE  ALGÉBRIQUE  AUTOUR  D*UN  DE  SES  POINTS 

(Extrait  d'une  lettre  adressée  à  H.  J.  Tannery); 

Par  m.  K.  VKSSIOT. 

Je  pose  le  problrme  ainsi  :  Etant  donnée,  en  un  point  O 
d'une  courbe  algébrique,  V une  des  tangentes  à  la  courbe  en 
ce  point,  reconnaître  combien  il  y  a  de  rayons  curvilignes  réels 
de  la  courbe  tangents  à  cette  tangente,  en  O,  et  comment  ces 
rayons  sont  placés  par  rapport  au  point  O  et  à  la  tangente  con- 
siilérée. 

Supposant  Torigine  transportée  au  point  O,  el  y  —  mx  =  o 
étant  Téquation  delà  tangente  considérée,  je  pose  j' =(/?i -h  [jl)x, 
ce  qui  donne  une  certaine  équation  ^(|i.,  j:)  =  o,  et  tout  revient 
à  voir  combien  de  valeurs  réelles  de  a,  satisfaisant  à  cette  équa- 
tion, tendent  vers  zéro  quand  x  est  un  infiniment  petit  positif, 
puis  négatif,  et  à  étudier,  dans  chacun  des  deux  cas,  le  signe  de 
ces  valeurs  de  tjL. 

Jusqu'ici,  rien  de  nouveau.  Mais  je  remarque  que  cette  étude 
algébrique  sera  faite,  si  l'on  peut  faire,  à  Torlgine,  Tétude  de  la 
courbe  ^(pt,  x)=  o.  On  est  donc  conduit  à  chercher  les  tangentes 
à  Torigine  à  celte  courbe  et  à  essayer  de  résoudre,  pour  chacune 
d'elles,  le  problème  énoncé  plus  haut.  En  appliquant  de  nouveau 
la  même  méthode  à  ces  diverses  tangentes  on  sera  conduit  à  étu- 
dier, à  l'origine,  une  ou  plusieurs  nouvelles  courbes,  et  ainsi  de 
suite. 

Il  est  facile  de  voir,  sur  un  exemple,  que  ce  procédé  peut  con- 
duire au  but.  Prenant,  par  exemple,  la  courbe 

y(ar,  y)  =  y^-\-  3xy^—  3y{x^-i- y^)-^  x^y  -f-  ix^  -\-  ar'<'=  o, 

et  posant 

y^\x.x, 

il  vient 

4»(fx,  a*)=  ji« -+-  3  fi' a:  —  3(JLa:'(i  -+-  |Ji')-f-  \xx^-\-  ix^'\-  x^=  o 
Posant  de  même 


=    JJL  ./•, 
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ii  vienl  alors 

*iC|i',  2')=  î*'*-^  ^^L''x  —  'iii.'x(x  ■+■  \j.'^^')-h  }i'j-'  +  aj-'-î-  r'  =  o 

Ici  on  a  deux  tangentes  simples 

[»'— r  =  0.        (!■— ■^j:=  (.: 
on  en  conclut  facili^ment  l'oxislonce  de  valeurs  de  ji.'  de  la  fiirmc 

tx'  =  (-.  +  t').r. 

Donc  |toiir_j'  celles  de  videurs  de  Li  forme 

D'oi'i  la  figure  ci-joinle  pour  h  courl>e  pro|ios(''e. 


Je  dis,  de  plus,  que  le  procédé  réussira  loujonrs,  c'est-ii-dire 
qu'au  huut  d'un  nombre  limité  d'opérations  on  sera  conduit  à  des 
courbes  auxiliaires  ajanl,  à  l'orifiine,  toutes  leurs  langcnlcs 
dislincles.  Soit,  en  eflel. 
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Mais  on  pose  alors,  d'après  la  méthode, 

jx=(m,-4-  [ii)x, 
el  il  vient 

el  Ton  a  fait  un  pas  dans  la  réduclîon,  à  moins  que  de  nouveau 

et  ainsi  de  suite.  Supposons  que  l'on  arrive  toujours,  en  conti- 
nuant, si  grand  que  soit  ^,  à 

On  a 

donc 

et  cette  formule  représente  toujours  k  racines  de  Téqualion  pro- 
posée /(x^  y)=^o,  |JL^  y  ayant  les  A*  valeurs  infiniment  petites 
données  par  <I>^(u^,  x)=  o.  La  difierence  de  deux  de  ces  valeurs 
de  ^  est  donc  d'ordre  plus  grand  que  tout  ordre  donné,  c'est- 
à-dire  quey(j;,^)=  o  a,  quel  que  soit  j:,  k  racines  égales  en^, 
cas  que  l'on  peut  écarter  ('  ). 
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CHRISTIAN  HUTGENS  ('). 


Rendre  les  suprêmes  honneurs  à  un  ami  esl  une  des  grandes 
douleurs  de  la  vie.  Comme  une  image  dont  aucune  passion  fugi- 
tive n'allère  la  sereine  noblesse,  ainsi  nous  apparaît  le  fond  de 
son  âme  avec  une  clarté  que  les  agitations  de  la  vie  n'admet- 
taient pas  toujours.  Le  voir  ainsi  au  moment  du  dernier  adieu 
rend  plus  cruelle  l'amertume  de  la  perte  irréparable.  Cette  im- 
pression persiste  et  renouvelle,  à  chaque  retour  de  la  date  funeste, 
le  deuil  de  ceux  dont  il  fut  la  joie. 

Il  en  est  autrement  dans  la  grande  famille  humaine.   Les  dis- 
tances d'espace  et  de  temps  changent,  avec  leurs  proportions,  la 
nature  même  des  choses.  Celui  qui  fut  Tami  et  le  bienfaiteur  de 
toute  l'humanité  nous  est  attaché  par  des  liens  moins  sensibles 
mais  plus  durables  que  les  tendres  fibres  du  cœur.  Lorsque  le 
cours  incessant  des  années  a  depuis  longtemps  fait  perdre  de  vue 
le  groupe  d'amis  qui  pleuraient  à  son  lit  de  mort,  il  arrive  que 
sa  figure  de  plus  en  plus  semble  s'élever,  attire  et  enchaîne  nos 
regards,  mieux  connue  dans  l'harmonie  de  ses  grandes  lignes,  à 
mesure  que  la  distance  augmente.  Les  héros  de  la  pensée  ne  peu- 
vent être  justement  appréciés  que  par  les  générations  qui  suivent, 
car  l'importance   de   leur  œuvre,  l'étendue  de   leur  influence, 
n'apparaissent  qu'à  la  lumière  de  la  science  qu'ils  ont  fait  naître. 
Parlant  et  agissant  par  leurs  travaux,   ils  ne  cessent   de  nous 
appartenir.  Le  terme  de  leur  vie  est  pour  nous  la  fin  d'une  tâche 
dont  le  souvenir  élève  l'esprit  en  nous  mettant  devant  les  yeux 
tout  ce  que  peut  embrasser  une  vie  humaine  bien  employée. 
Tel  fut  Christian  Huygens.  Quel  autre  sentiment  ce  8  juillet, 


(')  Discours  proaoncé  par  M.  J.  Bosscha  dans  l'Auditoire  de  l'Université 
d'Amsterdam,  le  8  juillet  iSgS,  à  l'occasioa  du  deuxième  centenaire  de  la  mort 
de  Haygeos. 

Bail,  des  Sciences  mathém.,  i*  série,  t.  \X.  (Février  1896.)  3 
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OÙ  deuï  siècles  nous  séparent  de  sa  vie,  peut-il  exciter  en  nous, 
si  ce  n'est  l'admiration  de  la  grandeur  de  son  œu^TC  et  la  recon- 
naissance des  dons  précieux  de  lumière  et  de  vérité  qu'il  nous 
transmit? 

11  dut  s'écouler  plus  d'un  siècle  avant  que  l'on  reconnAt  la 
valeur  d'une  de  ses  plus  profondes  pensées.  Un  autre  siècle  a 
passé,  et  sans  cesse  son  image  grandît  et  gagne  en  attraits.  Tan- 
dis que  les  théories  actuelles  des  forces  de  la  nature  s'approchent 
de  plus  en  plus  des  vues  de  Huygens,  de  nouvelles  données, 
concernant  sa  personne,  viennent  prêter  couleur  et  vie  à  sa  figure 
de  héros.  Des  documents,  extraits  du  trésor  de  la  Bibliothèque 
de  Lejde,  nous  racontent  ce  qui  se  passa  dans  l'atelier  spirituel 
du  grand  Hollandais,  ses  luttes  avec  la  matière  réfractaire,  la  pa- 
tience tenace  de  son  merveilleux  génie,  les  soins  inépuisables 
qu'il  ne  cessa  de  donner  au  perfectionnement  d'un  même  Ouvrage, 
afin  de  satisfaire  aux  conditions  presque  excessives  qu'il  exigeait 
dans  tout  travail  qui  devait  sortir  de  ses  mains. 

La  publication  de  tout  ce  qui,  dans  la  succession  littéraire  d'un 
homme  célèbre,  peut  être  déchiffré  et  rangé  dans  un  ordre  intel- 
ligible, s'est  montrée  quelquefois  une  épreuve  dangereuse.  Exa- 
minée de  trop  près,  l'image  peut  s'obscurcir,  troublée  par  les 
passions  humaines.  Il  est  permis  de  croire  que,  pour  cette  raison, 
des  manuscrits  de  hauie  valeur  pour  l'histoire  des  Sciences  nous 
sont  restés  cachés-  Les  éditeurs  des  lettres  et  des  notes  de  Hujr- 
gens  n'ont  pas  connu  celle  difficulté.  Déjà,  en  six  gros  in-quarto, 
nous  avons  sous  les  yeux  plus  de  la  moitié  de  sa  Correspondance. 
ails  qu'ils  nous  font  c 
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combien  nous  devons  rester  au-dessous  de  la  lâche  de  retracer  sa 
6gare  et  d'honorer  sa  mémoire  comme  il  le  mérite. 

Les  destinées  de  la  famille  Huygens  sont  intimement  liées  à 
celles  de  notre  patrie  et  de  la  maison  d'Orange,  dans  la  période 
la  plus  critique,  mais  aussi  la  plus  glorieuse  de  leur  histoire.  Le 
grand-père  et  parrain  de  Christian  était,  dès  sa  vingt-septième 
année,  secrétaire  du  prince  Guillaume  I^^  Après  la  mort  du 
Taciturne,  il  accompagna  le  prince  Maurice  dans  ses  campagnes, 
en  qualité  de  secrétaire  du  Conseil  d'État.  Il  assista  ainsi  et  par- 
ticipa aux  délibérations  du  Père  de  la  patrie  et  auK  brillants  faits 
darmes  du  grand  capitaine,  fidèle  et  vaillant  comme  eux.  Chris- 
tian, le  vieux,  tenta  le  coup  audacieux  de  ravir,  du  palais  de 
l'ambassadeur  espagnol  à  Londres,  le  fils  du  commandant  de  vais- 
seau Hoorn.  L'enfant  y  était  retenu  comme  otage,  pour  garantir 
l'exécution  d'une  entreprise  des  Espagnols  contre  Flessingue,  à 
laquelle  son  père,  de  connivence  avec  le  Stathouder,  avait  feint 
de  se  laisser  gagner.  Le  jour  même  où  Hoorn  devait  faire  tomber 
dans  l'embûche  l'ennemi  de  sa  patrie,  Tenfanl,  dont  le  prince 
Guillaume  avait  garanti  la  sécurité,  fut  enlevé  par  le  secrétaire 
Huygens,  défendu  à  main  armée  contre  les  gens  de  Mendoza  et 
conduit  en  lieu  sûr.  Maintes  fois,  au  cours  du  voyage  en  Hollande, 
la  chance  d'échapper  aux  poursuites  de  Mendoza  sembla  perdue; 
mais  la  fin  heureuse  de  la  périlleuse  mission  a  dû  réjouir  d'autant 
plus  le  cœur  du  Taciturne,  dont  la  parole  se  trouvait  dégagée  avec 
autant  de  circonspection  que  de  hardiesse. 

C'est  à  cette  école  de  fermeté  et  de  persévérance  que  fut  élevé 
le  poète  Constantin.  Son  nom  devait  être  le  symbole  de  la  con- 
stance avec  laquelle  il  servirait  la  cause  de  la  liberté.  Constanler, 
comme  il  s'appelait  lui-même,  a  pleinement  satisfait  aux  vœux 
de  son  père.  La  maison  d'Orange  a  rarement  connu  un  serviteur 
d'ane  plus  inébranlable  fidélité.  Toutefois,  les  penchants  de 
Constantin  Huygens  le  portaient  plutôt  au  service  des  Muses 
qu'aux  rumeurs  de  la  guerre.  Et  il  est  surprenant  de  voir  tout  ce 
que  son  intelligence  pouvait  embrasser  :  la  langue  et  la  littérature 
de  toutes  les  nations  et  de  toutes  les  époques,  la  musique,  la  pein- 
ture, les  Mathématiques,  la  Mécanique;  rien  de  ce  qui  mérite 
d'itre  connu  ne  fut  négligé. 

Son  grand  savoir  excitait   l'étonnemcnt ,    même  au   delà  des 
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frontiùres  de  ia  République.  11  fut  admiré  par  des  amis  tels  que 
Ilooft  et  Ileinsius,  Descartes  et  Balzac.  Mais  les  soucis  de  sa 
charge,  ses  longs  et  nombreux  voyages,  en  qualité  de  membre  et 
de  chef  d^ambassade,  ne  lui  laissaient  guère  le  loisir  d'un  travail 
soutenu.  (Certes,  un  homme  de  tant  de  talent  et  de  goût,  dont 
rintelligence  sut  démêler  le  sens  des  dépêches  ennemies  les  plus 
habilement  chilTrées,  était  un  secrétaire  et  conseiller  hautement 
estimé  par  Frédéric-Henri,  l'ami  des  arts.  Maintes  fois  aussi  le 
prince  en  a  rendu  témoignage.  Constantin,  toutefois,  ne  nous  a 
laissé  aucune  œuvre  durable  qui  augmente  nos  connaissances. 
Pendant  les  heures  arrachées  au  sommeil,  sous  la  tente,  en 
marche,  ù  cheval,  au  milieu  du  bruit  des  armes,  sans  cesse  il  était 
occupé  dt;  ce  que  pouvait  produire  sa  fantaisie,  des  formes  et  des 
imagos  poéliquos  nouvelles,  des  épigrammes  et  des  jeux  de  mots. 
CiC  qu\in  esprit  aussi  prompt,  appliqué  à  un  travail  sérieux, 
maintenu  dans  les  étroits  chemins  de  la  recherche  et  de  la  rë- 
llexiou  aurait  pu  produire,  c'est  ce  que  son  fils  Christian  allait 
monti^'r. 

l/éducation  dos  lils  do  Constantin  portait  les  marques  de 
Tépoquo  où  les  efforts,  portés  à  rovtrénie.  étaient  une  chose  or- 
dinaire. On  a  poino  à  croire  quoi  lounl  fardeau  dVtudes  ils  eurent 
à  supporter  dos  leur  plus  tondre  jounosso.  A  Tàge  de  huit  ans,  ils 
apprirent  lo  latin  ol,  dans  sa  dixiomo  année.  Christian  se  servait 
l'amilioromonl  do  colto  langue  u\oo  sou  iVoro  Constantin.  Leur 
port*  leur  onvova  du  camp,  sous  Craxo.  dos  \or>  latins:  ils  trahis- 
>o«l  les  sonlimonls  di\ors  que  lui  inspirait  chacun  Je  ses  fils. 
L'aîné.  i^Mislanlio.  lui  apparaît,  dans  sos  lrv>p  brillantes  espé- 
ra uoo^.  oonuno  un  futur  pooto.  *  toi  qu'il  n\  ou  a  pas  encore  eu 
au  monde  -.  r.u\or>  ^»mi  potit  i^.hn^lîan,  !o  ton  dont  il  |>arie  est 
ni*Mn>  emphatique,  mais  pl«^  atVo\'t;uu\.  Il  Tap^H^lle  «  le  miel 
do  >on  ouMir.  n\mi  mîçcnvMu  <<mi  çvut-.I  o:  ^  "v-^ant  car\^>nnel  '»,  qui, 
lorsque  sou  pôrx*  rx'\ioudia  du  va:;*;»,  x^-;^  ;> vomfH?usê  par  une 
pluio  d'or  do<  xor^  onxox*'^  à  î\NCiv\.vx  ,♦,-  v»  iVto.  Kt.  toute  sa 
xio.  lo  jHrr*  A  i»n>orxo  ov  xv  ^;^-s'.•;  vIax  V/.v.rv  à  récanl  de 
r.tirtsttan.  U  a  boau  axx^rvM  .;uM  h-'X,  -^  i.i  uivis^  Jo^rr^  tous 
SOS  enfant^,  on  U\  K-a'.tv:uo«;  .m\^x  x.v  .  ,  vx  v-  t.-  ^  >s^;  toujours 
i'hrtxîian  d^MU  l'adi-i  î.r.  x'^^  .'  ^'^^  »  *'  v-\t.K  a^xcjvV  la  plus 
jK'uibUv 
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Dès  Tâge  de  huil  ans,  Tenfant  connut  les  quatre  opérations  de 
rArithmétique  et  la  règle  de  trois.  En  môme  temps,  il  apprit  le 
chant  el,  avant  que  Tannée  ne  fût  écoulée,  il  savait  «  chanter  avec 
grande  justesse,  dans  toutes  les  clefs,  toute  espèce  de  morceaux 
de  musique  ».  A  neuf  ans,  il  apprit  la  Géographie  et  l'emploi  du 
globe  pour  trouver  l'heure  du  lever  et  du  coucher  du  Soleil  dans 
tontes  les  saisons.  A  dix  ans,  il  apprit  la  versification  latine  et  le 
violon,  à  onze  le  luth,  et  à  douze  la  Logique. 

On  serait  tenté,  aujourd'hui,  de   se   demander  comment  de 
pareilles  éludes  pouvaient  être  supportées  par  Christian,  qui  était 
d'nne  constitution  faible  et  délicate.  Mais  les  enfants  de  Constan- 
tin avaient,  à  Tâge  le  plus  difficile,  le  privilège  d'être  instruits 
par  leur  père;  combien  celui-ci  s'entendait  à  tenir  leur  intérêt  en 
éveil,  c'est  ce  que  Ton  peut  voir  par  une  des  petites  pièces  de 
vers,  composées  par  Constantin  à  cette  époque,  sur  «  Christian, 
qui  me  suit  partout  comme  un  petit  chien  ».  Cependant,  lorsque 
d'année  en  année  les  campagnes  du  prince  tinrent  le  père  éloigné 
delà  maison,  l'éducation  des  enfants  dut  être  confiée  à  des  pro- 
fesseurs, Myrkinius  et  Bruno.  On  doit  douter  que  ce  dernier  fût 
an  bon  maître  pour  le  jeune  Christian.  Nous  connaissons  Henricus 
Bruno  par  les  lettres  latines  qu'il  était  chargé  d'écrire  tous  les 
quinze  jours  à  Constantin,  po-ur  lui  rendre  compte  des  progrès 
de  ses  élèves.  Ces  lettres  sont  des  modèles  de  mauvais  goût  pré- 
tentieux, écrites  sous  la  préoccupation  trop  visible  de  faire  sa 
cour  au  père  haut  placé- et  influent,  en  affectant  l'admiration  pour 
la  poésie,  en  faisant  étalage  de  savoir,  tout  en  se  perdant  dans  un 
verbiage  absurde.   Pour  un  enfant  aussi  vif  que  Christian,   ce 
devait  être  un  tourment  que  d'avoir  un  tel  maître.  Quelle  que  fût 
soo  habileté  au  calcul,  dans  l'emploi  du  glolje,  en  musique,,  il  y 
avait  une  chose  qui  lui  donnait  de  la  peine  :  composer  des  vers 
latins.  Ce  fut  en  vain  que  Bruno  l'importunait  sans  cesse,  que  le 
frère  Constantin  lui  prêtait  un  bienveillant  secours,  sa  muse  la- 
tine était  et  restait  paresseuse.  Bruno  nous  a  conservé  les  premiers 
vers  latins,  un  distique,  que  Christian^  à  l'âge  de  dix  ans,  a  péni- 
blement élaboré  : 

Jam  primum  tantum  compona  carmen  et  ora 
Excuses  jam  me,  post  meliora  dabo. 
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Le  suivant,  certes,  était  meilleur,  de  forme  irréprochable,  et 
non  sans  ironie  naïve  vis-à-vis  du  père,  dont  Tamour  de  la  poésie 
faisait  indirectement  souflrir  le  (ils  : 

O  Pater  in  sylvâ  liceat  mihi  ludere  clavd, 
Per  lusum  clavœ  nulli  periere  poetœ. 

Une  époque  plus  heureuse  commença  lorsque,  après  le  latin  et 
le  grec,  le  français,  Titalien  et  le  clavecin,  Christian  put  aborder 
les  principes  de  la  Mécanique.  Ce  fut  aussitôt  sa  branche  de  pré- 
dilection, une  récréation  plutôt  qu^un  travail.  Les  heures  du  jeu 
furent  consacrées  à  copier  des  figures  et  des  modèles.  Bientôt  il 
s*essaja  à  construire  des  machines  et,  avant  la  fin  de  Tannée, 
Christian  s^était  fabriqué  lui-même  un  tour  de  charpentier. 

A  cette  grande  diversité  d'exercices  vinrent  s'ajouter,  dans  le 
courant  des  deux  années  suivantes,  les  Mathématiques,  sous 
maître  Stampioen,  Téquitation  et  la  danse.  Après  ce  dernier 
complément  d'études,  les  deux  enfants  furent  jugés  suffisamment 
préparés  pour  être  inscrits  comme  étudiants  en  droit  à  l'Université 
de  Leyde.  Christian  venait  d'atteindre  Tâge  de  seize  ans. 

A  Leyde,  il  eut  le  privilège  de  trouver  dans  Van  Schooten  un 
excellent  maître  pour  l'étude  qui  l'attirait  plus  que  la  jurispru- 
dence. Van  Schooten  était  un  très  habile  géomètre,  ami  de  Des- 
cartes, et  en  correspondance  suivie  avec  le  Père  Mersenne,  le 
confident  du  grand  philosophe,  travailleur  scientifique  infatigable, 
le  correspondant  universel  de  presque  tous  les  mathématiciens 
de  son  temps.  Bientôt,  l'année  qui  suivit  Tarrivée  de  Christian,  le 
nom  de  Van  Schooten  allait  se  répandre  dans  le  monde  scienti- 
fique par  la  publication  de  son  Traité  des  sections  coniques  et 
les  deux  premiers  Livres  de  ses  Exercices  mathématiques.  Mais 
déjà,  à  cette  époque,  un  peu  plus  d'un  an  et  demi  après  sa  pre- 
mière leçon,  rélève  de  Van  Schooten  sV'tait  si  bien  fait  connaître, 
que  le  Père  Mersenne  pria  le  jeune  Huvgons  de  lui  donner  son 
avis  sur  le  nouvel  Ouvrage  de  son  professeur. 

Van  Schooten,  quelques  semaines  après  sa  première  rencontre 
avec  Christian,  avait  envoyé  à  Descaries  un  écrit  de  son  nouvel 
élève  touchant  «  une  invention  de  Mathématiques  ».  Descartes, 
tout  en  observant  que  le  jeune  lluvgons  «  n\  tMit  pas  trouvé 
tout  à  fait  son  compte,  ce  qui   n\4ail   nullement  èlranj;o,  parce 
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quil avait  cherché  une  chose  qui  n'a  jamais  été  trouvée  de  per- 
sonne D,  en  fut  tellement  satisfait,  quMl  n'hésita  pas  à  prédire 
que  l'auteur  deviendrait  «  excellent  en  cette  Science  ».  Bientôt 
le  Père  Mersenne  avait  envoyé  à  Constantin  Huygens  des  pro- 
blèmes destinés  à  être  soumis  à  son  fils,  qui  s'occupait  de  Mathé- 
matiqoes  ;  et  ainsi  s'était  établie  une  correspondance  entre 
Mersenne  et  Christian.  Dans  une  de  ses  lettres,  en  démontrant 
que,  contrairement  à  ce  qui  était  admis  alors,  une  corde  suspen- 
due à  ses  deux  bouts  ne  prend  pas  la  forme  d'une  parabole,  en 
eiaminaot  ensuite  de  quelle  manière  la  corde  doit  être  chargée 
pour  réaliser  cette  courbe,  Christian  avait  donné  des  preuves  de 
jugement  et  de  perspicacité  plus  que  suffisantes  pour  motiver  une 
entière  confiance  dans  la  sûreté  de  sa  critique. 

Van  Schooten  était  plus  qu'un  savant  géomètre,  c'était  encore 
un  homme  d'un  excellent  caractère.  Il  s'est  toujours  sincèrement 
réjoui  du  succès  de  son  élève  et  est  resté  toute  sa  vie  pour  Chris- 
tian, dans  leurs  relations  scientifiques,  l'ami  le  plus  intime  et  le 
plus  éprouvé.  En  ce  jour,  consacré  à  la  mémoire  de  Huygens, 
ûous  devons  à  Van  Schooten  un  hommage  de  respect  et  de  recon- 
naissance. 

Trop  tôt  ils  durent  se  séparer.  A  peine  les  deux  frères  eurent- 
ils  passé  deux  années  à  Leyde,  que  l'aîné  alla  remplir  une  charge 
pour  assister  son   père  en  sa  qualité   de  secrétaire  du  prince. 
Frédéric-Henri,  après  avoir  reconquis  Bréda,  avait  fondé  en  cette 
ville  un  Athénée,    le  Collegium  Arausiacum ,  dont  le  poète 
Constantin  était  un  des  plus  zélés  curateurs.  Celui-ci  y  avait  déjà 
envoyé  comme  étudiant  son  troisième  fils  Louis,  et  Christian, 
resté  seul  à  Leyde,  alla  rejoindre  son  frère  à  Bréda.  Il  y  vint  ha- 
biter chez  Dauber,  professeur  en  Jurisprudence.  Le  souci  du  père 
de  ménager  à  son  fils  un  avenir  dans  une  carrière  politique  fut 
sans  doute  le  motif  principal  de  ce  changement.  Mais  le  goût  des 
Mathématiques  continua  de  prévaloir.  C'est  à  Bréda  que  Christian 
réunit  les  matériaux  du  premier  Ouvrage  qu'il  allait  publier.  Et 
pendant  qu'il  exerçait  son  génie  naissant  dans  des  lettres  à  Mer- 
senne et  Van  Schooten,  et  en  recherchant  les  paralogismes  dans 
le  volumineux  Traité  de  Grégoire  de  Saint-Vincent  sur  la  quadra- 
ture du  cercle,  Dauber  traçait,  dans  une  lettre  au  père  Constan- 
tin, ce  portrait  du  jeune  étudiant  :  «  Je  n^ai  pas  encore  vu  tant 
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de  sagesse  et  de  savoir,  un  esprit  si  vif,  un  jugement  si  exquis, 
une  diligence  si  extraordinaire,  une  conversation  si  honnête  el 
modeste,  el  tant  d'autres  belles  qualités  rassemblées  en  qui  que 
ce  soit  à  un  âge  si  tendre.   » 

Le  séjour  de  Bréda  dura  deux  ans.  Selon  l'usage  du  temps, 
Téducation  devait  se  terminer  maintenant  par  un  voyage.  Une 
ambassade  partant  pour  le  Danemark  en  fournit  l'occasion.  Le 
chef,  le  comte  Henri  de  Nassau,  faisait  fond  sur  l'assislance  en 
matière  juridique  de  l'élt-ve  de  Dauber.  Le  jurisconsulte  en  herbe 
rêvait  de  pousser  son  voyage  jusqu'en  Suède,  pour  j  rencontrer 
Descartes  et  la  reine  Christine.  La  joyeuse  cour  de  Flensbourg 
ne  parait  pas  avoir  réclamé  beaucoup  de  diplomatie  et  les  rigueurs 
de  la  saison  firent  échouer  les  projets  de  Suède. 

De  retour  à  la  Haye,  Huygens  s'occupa  aussitôt  à  rédiger  et 
rassembler  les  problèmes  conçus  el  résolus  dans  le  cours  de  ses 
études  à  Leyde  et  à  Bréda,  ainsi  que  les  observations  auxquelles 
le  livre  de  Saint-Vincent  lui  avait  donné  lieu.  Van  Schoolen, 
auquel  il  communiqua  son  travail,  fut  si  surpris  «  de  la  subtilité 
des  inventions  et  de  la  clarté  des  démonstrations  »  qu'il  engagea 
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sujets  de  ses  premiers  exercices  et  1 
cent  induisirent  Christian  à  ajouter 
critique  du  livre  de  ce  dernier. 

C'est  sous  celte  forme  que  parut  le  premier  Ouvrage  de  Huy- 
gens, suivi  bientôt  d'un  deuxième  sur  le  calcul  approché  de  la 
circonférence  du  cercle  el  sur  quelques  problèmes  renommés  par 
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voir  rapporter  à  Huygens  comment  un  de  ses  élèves,  Gottignies, 
avait  démasqué  à  Rome  l'horloger  du  pape,  lequel  voulut  se  faire 
passer  pour  l'inventeur  d'une  horloge  qui  se  trouva  n'être  qu'une 
copie  de  l'horloge  à  pendule  de  Huygens,  de  même  que  plus  tard 
il  se  réjouit  de  pouvoir  écrire  que  le  Père  jésuite  Fabri,  qui  avait 
entrepris  en  Italie  une  campagne  violente  contre  l'explication  de 
l'anneau  de  Saturne,  avait  fini  par  reconnaître  la  justesse  des  vues 
du  jeune  Hollandais. 

Huygens,  de  son  côté,  ne  méconnaissant  pas  les  mérites  réels 
de  Saint-Vincent,  a  recommandé  à  un  jeune  Allemand,  que  VHoro- 
logium  oscillatorium  avait  porté  à  s'occuper  de  Mathématiques, 
l'étude  des  œuvres  du  jésuite,  et  c'est  ainsi  qu'échut  à  la  mémoire 
de  ce  dernier  la  louange  reconnaissante  du  grand  Leibniz. 

L'abbé  Monchamps,  qui  l'année  dernière  a  tiré  des  premiers 
Volumes  publiés  par  la  Société  hollandaise  des  Sciences  un 
remarquable  Mémoire  sur  les  correspondants  belges  du  grand 
Hujgeos,  fait  remarquer  qu'ils  étaient  tous  les  neuf  des  ecclé- 
siastiques, parmi  lesquels  six  Pères  jésuites;  fait  surprenant 
quand  on  se  rappelle  que  Huygens  était  protestant,  d'une  famille 
qui,  par  ses  étroites  relations  avec  les  premiers  Stathouders,  était 
plus  que  toute  autre  engagée  dans  l'âpre  lutte  religieuse  et  poli- 
tique de  cette  époque.  Cela  peint  bien  l'esprit  et  le  caractère 
de  Christian.  Il  avait  en  aversion  tout  conflit,  surtout  ceux  que 
créent  les  différences  de  sentiment  et  d'intérêt  entre  les  hommes. 
Son  attention  et  ses  efforts  ne  se  portaient  que  sur  la  recherche 
des  vérités  qui  sont  évidentes  pour  chacun.  Il  vivait  dans  les 
sereines  régions  de  la  Science,  au-dessus  de  la  foule  agitée  des 
hommes;  ses  intentions  étaient  si  évidemment  pures  et  sa  puis- 
sance si  grande,  qu'il  attirait  à  lui,  vers  ces  hautes  sphères,  les 
hommes  les  plus  éminents  de  toute  opinion. 

Outre  les  trois  Ouvrages  cifcés,  Huygens  en  a  publié  encore 
séparément,  sur  les  Mathématiques,  un  autre  qui  à  lui  seul  suffi- 
rait à  sa  renommée.  C'est  un  Mémoire  intitulé  :  Tractaet  van 
Rekening  van  Spelen  van  Gheluck  (Traité  de  calcul  des  jeux 
de  hasard),  écrit  dans  sa  vingt-huitième  année  et  paru  comme 
Appendice  au  cinquième  Livre  des  Exercices  mathématiques  de 
V^anSchooten.  Cet  Ouvrage  est  le  premier  qui  traite  de  la  théo- 
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rie  des  chances.  Il  renferme  les  principes  d^une  doctrine  alors 
entièrement  nouvelle,  qui  aujourd'hui,  dans  la  théorie  mathéma- 
tique des  probabilités,  avec  ses  nombreuses  applications  dans  le 
calcul  des  observations  et  celui  des  lois  de  mortalité,  s^est  déve- 
loppé en  une  science  spéciale.  Jacques  BernouUi  plaça,  en  i8i3, 
le  Traité  de  Iluygens  en  tête  de  son  Ars  conjecturandL 

Nombreuses,  d'ailleurs,  furent  les  contributions  à  la  Géomé- 
trie, fournies  par  Huygens  dans  ses  lettres,  dans  les  journaux  et 
dans  ses  propres  Ouvrages  traitant  d'autres  sujets,  quand  il  avait 
besoin  de  ce  puissant  auxiliaire  pour  inventer  de  nouveaux  instru- 
ments ou  découvrir  des  lois  physiques. 

Il  a  indiqué  lui-même  le  caractère  distinctif  de  son  œuvre  ma- 
thématique. Montrant  à  Van  Schooten,  avec  sa  clairvoyance  habi- 
tuelle, le  côté  faible,  et  même,  par  un  exemple  bien  choisi,  la 
faillibilité  de  la  méthode  des  indivisibles  de  Cavalieri,  telle  que 
Van  Schooten  la  lui  avait  transmise,  il  dit  :  a  Je  suis  ainsi  fait 
que,  en  Géométrie,  j'attache  moins  de  prix  aux  résultats  qu'à  la 
solidité  du  raisonnement  et  à  la  clarté  de  la  démonstration.  » 

Toutefois,  on  ne  peut  mieux  mesurer  son  génie  mathématique 
que  par  l'estime  des  plus  éminents  géomètres  qui  lui  ont  succédé. 
Condorcet,  dans  son  éloge  de  Huygens,  nous  en  a  conservé  un 
témoignage  précieux  :  a  On  voit,  dit-il,  dans  la  Correspondance 
littéraire  de  Leibniz  et  de  BernouUi,  où  ces  deux  illustres  amis 
se  confient  leurs  plus  secrets  sentiments,  quelle  profonde  estime 
ils  faisaient  de  Huygens,  combien  ils  étaient  avides  de  ses  ma- 
nuscrits et  jaloux  d'y  trouver  leurs  opinions,  et  avec  quel  triomphe 
ils  opposaient  le  seul  jugement  de  Huygens  à  la  foule  des  adver- 
saires qu'avait  attirés  aux  calculs  de  Tinfini  le  double  démérite 
d'être  nouveaux  et  sublimes.  Si  quelque  chose  a  droit  de  flatter 
l'amour-propre,  ce  sont  de  tels  éloges,  donnés  par  de  grands 
hommes  dans  le  secret,  et  auxquels  la  malignité  ne  peut  soupçon- 
ner aucun  motif  qui  en  diminue  le  prix.  « 

Du  temps  des  premières  études  do  Huvgons  datent  également 
ses  contributions  à  la  Physique  et  à  lu  Mécanique.  Kilos  ouvrent  la 
série  des  grands  travaux  par  lesquels  Hu\jrens  a  oxonv  Tinfluence 
la  plus  profonde  et  la  plus  durable  sur  nolrt*  connaissance  de  la 
nature  et  aussi  sur  notre  vie  pratique. 
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len  cotn^irrodre  U  ]ilacc  rjuc  llnygcQs  o  occupée  parmi 
l«  |>hjsicicns  du  xvii*  siècle,  pour  expliquer  le  snit  que  subit 
MU  œuvre  après  sa  mort.,  il  faut  avoir  t^gurd  aux  idi^es  pltiloso- 
phique»  de  dud  iciups. 

Le  «vsiènic  de   Dcscsrtca   occupait  à    cette  Époque  tous  les 

esprits;  il  n'avait  pas  de  parti.iuii  plus  cnlhouiiiasti*  que  le  maître 

de  Huvgens.  \nn   Sclioolcn.    Celui-ci   avait  joui   du   l'orDinerce 

irMlruclifiIu  philosophe;  il  avait  pu  connallrt^  toute  la  puissance 

<Jc  60D  ^énic  p»r  l't-lude  approfondie  de  la  Géométrie,  dont  il 

I  avait  douné  une  truduciiou  latioc^  angineiitéc  de  commentaires. 

,,  Pbnunnc  mieux  que  V'a«  Scliooten  ne  pouvait  juger  de  la  valeur 

[  de  riDstrumenl  doiil  De»carles,  par  &;\  nouvelle  (Jéomélrie,  avait 

I  dolè  la  Ijcirncp.  Et  quel  est  le  inalh^maticien  do  ce  temps  qui  ne 

I  ilol  dire  rempli  d'admirariou  pour  les  deux  autres  Ouvrages  que 

L  Descanes  avait  ajouté.-i  a  son  premier  éeril  :  les  Méléoret,   avec 

I  la  «ubtile  théorie  de  l'arc-on-cicl  et  l'ingénieuse  et  lueîde  Diop- 

\  trique?  Mais  l'ambiiion  de  Deâcartes  visait  plus  haut  que  la  dè- 

I  couverte  de  nouvelli-s  méthodes  de  Malhêmaliques  et  de  quelques 

[  effet*  de  lu  tumitrc.  Vx  secret  de  la  structure  de  l'Univers  entier 

I  devait  sortir  de  sa  puissante  imaginRlion.  il  avait,  dans  ses  Prtn- 

le^tts,  déduit  de  xon  doute  philosophique  en  toutes  choses  In  cer- 

llïtadcdcE4i  propre  existence;  celle-ci  l'avait  eonduîtii  la  certitude 

I  de  l'existence  de  Dieu;  l'idée  de  Dieu  aux  conceptions  d'espace 

I  et  d«  temps  et  de  leurs  qualités  qui  cnfio  lui  servirent  de  base 

[  pour  la  théorie  du  mouvement  et  de  la  percussion.  Ces  lois  du 

ouvemenl,  dont  Uescarti-s  se  croyait  si  certain,  «  qu'encore  que 

Bxpérîcncc  nous  semblerait  faire  voir  le  contraire,   nous  scrioas 

I  nésnmoios  obligés  d'ajouter  plus  de  foi  à   notre  raison  qu'à  nos 

laivnt  les   articles   fondamentaux  de  la  constitution 

■  filant  un  univers  uniquement  composé  d'espace  en  mouvement. 

KTous  le*  phéHomrncs  tir.  h  nature  devaient,  en  elTet,  trouver  leur 

1  explication  dans  l'inGnie  varit'l<^  de   transmission  et  de  tranafor- 

Imalion  du  muuvement. 

0a  te  demande  comment  un  homme  aussi  exercé  dans  les  sé- 

f  vir4!>  méthodes  de  raisonnement  de  la  (iéomtfLrîe  a  pu  se  laisser 

ntralarr  par  une  luntaiiic  aussi  dé*ordonnée  dans  l'élaboration 

m   ■.\>i,-m'-    l'tiur  VanSchoolen,    comme   pour 
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une  foule  de  ses  contemporains  et  de  ses  successeurs,  Descartes 

était  infaillible. 

Quels  doivent  avoir  été  ses  sentiments  lorsque  son  élève  admiré 
vînt  lui  montrer  ce  qu'il  venait  d'écrire  à  Gutschoven,  savoir  que, 
sauf  la  première,  toutes  les  lots  du  mouvement  énoncées  par  Des- 
cartes étaient  peu  sûres  et  suspectes  de  fausseté? 

La  nouvelle  édition  des  œuvres  de  Huygeus  nous  donne  un 
vivant  tableau  de  la  discussion  qui  s'engagea,  à  ce  propos,  entre 
les  deux  amis,  Aprt'-s  le  premier  entretien,  Hujgens,  dans  une 
lettre,  embarrasse  aussitôt  son  maître  en  lui  soumettant  un  pro- 
blème dont  la  résolution,  d'après  tes  lois  de  Descartes,  conduit  à 
une  absurdité  évidente.  Van  Schoolen,  cependant,  ne  se  laisse  pas 
convaincre.  Il  conjure  Huygens  de  ne  pas  mettre  en  péril  sa  répu- 
tation en  s'altaquant  à  une  autorité  aussi  incontestée  et  surtout 
en  se  montrant  ingrat  envers  l'illustre  maitre.  Il  lui  conseille  de 
s'occuper  plutâl  de  Mathématiques  et  l'avertit  qu'un  professeur 
de  Hambourg  a  confirmé  par  l'expérience  les  lois  de  Descartes. 

Il  confie  même  à  Christian  un  secret  de  la  table  d'éludés  — 
on  dirait  mieux  de  l'établi  —  du  philosophe:  u  Descartes,  dit-il, 
n'avait  pas,  en  réalité,  déduit  ses  lois  de  pures  considérations  phi- 
losophiques :  au  professeur  Heidaous  il  avait  confessé  les  avoir 
tirées  des  profondeurs  de  l'Algèbre  et  avoir  hésité  s'il  ne  les  pla- 
cerait pas  en  tète  de  son  système  au  lieu  de  les  incorporer  dans 
sa  démonstration  philosophique  et  de  les  présenter  comme  une 
conséquence  de  son  fameux  :  «  Je  pense,  donc  je  suis.  » 

Tout  fut  en  vain  :  la  résistance  de  Van  Schuoten  ne  fil 
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sans  cependaQl  réussir  à  y  découvrir  quelque  règle.  Il  avait  encore 
ses  lois  dans  la  mémoire,  et  sut,  à  chaque  expérience,  prédire 
quel  en  serait  le  résultat. 

En  1669  parurent,  sur  ce  sujet,  dans  les  Philosophical  Trans- 
actions de  la  Société  Rojale,  deux  articles,  l'un  de  Wren,  l'autre 
deWallis.  Ce  dernier  traitait  d'une  question  dont  Hujgens  ne 
s'était  pas  occupé  :  le  choc  des  corps  non  élastiques,  i^a  Note 
de  Wren  renfermait  les  lois  déjà  découvertes  par  Huygens,  pré- 
cédées de  quelques  développements  qui  devaient  passer  pour  une 
démonstration,  dont  cependant  l'insuffisance  prouvait  clairement 
que  ce  n  était  pas  par  cette  voie  que  Wren  avait  obtenu  ces  lois. 

Ueslarrivé  ainsi  qu'une  assertion  inexacte,  une  critique  insuf- 
fisante ont  fait  naître  la  tradition  que  Wren,  Wallis  et  Huygens 
ont  successivement  découvert  les  lois  du  choc  des  corps. 

Le  sixième  Volume,  récemment  paru,  des  œuvres  de  Huygens 
fait  justice  de  cette  erreur.  Il  apporte  le  témoignage,  rendu  par 
VNren  lui-même,  qu'il  n'a  pas  fourni  de  démonstration,  et  fait 
voir  de  plus  que,  par  la  date  de  la  publication  également,  Hujgens 
fut  le  premier  auteur  de  cette  découverte. 

L'année  précédente  il  avait  lu  ses  lois  du  mouvement  à  l' Aca- 
démie des  Sciences  de  Paris,  où  leur  discussion  avait  occupé  deux 
séances  entières. 

L'incident  stimula  Huygens  à  vaincre  la  répugnance  qu'il  res- 
sentait à  publier  des  découvertes  qu'il  jugeait  inachevées. 

Ufit connaître  deux  nouvelles  lois  du  mouvement,  extrêmement 
inaportantes  :  la  conservation  du  mouvement  du  centre  de  gravité, 
et  la  conservation  des  forces  vives.  A  la  Société  Royale,  il  trans- 
mit de  plus  quatorze  propositions,  cachées  encore  dans  des  ana- 
grammes. 

Dans  rhistoire  de  la  Science  il  n'existe  certainement  pas  une 
page  renfermant  tant  de  remarquables  découvertes.  Les  quatorze 
propositions  contenaient  les  lois  du  pendule  simple,  du  pendule 
composé  et  du  pendule  conique,  la  détermination  et  les  proprié- 
lés  des  centres  d'oscillation,  les  lois  de  la  force  centrifuge  —  qui 
plus  tard  élevèrent  à  son  apogée  le  renom  de  Huygens  —  et 
quatre  lois  d'optique,  parmi  lesquelles  il  y  en  a  une  qui,  dans  sa 
généralité,  embrasse  toutes  les  propriétés  des  systèmes  de  lentilles 
centrés  :  la  quarantième  proposition  de  la  Dioptriquc  de  Huy- 
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gens,  (lonl  jusqirici  personne  encore  n^a  fait  ressortir  toute  la 
porlf^e. 

Dans  les  mémorables  années  de  i655  à  1657,  Tesprit  de  Huy- 
gcns  fut  oociipé  par  les  sujets  les  plus  divers.  Tandis  qu'il  inven- 
tait le  Calcul  dos  probabilités,  qu'il  répondait  au  défenseur  de 
Saînl-Vincent,  qu'il  venait  d'entrer  en  correspondance  avec  Wal- 
lis«  qu'il  étudiait  les  problèmes  de  la  théorie  des  nombres  reçus 
de  Fermai  \m\v  Tintermédiaire  de  de  Carcavv,  trois  découvertes  se 
sueoédt^iTut  qui,  aussitôt,  firent  retentir  son  nom  en  dehors  du 
momie  sciontilique  :  le  satellite  de  Saturne,  l'anneau  de  Saturne 
et  rhorloge  i\  pendule. 

hepuisTépoque  où  Galilée,  Metius,  Simon  MarîusetFabricîus, 
ou  dirii^ieaut  \ers  les  astres  la  lunette  hollandaise,  a\ aient  décou- 
vert  les  moutu^nes  do  la  Lune,  les  satellites  de  Jupiter,  les  phases 
do  Vénus  ot  les  taches  du  Soleil,  on  n^avait  plus  observé  de  dou- 
\oau\  phôuomonos  célestes  bien  importants.  Ce  qui  alors  a\'ait 
ôtoiuio  le  momie  ^H^uvait  se  \oir  axi  moxen  de  la  lunette  de  Lîp- 
j^nthex^  telle  qu\ni  la  montrait  dêjJk  en  iCH^Sà  la  foire  d'automne 
do  Krjincfort^  ot  qu\^u  U  voudjiît  rannèo  suivante  dans  les  rues 
vlo  l\Àrt>.  l.os  «ou>ollos  luiiotlo*,  ov»aslruîles  d'aprôs  le  principe 
\W  Koplor,  tt'4>4iont  ^vas  ovnutuit  À  do  bîon  grands  prv>grè5.  L*airt 
do  Uti'or  los  \on\*>  otJiit  oiuvro  vUus  ronfjinoo  :  Hut^ds  comprit 
v»uo  vJo  'M.^ît  ^vr<Vv*tioivaomoi>t  dojveuijiil  ou  promiorlieu  le  progrès 
vio  r  Vx:ïv''ito:uv>'.  Il  tu-:  Iui-«u-uio  a  ^^*A'a  i  I\iîHiifTV',  Jiprès  avoir 
V  rt s  K*i5  sN'' u v;"  : i  oKo  s  î  c  crv^îV^Mj"  ;i  r  ^  ^x  •  »  *  ;i>/'t  .nvi  à  LÀHivaî d  . 

vx^vv-v.  Iji  ,*r\'^iî:-.r\*  '^itvîUv  .*.*  :  ^  vivx',^  ,i.'  /.r.jrioaLr^  qu'il  cou- 
v.Tv  ^  ;.  ,vivivvjt;;  .'-.»  ;s,*;i^  ,v:  *\  ^'.  *  t ,-;  ;,*v*:;r>  .'^  jix:r*s  lunettes  de 
*v,,,^  -vv"->:  -..v  ^v>■  'jV  ..'^  V.  v-^  i'  t  '.-..•^  l  >:  "'  ^i:viT>  iro3.  ÎL  \ît,  dans 
1,*  X  /.  ^  M,^v  ^.'  Nt ;  ^  •  •  ^  ,\  x^^^ .'  .V.  .  .  .* ,  V  .*■  -,  ^;  *  ju  'u  :  lov^^si&pa^ner  l« 
vtj./:  ,*  .M\?x^t  •ffvfc-.vv^*  jt  :  t^v^  ,'v  jtx  '.^  it  >dL:^  .-î;r  À>al.  p»r 
,-^*c<.-  *  t\  v'.t  .V  ^  \  *  ^  .*■  -  ^'  f^^  -V'*''  ••>  -^.  H  *  x^vTts  i^CrfrrBiîna  la 
,v  "/o;  il  ,\.  .i\^  Si  ^  i  <-  .\  «■..-  >,  .^1.  '.V.  -.  c*?<tuoiuoî- 
^*:».i  >.»  ;-.v'   «>;■'.-  i  V.  >>  ,\.'"»  v.v'-    vit  ^v  MX  1,-4 'ffv  j  jj:ra.j:!ra3tflie« 

■*.'v..'i   ».     .  '  *.*     «»*     .,  >  ,..x      ■%.  ..V  X  .    -  o..-.  ïvv^-x    :t  v»atD::Co  eUe* 

«vMiv      \.      ^  •*  t        •    N  V  X     .  «1  ^ -.1      ,\.      nv»«  vT*,  *    «e    3«.VIL^el 
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■e  pai  UrJer  h  publier  sa  iltîcouveriR,  fl  cVsl  ainsi  qu'au  jiremier 
livcrsaîre  du  salcllilc  hngénicn  |iDriil  un  petit  Mi.'moirc,  De 
patarni  tuna  Observalto  nova,    qui  renrermaît  encore,  en  un 
uvcj  anwgTiiinmF,  la  découverte  de  l'anneait.   Cependant  Huy- 
[KTDS  coDtioaa   SCS  obscnalions  avec  une   deuxième  lunette  de 
■3  pieds  de  longueur.  Ce  n'esl  qu'au  bout  de  trots  ans  qu'il  jugea 
9  ûbservatiuns  assex  coucluaales  pour  £tre  présenlëes  nu  monde 
tciciililiqne.  ^fai5  alors  aussi,  son  travail  avait  acquis  une  portée 
btea  plus  grand»  que  la  mise  au  jour  de  nouveaux  phénouicnes 
hervcilleux.   La  raison  qu'il  donna  des  dilTérents  aspects  de  la 
le   calcul    rt   la    prdiliition   des    phases  de  son  anneau, 
prcntde  nouvelles  preuves  de  son  étonnante  perspicacîti5;  mais 
(luit  «ouveot  estimer  plus   que   les    découvertes  m^mea  les 
bnjrrns  d'en  faire  de  nonvellcs.  Or  le  Syxtema  Saturnin  m,  en 
s  de  la  tliéorie  de  l'soncau,  appcrlaîl  de  nouvelles  preuve» 
!  le*  soins   extrêmes  employés  à  ta  fabrication  des  lentilles 
laieol  le  secret  qui  permettait  de  pénétrer  plus  prorundémcnt 
I  mjrstèrcs  du  dcl.  L'Ouvrage  contenait  la  première  description 
[  bandes  brillantes  de  .lupiter,  d'une  bande  obscure  de  Mars  el 
t  la  Défaulcuse  d'Orion  dont  lluygens  put  aflirmer  qu'elle  ne 
nuvatt  élre  n^solue  en  un  amas  d'étoiles,  comme  tontes  celles 
>  l'oa  connaissait  alors,  mais  qu'elle  était  une  véritable  né- 
Ces  observations   nouvelles   firent  naître   partout  une 
mul«liut>  fructueuse  chez  les  amateurs,  qui  se  mirent  à  perfec- 
r  les  lunettes,  et  parmi  lesquels  Huvgens  et  son  frère  Con- 
mliu  continuèrent  à  tenir  le  premier  rang.  Pour  donner  enfin  à 
^BStnimenl  sa  valeur  entière,  Cbristiau  le  munit  d'un  accessoire 
wveaa,  qu'il  imagina  pour  mesurer  les  dimensions  apparentes 
s  astrei.  Lf?  Sysleaui  Saturnitim,  en  effet,  renferme  les  pre- 
HÙfm  données  sur  les  diamètres  des  planètes  et  de  l'anneau  de 
Satané  oblCDUs  â  l'aide  d'un  micromètre  oculaire. 

1*  troisième  crnvre  créée  par  Huygens  à  celle  époque  fut  le 
gnadévéncmenl  de  sa  vie  :  l'Invention  de  l'iiiirlogi'  h  pendule. 
Lun<|ir'anc  foi*  l'idée  bcurcusc  lut  fui  venue  d'appliquer  le  pcn- 
dulf  sas  liurlugcs  alors  c\iBtanles,  la  réalisation  en  fut  facile.  Il 
•oJliiiil  Af.  reniptarer  par  un  arbre  horÎKonlnl  Vaxe  vertical  autour 
d<*|ad,  par  la  force  du  poids  mot^'ur,  le  baluncitT  était  projeté 
«Unuivemenl  d'un  ciHé  cl  de  l'aulrc,  el  d'v  allachcr  une  four- 
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mbra^saot  le  bout  supérieur  du  pendule.  L*exécutîoD  De 


demaudait  que  quelques  jours.  Et  cependaot  celle  modification, 
en  apparence  insignifiante,  avait  fait  naître  un  instrument  dans 
lequel  le  temps  était  mesuré  d'après  un  principe  nouveau.  La 
marche  de  l'horloge   oe  dépendait  plus  du  poids  moteur  et  de  la 

résistance  variable  des  rouages. 

Le  secret  de  la  découverte  ne  tarda  pas  à  se  di^-ulguer.  Le  suc- 
cès de  la  nouvelle  horloge,  la  rapidité  avec  laquelle  elle  se  répan- 
dit chez  nous  et  créa  une  nouvelle  industrie  dépassèrent  encore  le 
mouvement  qu'avait  causé,  cinquante  ans  plus  tôt.  l'invention  de 
la  lunette  hollandaise.  Huvgens.  dans  son  désir  de  perfectionner 
la  nouvelle  horloge,  négligea  une  fois  de  plus  de  veiller  à  ses 
propres  droits.  Il  y  avait  déjà  huit  mois  que  le  clocher  de  Sché- 
véningue  était  pourvu  de  la  première  horloge  publique  à  pendule 
avant  que  Huygens,  dans  un  petit  travail,  Horologium,  se  fil 
connaître  an  monde  savant  comme  l'inventeur.  Sa  trop  grande 
confiance  dans  l'équité  de  ses  concitovens  lui  a  causé  bien  des 
ennuis.  Nous  les  passons  :  ils  n'ont  pu  amoindrir  ni  son  nom  ni 
son  œuvre. 

Iluj'gens  avait  surtout  mis  son  espoir  dans  l'application  à  la 
navigation.  La  détermination  de  la  position  d'un  navïre  en  mer 
était  dans  ce  temps  encore  très  dérectucuse.  La  mesure  de  la  hau- 
teur des  astres  pouvait  bien  faire  connaître  avec  une  exactitude 
suflisanie  à  quelle  distance  on  se  trouvait  au  nord  ou  au  sud  de 
l'équateur,  mais  le  «  problème  d'ouest  et  d'est  »  demeurait  irré- 
solu. On  devait  se  contenter  d'une  estimalion  faite  d'après  la 
vitesse  el  la  direction  dii  navire.  d<>nnéc^  inccnaine?  et  souvcnl 
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milieu  de  cette  époque,  le  voyage  du  capitaine  anglais  Holmes 

réassit  dans  une  tentative  qui  eut  un  grand  retentissement;  mais 

depuis  il  parut  de  nouveau  qu^il  était  difTicile  d^assurer  le  succès 

d'uoe  manière    absolue  en    toute  circonstance.   Ce   n'est  qu'en 

i6'jS  que  les  efforts   infatigables  de  Hujgens  furent  couronnés 

d'un  plein  succès  par  l'application  du  mouvement  pendulaire  et 

des  ressorts  à  spirale  aux  montres.  Sa  légitime  joie  peut  nous 

réjouir  encore  aujourd'hui.  A  son  frère  Louis  qui  l'avait  félicité, 

et  qu'il  avait  à  complimenter  à  l'occasion  de  la  naissance  de  son 

premier-né,  il  écrit  :  «  Il  y  a  du  plaisir  d'avoir  matière  à  se  faire 

ainsi  des  félicitations  réciproques,  à  l'un  pour  des  enfants   de 

chair,  à  l'autre  pour  des  enfants  d'esprit.  Si  votre  garçon  est  beau, 

ma  fille,  la  nouvelle  invention,  est  aussi  belle  en  son  espèce  et 

^vra  longtemps    avec  sa    sœur   aînée   le  pendule    et  son   frère 

l'anneau  de  Saturne.  » 

Dans  l'Astronomie  l'horloge  à  pendule  opéra  une  véritable  révo- 
lution. L'élude  du  mouvement  des  corps  célestes  réclame  avant 
tout  la  mesure  du  temps.  L'Astronomie  rationnelle  se  trouve  arrê- 
tée parun  obstacle  infranchissable  tant  que  l'on  ne  peut  pas,  dans 
cette  mesure,  atteindre  à  une  très  grande  exactitude.  On  avait 
essajë  de  remplacer  les  anciennes  horloges  insuffisantes  par  le 
pendule  libre  de  Galilée,  en  s'imposant  la  peine  presque  insup- 
portable de  compter  pendant  des  heures  les  oscillations  d'un 
poids  ou  d'une  verge  suspendue  qu'un  aide  maintenait  en  mouve- 
ment. Mais  ce  moyen  devait  rester  tout  aussi  défectueux.  On  ne 
pouvait  empêcher  que  les  oscillations  ne  fussent  d'amplitude 
très  inégale,  et  l'égalité  prétendue  de  la  durée  des  grandes  et  des 
petites  oscillations  n'était  vraie  que  d'une  manière  très  grossière- 
ment approchée.  La  loi  célèbre  de  Galilée,  déduite  d'observations 
l'es  imparfaites,  était  aussi  inexacte  que  ses  considérations  sur 
la  chate  des  corps  suivant  un  arc  de  cercle. 

Lie  nouvel  instrument  à  pendule  qui,  tout  en  enregistrant  ses 
osciUations,  restait  de  lui-même  en  mouvement,  avait  presque 
entièrement  écarté  cette  difficulté.  Il  marchait  si  régulièrement, 
que  l'amplitude  de  ses  oscillations  ne  variait  presque  pas.  Tou- 
tefois l'exactitude  mathématique  de  Huygens  ne  se  trouvait  pas 
satisfaite.  Recherchant  la  précision  la  plus  rigoureuse  il  se  posait 
cette  question  :  Si  un  corps  pesant,  tombant  suivant  un  arc  de 
Bull,  des  Sciences  mathém.,  2*  série,  t.  XX.  (Février  1896.)  4 
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cercle,  emploie  pour  atteindre  le  poiot  le  plus  bas  des  temps  iné- 
gaux selon  la  loDgueur  des  arcs  parcourus,  quelle  doit  être  la 
courbe  de  descente  pour  que  l'égalité  des  temps,  le  tautochro- 
nisme  soit  réalisé?  C'était  un  problème  de  même  nature  environ 
que  celui  de  la  corde  chargée  dont  il  s'était  occupé  dans  sa  jeu- 
nesse. Le  secret  ne  pouvait  lui  rester  caché.  La  courbe  était  la 
roulette  ou  cjcioïde  que  décrit  un  point  de  la  circonférence  d'un 
cercle  roulant.  Mais  comment  disposer  l'horloge  de  telle  manière 
que  le  poids  oscillant  soit  obligé  de  suivre  celte  courbe?  Ici  s'ou- 
vrait un  champ  tout  nouveau  de  spéculation  géométrique  qui 
fournit  à  Huygens  l'occasion  d'une  invention  considérée  encore 
aujourd'hui  comme  une  merveille  de  pénétration  d'esprit.  Il  créa 
la  théorie  du  développement  des  lignes  courbes  et  en  tira  cette 
conséquence,  que  l'application  au  bout  supérieur  du  pendule  de 
deux  lames  en  métal  courbées  en  forme  de  cycloïde,  et  contre 
lesquelles  viendrait  s'appliquer  alternativement  le  CI  du  pendule, 
devrait  rendre  la  marche  de  l'instrument  complètement  insensible 
aux  variations  d'amplitude. 

Les  progrès  de  l'art  ont  bientôt  permis  de  construire  des  hor- 
loges tellement  parfaites  qu'une  variation  d'amplitude  appré- 
ciable au  point  de  vue  pratique  ne  peut  plus  s'y  présenter  :  aussi 
les  horloges  à  pendule  dans  lesquelles  on  rencontre  encore  les 
lames  en  arc  de  cycloïde  sont  devenues  très  rares.  Mais  la  théorie 
géométrique  de  Hiijgens  est  restée  et  les  considérations  aux- 
quelles il  a  été  conduit  par  le  désir  d'approfondir  complètement 
le  mécanisme  de  son  invention  ont  été  la  source  de  la  plus  grande 
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conseil  de  ne  pas  différer  la  publication  de  la  découverte  du  satel- 
lite de  Saturne.  Il  est  resté  depuis  ce  moment  le  paternel  ami  et 
prolecteur  en  lequel  Huygens  apprit  à  connaître  toute  l'exquise 
amabilité  d*un  vieux,  savant  français. 

Lorsque,  cinq  ans  plus  tard,  Christian  retourna  à  Paris,  le  cercle 
de  ses  amis  s'y  était  considérablement  élargi.  Conrart,  Mylon,  de 
Carcavy,  de  Monmor  et  Petit  s'étaient  successivement  offerts 
comme  ses  correspondants.  Déjà  au  temps  de  Mersenne  il  s'était 
formé  à  Paris  des  sociétés  qui  se  réunissaient  à  époques  fixes  pour 
s'entretenir  de  toutes  les  nouvelles  intéressant  les  lettres  et  les  ' 
sciences.  Chez  Mersenne  se  rencontraient  les  mathématiciens, 
ckex  Conrart  les  hommes  de  lettres.  Ces  sociétés  se  nommaient 
Académies,  et  c'est,  en  effet,  de  celle  de  Conrart  qu'est  issue 
l'Académie  française.  La  société  la  plus  mélangée  et  la  plus  bril- 
lante était  celle  de  Monmor.  Les  sujets  dont  on  s'occupait  n'étaient 
pas  toujours  des  plus  intéressants  :  chacun  avait  le  droit  de  se 
mêler  à  la  discussion.  Il  arrivait  que  la  question  de  savoir  si  un 
point  géométrique  a  une  existence  réelle  provoqua  des  débats  qui 
remplirent  toute  la  soirée. 

Mais  l'attention  fut  générale  et  soutenue  lorsque  Chapelain  lut 
à  nn  auditoire  d'une  quarantaine  de  hauts  courtisans,  de  fonction- 
naires de  l'État,  de  membres  du  clergé,  de  nobles  et  de  docteurs 
de  la  Sorbonne  une  lettre  de  son  jeune  ami  de  Hollande  sur  les 
meneilles  de  l'anneau  de  Saturne. 

Dans  cette  assemblée,  Huygens,  lors  de  sa  deuxième  visite  à 
Paris,  fut  introduit  par  Chapelain.  Le  nouvel  hôte,  qui  s'occupait 
de  tant  de  sujets  divers,  qui  avait  toujours  quelque  fait  nouveau  à 
rapporter,  s'entendit  bientôt  assurer  que  jamais  les  réunions 
n'étaient  si  fidèlement  suivies  que  lorsqu'on  savait  qu'il  y  paraî- 
trait. Aussitôt  que  Huygens,  en  i663,  fut  arrivé  pour  la  troisième 
fois  à  Paris,  de  Monmor,  l'abbé  de  Bryas  et  de  Sorbière  vinrent 
le  prier  de  ne  pas  manquer  le  premier  mardi  de  Monmor.  On  y 
mettrait  à  l'ordre  du  jour  un  nouveau  règlement  tendant  à  donner 
aux  discussions  une  direction  scientifique  sérieuse  et  utile.  Le  fait 
que  Ton  désirait  voir  Huygens  y  assister  prouve  que  non  seule- 
menton  le  considérait  comme  un  avocat  influent  de  la  bonne  cause, 
mais  déjà  comme  un  membre  de  la  Société. 

Le  mouvement  pour  les  arts  et  les  sciences  qui  existait  alors 
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dans  )a  société  ciiliivéc  de  Paris  fui  énergiquemenl  appuj'ë  parle 
grand  Colbert.  Il  désirait  en  prendre  la  direction  et  le  faire  servir 
le  plus  possible  à  la  gloire  de  son  pavs  et  de  son  roi.  Il  conçut  le 
projet  de  fonder  une  Académie  roj-ale  des  Sciences,  avec  des  trai- 
lemenls  fixes  pour  ses  membres  et  des  subsides  pour  défrayer  les 
recherches.  Il  ne  procéda  pas  à  la  réalisation  de  ce  projet  avant  de 
s'élre  assuré  que  Hu^gens  viendrait  se  fixer  à  Paris  comme 
membre. 

Un  an  et  demi  avant  que  la  célèbre  Académie  tînt  sa  première 
séance,  Hujgcns  recul  à  la  Haje  la  proposition  de  Colberl.  Il 
n'hésita  pas  longtemps. 

En  Hollande  il  n'avait  pas  de  confrères  qui  approchassent  de 
sa  valeur.  Le  maihémaiicien  Ileuraet,  de  Harlem,  s'était  déjà  de- 
puis longtemps  fixé  en  France.  Le  bonrgmeslre  d'Amsterdam, 
Iludde,  était  trop  occupé  de  ses  fonctions,  et  n'était  d'ailleurs 
guère  attrayant  par  ses  lettres  prolixes.  C'était  à  Paris  et  &  Lon- 
dres qu'il  pourrait  vivre  parmi  ses  semblables.  Peu  apprécié  dans 
sa  patrie,  il  n'y  trouvait  guère  d'emploi  utile.  Une  fois  il  avait  fait 
un  rapport  aux  États  généraux  sur  une  prétendue  invention  de  la 
méthode  des  longitudes;  pour  le  reste,  les  services  qu'il  avait  eu 
l'occasion  de  rendre  à  la  République  se  bornaient  à  la  construc- 
tion, à  bord  de  l'un  des  vaisseaux  de  guerre,  d'une  couchette  sus- 
pendue, comme  son  horloge  marine,  à  une  articulation  sphériqne, 
afin  de  protéger  le  Pensionnaire  du  Conseil  contre  les  mauvais 
effets  des  remous  et  des  vagues  de  la  mer.  C'était  à  l'occasioD  de 
la  fameuse  expédition  dans  laquelle  Jean  de  Witt,  contre  l'avis  des 
pilotes  et  fort  de  ses  propi^s  connaissances,  conduisit  lui-même 
la  Hotte  de  l'État  à  travers  les  bancs  de  sable  de  Texel. 
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passé  plus  de  douze  années  de  sa  vie  si  active  ;  c'est  là  quUl  écri- 
vit son  immortel  Traité  de  la  Lumière, 

On  sait  peu  de  chose  jusqu'ici  des  travaux  de  Huygens  à  TAca- 
démie.  Ce  qu'en  rapporte  du  Hamel,  le  premier  secrétaire,  dans 
son  Historia  Academiœ,  est  incomplet  et  a  été  peu  remarqué. 
Le  Secrétaire  perpétuel,  M.  Bertrand,  en  retraçant  V Académie  et 
k$  Académiciens  de  1666  à  1793,  n'a  pas  manqué  de  mettre  en 
lomière  les  mérites  de  Hujgens.  C'est  à  son  obligeance  ainsi  qu'à 
celle  de  M.  le  bibliothécaire  Lalanne  que  nous  sommes  redevables 
d'ane  copie  de  tout  ce  qui,  dans  [les  anciens  registres  de  l'Acadé- 
mie, se  rapporte  à  Huygens  et  à  ses  travaux  ;  c'est  une  très  impor- 
tante contribution  à  la  nouvelle  édition  de  ses  œuvres. 

De  toute  son  âme,  Huygens  se  mit  à  sa  nouvelle  tâche.  La  pre- 
mière page  de  son  journal,  écrite  à  Paris,  contient  l'énumération 
de  trente  sujets  de  recherches  propres  à  être  traitées  dans  l'Aca- 
démie. A  Colbert  il  présente  un  programme  de  travaux  pour  les 
deux  Sections  :  celle  des  Sciences  mathématiques  et  celle  des 
Sciences  physiques.  Dans  l'exécution  de  ce  programme,  il  occupe 
toujours  le  premier  rang.  Dès  la  première  séance  qui  suit  l'ouver- 
ture, il  décrit  une  expérience  en  ce  temps  étonnante,  dont  le 
froid  excessif  lui  avait  fourni  l'occasion  :  la  rupture  d'un  canon 
de  mousquet  parla  congélation  de  l'eau. 

Dans  les  séances   suivantes,  il  communique  quatre  nouvelles 
méthodes  d'observation  astronomique,  basées  sur  la  première  appli- 
cation de  la  mesure  exacte  du  temps,  que  permettait  son  horloge 
à  pendule.  W  dirige  les  expériences  que  l'Académie  a  décidé  de 
faire  au  moyen  de  sa  nouvelle  machine  pneumatique.  Quand  on 
prend  la  résolution  d'étudier  la  force  mouvante  des  courants  d'eau 
et  d'air,  c'est  Huygens  que  l'on  charge  d'indiquer  la  méthode, 
d'imaginer  les  instruments,  et  c'est  lui  qui  invente  le  gazomètre 
flottant,  n  résume  les  conclusions  de  ces  remarquables  expériences 
dans  un  lumineux  exposé  et  prouve  que  les  forces  sont  propor- 
tionnelles aux  carrés  des  vitesses. 

Dans  la  Section  de  Mathématiques  on  met  à  l'ordre  du  jour 
l'examen  des  causes  de  la  pesanteur.  Chacun  des  membres  doit 
donner  son  avis.  Des  sept  Mémoires,  c'est  celui  de  Huj^gens  qui 
est  jugé  digne  d'un  examen  spécial.  Le  Mémoire  de  Huygens,  en 
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efTel,  contient  la  majeure  partie  de  son  discours  sur  la  cause  de 
la  pesanteur. 

Les  deux  Sections  de  l'Académie  se  trouvaient  très  inégalement 
partagées  quant  à  la  valeur  de  leurs  membres.  Dans  l'Assemblée 
des  Mathématiques  siégeaient  les  sept  membres  qui  avaient  été 
nommés  les  premiers  :  Hiiygens,  de  Carcavj,  de  Roberval,  Fre- 
nicle,  Buot,  Picard  et  Mariette;  dans  l'Assemblée  de  Physique, 
la  Chimie,  la  science  non  encore  née,  était  représentée  par  trois 
médecins,  et  nous  savons  par  Molière  ce  qu'étaient  les  médecins 
de  ce  temps-là.  On  extrayait,  sublimait  et  distillait  tout  ce  qui  ve- 
nait sous  la  main.  On  mettait  dans  la  cornue  un  melon  entier, 
une  autre  fois  quarante  crapauds  vivants. 

Du  Clos,  médecin  ordinaire  du  Roi,  v  donnait  le  ton.  Il  s'em- 
para de  la  direction  des  recherches  sur  la  coagulation.  Elles  durè- 
rent d'avril  à  décembre,  car  elles  embrassaient,  dans  une  confusion 
inextricable,  la  congélation  de  l'eau,  la  coagulation  des  ceufs,  la 
formation  de  toutes  sortes  de  précipités,  le  lait  et  le  sang  caillés, 
la  plâtre  durci,  —  et  du  Clos  ne  tarissait  pas  en  discours  intermi- 
nables. Au  milieu  du  galimatias  général,  Huj'gens,  à  son  tour 
appelé  à  donner  son  opinion,  est  le  seul  qui  fait  entendre  une 
parole  sensée.  Clairvoyant  et  profond  comme  toujours,  il  dit  : 
»  Les  liquides  se  caractérisent  par  la  mobilité  de  leurs  particules, 
ainsi  qu'it  apparaît  lorsqu'on  fait  tomber  une  goutte  de  vin  dans 
l'eau  :  les  parties  colorées  se  dispersent  dans  tout  le  liquide.  Dans 
un  corps  lixc  les  particules  restent  en  place.  Or  la  vitesse  des 
particules  diminue  avec  la  chaleur.  Il  faut  donc  que  les  liquides  se 
fûlidificnl  par  le  refroidissement,  n  Mais  ce  jugement  remarquable 
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gnensemeDt  les  dimensions,  les  rayons  de  courbure  de  la  cornée 
etdesdeax  faces  du  cristallin,  et  écrit  dans  son  journal  que  le 
cristallin  est  mou  et  se  laisse  comprimer  entre  les  doigts,  et  que 
ce  doit  être  ce  qui  permet  à  Tœil  de  s^adapler  à  la  vue  des  objets 
proches  et  éloignés,  puisque  le  déplacement  du  cristallin  en  entier 
ne  saurait  y  suffire.  Pour  Huygens,  la  découverte  de  l'accommo- 
dation de  Tœil,  annoncée  deux  siècles  plus  tard,  était  toute 
faite. 

Ses  occupations  incessantes  se  trouvaient  considérablement 
aggravées  par  les  fréquents  rapports  qu^il  avait  à  rédiger  sur  de 
prétendues  inventions  ou  sur  des  Ouvrages  nouvellement  parus. 
Son  activité  devait  sembler  presque  téméraire.  Elle  le  fut,  hélas! 
en  effet.  Après  une  maladie  de  quelques  mois,  Huygens  dut  être 
ramené  dans  la  maison  paternelle  par  son  frère  Louis.  Il  revint  à 
Paris  l'année  suivante  et  écrivit  son  célèbre  Horologium  oscilla- 
torium^  dont  presque  chaque  page  contient  une  nouvelle  inven- 
tion de  Mathématiques  ou  de  Mécanique.  Mais  le  mal  revint  à 
deux  reprises,  et  chaque  fois  avec  un  caractère  plus  grave.  Deux 
fois  encore  Huygens  dut  être  transporté,  comme  un  pauvre 
lûalade,  dans  sa  patrie.  Ce  n'est  que  trois  ans  après  la  dernière 
attaque  qu'il  se  sentit  assez  fort  pour  retourner  à  la  tâche  qui  lui 
était  devenue  chère.  Il  était  trop  tard  :  ses  premiers  amis  parisiens 
étaient  tous  morts,  le  généreux  Colbert  était  remplacé  par  Lou- 
vois,  et  Louis  XIV,  abaissé  jusqu'à  devenir  l'instrument  du  plus 
aveugle  fanatisme.  Ce  fut  en  vain  que,  malgré  son  grand  âge,  son 
père  Constantin  essaya  d'exercer  son  influence  :  la  France  était 
fermée  pour  Christian  Huygens. 

Dans  les  deux  dernières  périodes  de  son  séjour  à  Paris,  Huy- 
gens, en  dehors  de  ses  travaux  mathématiques  ininterrompus,  a 
encore  produit  deux  œuvres  importantes  :  le  Traité  de  la  Lumière 
et  la  machine  à  poudre. 

On  a  si  peu  fait  attention  à  cette  dernière  invention  qu'on 
s'étonnera  peut-être   de   l'entendre   nommer  parmi   la   brillante 
série  des  travaux  de  Huygens.  Les  manuscrits  de  Leyde  font  con- 
naître la  place  importante  qui  revient  à  cette  découverte  dans  les 
annales  de  la  civilisation. 

%\^  en  remontant  le  cours  des  âges,  on  poursuit  jusqu'à  son 
origine  Thistoire  de  la  machine  à  vapeur,  an  rencontre  successi- 
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vement  les  grands  noms  de  Stepfaenson,  Watt,  Savar^'  et  Papio. 
Mais  avec  Papin  nous  ne  sommes  pas  encore  i  la  source  première. 
Comment  Papin  a-l-îl  conçu  l'idée  d*an  cylindre  fermé  par  uu  pis- 
ton mobile  sous  lequel  on  produit  de  la  vapeur,  de  sorte  qu'il 
puisse  se  soulever,  et  qui  ensuite,  lorsque  la  vapeur  se  refroidit 
et  que  l'espace  inlérienr  du  cviiodre  devient  vide,  est  poussé  en 
bas  par  le  poids  de  l'almospbère  arec  une  (orée  capable  de  sou- 
lever une  lourde  chai^? 

L'idée  de  se  servir  de  la  force  du  feu  pour  chasser  l'air  et  d'em- 
plover  ensuite  le  poids  de  ce  dernier  comme  force  motrice  dërÏTée 
de  celle  du  feu  appartient  à  Huvgens;  sa  première  réalisation  a  été 
la  machine  à  poudre.  Celle-ci  consistait  en  un  cjlindre  fermé  par 
un  piston  mobile  et  dans  la  paroi  duquel,  un  peu  au-dessous  de 
la  position  la  plus  élevée  du  pistou,  on  avait  adapté  de  part  et 
d'autre  des  canaux  ouverts  munis  de  soupapes  de  cuir  mouillé,  en 
forme  de  tubes.  Un  peu  de  poudre  au  fond  du  cylindre  élanl 
allumée,  l'air  du  cvliodre  était  chassé  en  même  temps  que  les  gaz 
incandescents  qui  sortaient  par  les  tubes  de  cuir.  Quand  l'air 
atmosphérique  revenait  de  même  que  dans  une  arme  à  feu  dé- 
chargée, il  fermait  de  lui-même  les  soupapes  en  cuir,  et  pressait 
le  piston  en  bas  avec  une  force  que  l'on  pouvait  emplover  à  lever 
des  fardeaux  considérables. 

On  oe  peut  mieux  comparer  l'appareil  qu'aux  premières  ma- 
chines à  gac.  Dans  celles-ci  également  l'efFet  violent  et  désordonné 
de  l'explosion  n'est  pas  emplové.  Tandis  que  la  lige  i  crémaillère 
du  piston  est  projetée  en  haut  par  l'explosion,  la  roue  dentée  sur 
bquelle  elle  agit  se  trouve  docleDchée  de  Taxe  moteur  :  ce  n'est 
que  dans  le  mouvement  descendant,  lorsque  le  poids  de  l'almo- 
sphêre  pousse  le  piston  en  bas.  que  la  roue  dentée  fait  tourner 
l'arbre.  Reniplacex,  dans  la  machine  de  Hure«is.  la  pondre 
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i  vapeur.  Quîo/e  aus  .'i|)i-ès,  i:Liial  professeur  ii  Marhuurg,  Papia 
s'est  remi*  à  reconstruire  l'appareil  de  son  maître,  aut]nel  il  avait 
détlté  son  premier  Livre.  Après  deux  années  de  travail,  il  nnnonce 
i  Huygens  qu'on  peut  produire  plus  <5conomiquemeni  un  vide 
plu*  parfuit  en  se  servant,  au  lieu  de  poudre,  de  la  vapeur  d'eau. 
Mai»  cette  id^e  également  venait  de  Iluv^en*-  Dans  la  liste  des 
trente  siijt; la  à  traiter  dans  rAcadéniic,  ainsi  cfue  dans  le  programme 
présenté  à  Colbcrl,  on  trouve  proposa  l'essai  de  la  force  de  l'eau 

I  fWcBëc  par  le  feu  à  la  soîte  de  celui  de  la  poudre.  On  ne  peut 
■dinettre  que  Hujrgens,  travaillant  à  ta  machine  à  poudre  assisté 
par  «on  tiide.  avec  lequel  il  l'ut  pendant  cinq  ans  en  rapports  jour- 

j  ncliers,  ne  lui  aurait  pas  dit  que  la  vapeur  d'eau  pourrait  servir 

[  «u  toême  but. 

Papin  s'est  vainement  efforcé  de  réaliser  la  première  machine  à 

I  ««pear  sous  une  forme  applicable  dans  la  pratique.  Il  a  lutté  toute 


vie  contre  le  destin  de 


,   qui, 


;  Ici 


i  eflorts,  incon- 


I  sciommenl,  entrent  en  lutte  avec  d'inflexibles  lois  de  progrès.  Il 
I  btWùt  plus  que  la  vie  d'un  homme  pour  établir  l'usage  industriel 
I  (Ida  vapeur.  Sun  application  exigeait  dans  le  travail  des  métaux 
I  «t  la  construction  des  maL-bines  des  progrès  que  la  machine  à  va- 
'  devait  elle-m^me  rendre  possibles.  C'est  pas  it  pas,  l'une 
I  secondant  l'autre,  que  la  construction  et  l'application  devaient 
l' prof^esxcr.  Ce  n'est  pas  au  laboratoire  du  professeur,  maïs  à 
[  Tunae,  que  l'emploi  de  la  force  motrice  du  feu  devait  grandir. 

Hnj-fcena  a  compris  à  la  fois  l'utilité  de  son  invention  et  les 
^difEcnltés  de  rexéeiition.  L'esquisse  qu'il  traça,  le  1 3  février  iG~ii, 
»4bos  son  journal,  porte  l'inscription  suivante,  a  Pour  avoir  lou- 
^Joorsà  son  commandement  un  agent  très  puissant  et  qui  ne  coiUe 
a  i  entretenir  comme  font  les  chevaox  el  les  hommes,  -i  Et  sa 
k4c*eriptioD  se  termine  par  celte  remarque  pratique,  n  Mais  il  seroil 
Wt  difGcile  de  faire  un  cvlindre  en  métal,  d'égale  largeur  par- 
l  el  bien  nni.  •>  Huvgens  n'a  pas  usé  ses  forces  eu  une  cnirc- 
l|tri>e  <]u'ii  ne  pouvait  mener  à  bien  :  il  estimait  avoir  fait  asseï 
I  înveotaui  le  principe  d'une  nouvelle  machine  motrice  et  en 
onlranl  par  respérienee  de  quelle  force  elle  serait  capable  si  l'on 
IfMmenail  i  la  bien  conduire  :  il  a  passé  à  d'autres  travaux. 

Cependant  Huvgens  doit   lire   considéré  comme  l'invcnlcur 
|dc  la  machine  à  gajt  el  comme  Ciulciir  spirituel  de  la  machine  à 


6<>  PREMIÈRE  PARTIE. 

aucune  iDCompatibiliié  avec  des  faits  conaas,  les  opinions  émises 
ne  furent  que  des  conjectures.  Newton,  en  établissant  leur  vérité, 
leur  donna  loule  leur  valeur  scientifique.  Les  éléments  de  sa  dé- 
monstration furent  empruntés  à  VHorologium  oscillatorium;  il 
a  reconnu  lui-même  que  le  travail  de  Huvgens  en  fat  la  base.  En 
effet,  la  loi  des  forces  centrifuges  avait  permis  de  calculer  la  force 
qui  retient  dans  son  orbite  le  satellite  de  la  Terre.  Les  lois  du  pen- 
dule avaient  fourni  à  Hujgens  U  mesure  exacte  de  la  gravité  i  la 
surface  de  notre  globe.  Les  deux  termes  de  l'équation  étaient  ainsi 
donnés;  réunis  ils  fournirent  à  Newton  la  pierre  de  fondation  de 
son  œuvre  gigantesque. 

La  loi  de  l'altraction  ne  put  satisfaire  Huj^ens  :  la  cau.se  de- 
menraît  inconnue.  Prétendre  que  deux  corps  sont  poussés  l'un 
vers  l'autre  parce  qu'ils  s'attirent,  «  c'était  dire  autant  que  nen  n. 
Une  action  à  distance  lui  parut  une  absurdité. 

.\u  point  de  vue  de  la  Science,  on  doit  considérer  comme  une 
circonstance  heureuse  que  la  découverte  de  la  loi  d'attraction 
écbût  au  plus  jeune  des  deux  grands  penseurs,  à  celui  qui,  satis- 
fait d'une  connaissance  moins  profonde,  reconnu!  aussitôt  toute 
la  valeur  de  son  nouveau  principe;  qui,  de  plus,  possédait  dans  le 
Calcul  inGoiiésiroal,  encore  tenu  secret,  l'instrument  avec  lequel 
il  put  opérer  des  prodiges. 

Hujgens  e(  \ewlon  diOféraient  d'opinion  en  plusieurs  ques- 
tions importantes.  Si  le  premier  ne  pouvait  admettre  que  toutes 
les  particules  de  la  matière  s'attirent,  ne  vovant  pas  comment  od 
pourrait  ramener  celle  action  à  un  effet  de  mouvement.  Newton  a 
rejeté  la  tbéorie  de  la  double  réfraction  et  a  même  voulu  la  rem- 
placer par  une  autre,  contraire  à  l'expérience.  Cependant  ils  re- 
connurent réciproquement  leurs  mérites.  Dans  son  discours  sur 
,    Huy};ens  énumère  toutes  les  dJfBcultéj, 
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ioriun^  de  Hujgens,  ce  livre  vous  aidera  bien  mieux.  »  Eloge 
brilUtit  donné  lant  à  la  ricliesse  des  matières  qu^à  la  clarté  de 
Vexposîtion. 

lisse  connurent  et  furent  amis.  Le  journal  de  Constantin  Huy- 
gens,  frère,  rapporte,  sous  la  date  du  lo  juillet  1689,  le  fait  sui- 
vant: H  Frère  Christian  vint  avec  le  jeune  M.  Ilambden  et  Fatio 
Dhaillieret  M.  Newton^  le  matin,  à  7  heures,  à  Londres,  dans  le 
dessein  de  recommander  ce  dernier  auprès  du  Roi  pour  une  place 
^-acante  de  régent  dans  un  collège  de  Cambridge.  »  Hujgens, 
Newton  et  Guillaume  III  réunis  dans  un  même  groupe,  quel 
tableau!  Hélas!  le  grand  roi  n'a  reconnu  la  valeur  d'aucun  de  ses 
deux  visiteurs. 

Lorsque  Hujgens  disparut  d'entre  les  vivants,  l'antagonisme 
des  théories  et  les  rapports  de  leurs  défenseurs  prirent  un  autre 
caractère.  Même  dans  la  patrie  du  grand  inventeur,  les  Principia 
eurent  à  soutenir  une  lutte  acharnée  contre  d'anciennes  erreurs. 
Cartésiens  et  newtoniens  se  trouvèrent  face  à  face.  Dans  les  luttes 
des  partis,  la  sûreté  de  sa  propre  position  et  la  ruine  de  son  ad- 
versaire sont  bientôt  l'unique  souci  de  chacun.  Les  écoles  en 
querelle  respectent  peu  ce  qu'honoraient  les  maîtres. 

Malgré  la  remarque  irréfutée  de  Huygens  que  deux  courants  de 
projectiles  ne  peuvent  pas,  comme  des  rayons  lumineux,  se  ren- 
contrer sans  perturbation   réciproque,  la  théorie  de  l'émission, 
proposée  par  Newton,  fut  maintenue.  Une  substance  qui,  selon 
l*idée  de  Huygens,  remplirait  tout  l'espace,  parut  incompatible 
avec  l'ordre  que  la  loi  de  l'attraction  avait  fait  reconnaître  dans  le 
sjstéme  solaire.  Pour  laisser  libre  carrière  aux  corps  célestes,  qui 
obéissaient  avec  une  si  étonnante  exactitude  à  cette  loi,  l'Univers 
lut  déclaré  vide.  Hujgens,  suspect  aux  cartésiens,  gênant  pour  les 
newtoniens,  fut  écarté  :  c'est  à  peine  si  l'on  citait  son  nom. 

La  ruine  du  système  de  Descartes,  détruit  par  Huygens  jusqu'à 
ses  fondements,  ne  pouvait  plus  être  dissimulée.  L'admiration  des 
Principia  de  Newton  devint  aussi  générale  qu'elle  était  justifiée. 
Bientôt  Newton  domina  toute  la  Science  rationnelle,  et  tel  fut  son 
ascendant  qu'à  la  (in  du  siècle  dernier  on  considérait  comme  une 
marque  d'étroitesse  d'esprit  de  ne  pouvoir  s'élever  à  la  conception 
d'une  action  à  dislance.  Lorsque  Coulomb  eut  ramené  les  actions 
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électriques  et  magnétiques  à  la  loi  des  carrés  des  distances,  il 

semblait  que  le  dernier  mol  fût  dit  sur  ces  phénomènes. 

Ce  fut  l'expérience  qui  vint  briser  l'autorilé  empruntée  à  la 
prétendue  omnipotence  d'une  formule  mathématique.  Au  com- 
mencement de  ce  siècle,  un  médecin  anglais.  Young,  fixa  l'atten- 
tion sur  des  phénomènes  lumineux  dont  seule  la  théorie  des  on- 
dulations pouvait  rendre  compte.  Presque  en  même  temps,  un 
ingénieur  français,  Fresoel,  sans  connaître  les  travaux  d'Young, 
entreprit  une  recherche  pareille  el  sut  l'étendre  en  une  brillante 


série  d'expéi 


concluantes.  Dès  que  Tétude  de  la  lumière 


eut  retrouvé  dans  la  théorie  de  Huvgens  son  principe  directeur, 
les  découvertes  se  succédèrent  sans  relâche. 

Dans  les  mêmes  années  où  Foucault  réussit  à  mesurer  le  rap- 
port des  vitesses  de  ta  lumière  dans  l'eau  et  dans  l'air  el  porta 
ainsi  le  jugement  final  qui  condamnait  irrévocablement  la  théo- 
rie de  l'émission,  le  roi  des  expérimentateurs.  Faraday,  fît  en- 
tendre sa  voix.  L'expérience  journalière,  continuée  pendant  des 
années,  des  phénomènes  magnétiques  et  électriques  lui  avait 
donné  la  profonde  conviction  que,  dans  l'espace  qui  sépare  deux 
corps,  il  doit  se  Irouver  quelque  chose  qui  produit  les  mouve- 
ments d'attraction  et  de  répulsion  apparentes,  quelque  modiG- 
calion  se  propageant  de  point  en  point  et  dont  la  direction  est 
indiquée  par  ce  qu'il  appelait  les  lignes  de  force  magnétiques  et 
électriques.  La  forme  et  la  disposition  de  ces  courbes,  leurs  pro- 
priétés, la  nature  de  la  variation  elle-même  devaient,  d'après  lui, 
servir  de  base  à  toute  recherche  concernant  le  mécanisme  de  ces 
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pHnien  et  autour  de  <!«ttc  pierre,  car  lu  disposition  ilc  la  limsilte 
I  ra»r(|iiG  le  chemin  de  ce  mouvement,  et  elle  en  est  libranléc,  ce 
I  qui  ne  se  peut  que  par  le  inoveu  de  tguelque  eorps  qui  soi)  «n 
I  oiouvvmenl.  n  Ces  couriiuls  de  force  romient  le  poinr  de  déport 
I  dc«  consîdénilrons  de  HuTf>riis,  et,  en  suivant  cette  trace  pour 
I  trouver  en  grandeur  el  en  direction  le  mouvenieut  de  deux 
,  aipisnlk  qui  ugtiïcnl  l'un  sur  l'autre,  il  arrive  ii  un  ri!snllnl  qtiî 
'  foaroil.  en  données  concrètes,  une  solution  identique  à  la  règle 
qtte  l'iilistraitc  Anal}*»c  mulliémalîquc  déduit  de  la  loi  des  carrés 
des  dUlaucca. 

Faradaj',  Maxwell,  Hertz,  ces  trois  noms  nous  représentent  les 
IruU  pas  importants  qui  nous  ont  ramenés  et  avancé»  sur  la 
ronb:  indiquée  et  inaugurée  par  liuvgeus.  Au  deuxième  ccntc- 
Dtirc  de  in  lin  de  sa  lâelie,  nous  célébrons  lu  résurrection  de  sa 
pluaf;randiu5c  conception  :  la  plij^iquc  de  l'impalpable. 

Nous  laissons-nous  affliger  par  la  pensée  que  la  satisfaction  du 
I  triomphe  ne  fut  pas  son  partage?  Ce  serait  méconnaître  In  hauteur 
[  de  son  âme.  Sa  raison  était  trop  sïlre  cl  trop  claire  pour  qu'il 
[  pAt  faiblir  dans  ses  convictions.  Quant  aux  honneurs,  il  ne  les 
I  a  jamais  reebiu-cliés.  Approfondir  la  nature  autant  qu'il  pouvait, 
lu  coolcmpler  dans  toute  la  sublimité  accessible  à  l'iotcUigence 
lllnniaine,  c'était  là  sa  joie- 


Son  dernier  écrit,  le  Kosmolhéoros,  fut  i 


spire   pni 


ld*usucier  à  ces  hautes  jouissances  ses  amis,  son  fri^re  d'abord,  le 
Bcanarftde  de  ses  jeux  d'enfance,  l'aide  fidèle  dans  les  fastidieux 
1  travaux  manuels,  le  compagnon  des  longues  veillées  passées  dc- 
r  vsul  la  loncllc  en  discourant  des  secrets  du  ciel;  puis  d'autres,  si 
L  pouihle.  un  cercle  restreint  d'élus,  d'initiés.  A  ces  intimes  il 
inlul  lai»er  l'impression  du  spcclablc  merveilleux  que  révèle  le 

■  tube  optique^  lor.ique  l'œil,  dans  un  groupe  d'étincclan tes  étoiles, 
■aperçoit  el  embrasse  un  monde  de  systèmes  solaires,  el  i'émulion 

■  i|tu  nuus  saisit  lorsque,  détournant  tes  regards,  nous  uous  retrou- 
s  ilrvanl  le  néant  des  choses  humaines, 
A  plume  tomba  de  ses  muins,  l'esprit  qui  avait  répandu  tant 

|d«  lumière  «'éleignil. 

A  nous,  il  légua  plus  qu'il  ne  pouvait  donner  à  ses  contempo- 
.  La  théorie  de  la  hiniière,  qui  dévoile  In  nature  el  les  mon- 
oeois  de  l'invisiblcinenl  petit,  nous  manifesta  dans  félatcmenl 
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du  spectre  des  lueurs  slellaires  l^essence  des  corps  célestes;  elle 
nous  permit  de  découvrir  dans  un  point  lumineux  indivisible  des 
soleils  gravitant  autour  de  leur  centre  commun,  de  mesurer  leurs 
vitesses  vertigineuses  et  de  distinguer  ainsi,  dans  les  ténues  ondu- 
lations de  Tocéan  éthéré  qui  arrivent  à  nos  yeux  après  des  années 
de  traversée,  la  nature  et  les  mouvements  de  l'in visiblement  loin. 
Christian  Huygens,  noble  par  le  cœur,  par  Tesprit,  par  les  tra- 
vaux de  son  rare  génie,  continue  de  nous  guider  et  de  nous 
éclairer  dans  nos  plus  hautes  aspirations  :  connaître  la  nature, 
approcher  du  sublime  Infini.  J.  Bosscha. 
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KLEIN    (F.).    —  VORTRAGE  ÛBER  AVSGEWAHLTB  FrAGEN  DER  ElEMENTARGEO- 

MBTRIK  AUSGBARBE1TBT  VON  F.  Tàgert.  v-66  p.  in-8''.  Leipzig,  Teubner, 
1895. 

Ces  quelques  pages,  destinées  à  conserver  le  souvenir  d'une 
LfCçoQ  de  M.  Klein  à  une  assemblée  de  professeurs  de  gymnase, 
seront  lues  avec  un  vif  inlérét.  Elles  se  rapportent  à  des  questions 
qui  se  posent  nécessairement  dans  renseignement  élémentaire  et 
que,  à  la  vérité,  on  n'y  peut  guère  aborder,  non  que  les  solutions 
supposent  des  connaissances  élevées,  mais  parce  qu'elles  exige- 
raient des  élèves  trop  de  temps  et  peut-être  trop  d'efforts.  Pour 
les  élèves  comme  pour  les  maîtres,  il  est  singulièrement  incom- 
mode d'aller  chercher  les  solutions  de  ces  questions  inévitables 
dans  les  diverses  collections  des  journaux  mathématiques,  dans 
des  Mémoires  qui  ne  contiennent  pas  toujours  d'une  façon  expli- 
cite ce  que  l'on  y  cherche,  et  dont  la  lecture  peut  être  hérissée  de 
difficultés.  On  saura  donc  gré  à  l'éminent  professeur  de  Goettingen 
de  cette  précieuse  marque  d'intérêt  pour  l'enseignement  élémen- 
taire. Est-il  besoin  de  dire  qu'il  a  traité  des  divers  sujets  qu'il  a 
abordés  avec  un  esprit  vraiment  philosophique  et  pédagogique, 
de  manière  à  bien  dégager  la  nature  des  questions  et  la  marche 
des  solutions?  Il  a  voulu  aussi  ajouter  à  ses  exposés  dogmatiques 
quelques  aperçus  historiques  très  brefs,  mais  très  nets  et  où  tout 
est  essentiel. 

C'est  tout  d'abord  des  constructions  au  moyen  de  la  règle  et  du 
compas  qu'il  s'occupe.  Parmi  les  divers  Traités  d'Algèbre  supé- 
rieure, il  n'y  a,  paraît^il,  que  le  Livre  de  M.  Petcrsen  où  ce  sujet  soit 
abordé.  M.  Klein  montre  comment  une  expression  algébrique 
portant  sur  des  données  qui  doivent  rester  indéterminées  et  où 
ces  données  n'entrent  que  rationnellement  ou  sous  des  radicaux 
de  second  degré,  qui  peuvent  d'ailleurs  être  en  nombre  quelconque 
et  superposés  les  uns  aux  autres,  satisfait  à  une  équation  algé- 
brique d'ordre  a'*,  dont  les  coefficients  appartiennent  au  domaine 
de  rationalité  constitué   par  les  données  indéterminées  et  qui, 
dans  ce  domaine,  est  irréductible.  Si  donc  une  expression  est  ra- 

Buil'  </<«  Sciences  mathém.,  a*  série,  t.  XX.  (Mars  1896.)  :» 
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ctne  d'une  équation  irréductible  dans  Ig  même  domaine,  et  doi 
le  degré  o'est  pas  une  puissance  de  a,  on  peut  aflirmer  qu*îl  c: 
impossible  de  la  construire  au  moven  de  la  règle  et  du  compa: 
D'où,  par  exemple,  résulte  rimpossîbilité  du  problème  déliquc,  ( 
de  la  (riscclion  de  l'angle.  Le  même  théorème  sert  à  montrer  l'in 
possibilité  de  l'inscription,  au  mojcn  de  la  règle  et  du  compai 
d'an  poljgone  régulier  dont  le  nombre  de  côtés  est  premier  € 
n'est  ))as  de  la  forme  2"  -f-  i  ;  quant  à  ces  derniers,  M.  Kleio  a 
borne  au  cas  du  poljgnne  de  17  côtés,  de  manière  à  faire  près 
sentir  la  méthode  générale,  et  à  exposer,  dans  ce  cas  partîculiei 
la  solution  avec  tous  ses  détails.  Cette  exposition  est  im  mode) 
d'élégance  et  de  clarté-  La  construction  est  faite  au  mo^cn  d'u 
seul  cercle.  L'auteur  s'occupe  ensuite  des  nombres  e  etn;  pour  I 
nombre  e,  c'est  la  démonstration  de  M.  Gordan  qu'il  expose,  e 
pour  -,  il  établit  les  résultats  que  l'on  doit  à  M.  Lindemann.  Il  v 
sans  dire  que  M.  Klein  rend  pleine  justice  au  géomètre  profoa< 
dont  les  recherches,  comme  tout  le  monde  en  convient,  sont  e 
resteront  la  véritable  source  de  nos  connaissances  touchant  ce 
nombres  célèbres.  J.  T. 


UZZERI  (G.)  E  BASSiM  (A.).  —  Elbmenti  dc  Geometbi*.  Lîbro  di  tes) 
per  l'Accademia  Navale.  Id-S",  xix-45S  p.  Livorno,  R.  Giusli,  1891. 


Les  auteurs  ont  suivi  la  méthode  dc  la  fusion  de  la  Planimèlri 
vec  la  Stéréométrie,  dont  on  avait  eu  des  exemples  peu  nom 
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celle  du  segment.  La  théorie  des  proportions  est  faite  arilhméti- 
quemenl.  C^est  là  une  modification  importante  dans  un  Traité  qui 
est  dans  tout  le  reste  purement  synthétique,  mais  les  auteurs  en 
donnent  de  bonnes  raisons  :  la  nécessité  où  Ton  se  trouverait 
d^ÎDtroduire  le  concept  de  nombre  entier  au  moins,  même  en 
traitant  les  proportions  géométriquement,  et  surtout  la  clarté  sans 
donte  plus  grande  que  ia.définition  des  grandeurs  proportionnelles 
acquiert  par  la  voie  arithmétique.  Nous  croyons  que  même  ceux 
qui  voudront  discuter  cette  innovation  seront  forcés  de  Fappré- 
cîer  comme  une  chose  sérieusement  méditée,  ainsi  que  toutes  les 
autres  parties  de  cet  Ouvrage,  que  Ton  peut  dire  un  livre  bien  fait. 
Plus  de  mille  exercices,  en  partie  nouveaux,  placés  à  la  fin  des 
dîflTérents  Chapitres  de  ce  Traité,  ne  font  qu'en  augmenter  Tim- 
porlance  et  Tutillté. 


BOCHER    (M.).    —    UBBER    die    RBmENENTWICKELUXGEN     DER     POTENTIAL- 

THBORiB,  Mit  einem  Vorwort  von  F,  Klein,  i  vol.  in-8",  viii-a58  p.  Leipzig, 
Tcubner,  1894. 

LUntéressant  travail  de  M.  Maxime  Bôcher  est  le  développe- 
ment d^un  Mémoire  remis  en  1891  à  la  Faculté  philosophique  de 
Goettingue,  pour  répondre  à  une  question  qu'elle  avait  mise  au 
concours. 

On  y  demandait  de  déterminer  les  développements  en  série 
propres  à  représenter  une  fonction  potentielle  ayant  des  valeurs 
prescrites  sur  la  surface  d'un  corps  limité  par  six  cyclides  confo- 
cmles,  de  manière  à  pouvoir  embrasser  d'un  seul  point  de  vue  les 
divers  développements  en  série,  auxquels  a  donné  lieu  la  théorie  du 
potentiel,  en  regardant  comme  des  déformations  d'un  système  de 
cjclîdes  confocales  les  différents  systèmes  triplement  orthogonaux 
que  Ton  avait  eus  à  considérer  jusqu'à  ce  jour.  M.  Klein,  qui  a 
sans  doute  été  l'inspirateur  de  cette  belle  question,  et  qui  a 
honoré  d'une  courte  préface  le  Livre  de  M.  Bôcher,  avait  commu- 
niqué à  ses  auditeurs  (1889- 1890)  des  résultats  concernant  l'équa- 
tion de  Lamé  dont  l'auteur  a  tiré  grand  parti  et  dont  il  a  fait  res- 
sortir rimportance.  Il  importe  de  rappeler  aussi  les  deux  Notes 


^ 
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de  M.  Darboux  (187G)  sur  rapplication  des  mélhodes  de  la  Phy- 
sique mathématique  à  Fétude  des  corps  terminés  par  des  cjclides. 
{Comptes  rendus^  U  LXXXIII,  p.  1037  ^^  *^99*) 

La  première  partie  du  Livre  de  M.  Bôcher  est  purement  géo- 
métrique; suivant  une  habitude  qui  est  assez  fréquente  en  Alle- 
magne, et  qui  a  ses  avantages,  il  reprend  les  choses  au  début  et 
ne  craint  pas  de  développer  en  détail  les  théories  géométriques 
dont  il  aura  besoin;  à  le  voir,  au  début,  démontrer  que  tous  les 
cercles  d'un  plan  ont  deux  points  communs  à  l'infini,  ou  reprendre 
les  principes  de  la  théorie  de  Finversion,  un  lecteur  français  ne  se 
douterait  pas  du  haut  problème  d'analyse  qui  est  l'objet  essentiel 
de  l'auteur.  Il  convient  de  dire,   toutefois,  que  ces  théories  élé- 
mentaires sont  traitées  d'une  façon  large  et  philosophique.  M.  Bô- 
cher développe  ensuite  la  théorie  des  coordonnées  tétracycliques 
ou  pentasphériques,  classe  les  cycliques  et  les  cyclides  et  décrit 
avec  détail,  dans  les  différents  cas,   les  figures  formées  par  un 
faisceau    de   cycliques    ou    de  cyclides    confocales;   il    étudie, 
dans    les    difierents    cas  encore,  les  systèmes   de   coordonnées 
qui  naissent  de  la  considération  des  cyclides  confocales,  et  qui 
se    substituent   aux    coordonnées    pentasphériques,    comme  les 
coordonnées  elliptiques  se  substituent  aux  coordonnées  ortho- 
gonales. 

Après  ces  préliminaires  géométriques,  qui  occupent  un  bon 
tiers  du  volume,  M.  Bôcher  passe  à  Tétude  de  l'équation  de 
Lamé.  Il  définit  comme  telle  une  équation  difi'érentielle  linéaire 
du  second  ordre,  à  coefficients  rationnels,  partout  régulière  (*), 
ayant  à  distance  finie  les  points  singuliers  e\y  Cxj  •  •  •  ?  ^/d  auxquels 

correspondent  les  exposants  o,  -»  et  pour  laquelle  le  point  00  est  un 

point  improprement  singulier.  Une  telle  équation  est  de  la  forme 


(*)  C'est-è-dire  que,  en  chaque  point  x^^  il  existe  deux  solutions  distinctes  de 
la  forme 

(or  — 5j*i[i-+-A,(j:  — x„)  -+-  B(x  —  x, )»-+-...]; 

au  point  x^  correspondent  les  exposants  A\  A',  ;  si  l'on  a  A'  =  o,  A,  =  i,  le  point  est 
ordinaire:  si  Ton  a  A*  —  Ar,  =  i,  le  point  est  improprement  singulier. 
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où  Von  a  mis /(or)  à  la  place  du  produit 

el  ^  {x)  à  la  place  du  poljnome 

4  4 

-t-  Ax»-*-f-  Bar»-* -4-. . .+  M; 

A,  B,  •••,  M  sont  des  consumes  dites  accessoires.  Cette  équa- 
tion, dont  toute  solution  sera  dite  une  fonction  de  Lamé,  peut  se 
transformer  de  diverses  manières,  en  particulier  par  le  change- 
ment de  variable  indépendante  que  définit  l'équation 

/•    dx 


-h 


— r  * 


•/(i) 


aoe  antre  transformation  intéressante  consiste  à  introduire  des 
variables  indépendantes  homogènes. 

L'étude  des  courbes  (courbes  de  Lamé)  représentées  par  une 
solution  de  Téquation  de  Lamé,  en  se  plaçant,  bien  entendu,  dans 
le  cas  des  variables  réelles,  conduit  à  des  résultats  importants, 
dûs  à  M.  Klein.  On  reconnaît  d*abord,  en  général,  à  cause  de  la 
nature  des  points  singuliers  ei,  e^,  ^3,  . . .,  qu'une  telle  courbe 
(formant  un  trait  continu)  doit  rester,  en  général,  entre  les  deux 
parallèles  à  l'axe  des  y^  dont  les  abscisses  sont  deux  des  nombres 
consécutifs  ^i,  62,  •  •  •  ;  en  d'autres  termes,  pour  une  telle  courbe, 
l'abscisse  x  doit  rester  dans  un  des  intervalles  limités  par  ces 
nombres.  C'est  surtout  le  cas  de  /i  =  5  qu'il  importe  de  considé- 
rer, en  vue  des  applications  ultérieures;  dans  ce  cas,  l'équation 
de  Lamé,  quand  on  a  pris  la  variable  t  pour  variable  indépen- 
dante, prend  la  forme 

où  l'on  rappelle  que  :r  et  ^  sont  liés  par  la  relation 

r    dx 
t  = 


-h 


l'équation  (i),  si  l'on  y  regarde  la  variable  t  comme  représentant 
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le  temps,  peul  être  regardée  comine  défiaissant  le  mouvemeal  d'un 
point  matériel  situé  sur  l'axe  des_y  et  attiré  vers  l'orîgîofî  par  une 
force  égale  à 


si  t'oD  considère  deux  époques  t, ,  t,  correspondant  à  deux  valeurs 
m,,  m^  de  x,  nécessairement  comprises  dans  le  même  intervalle, 
il  est  clair  qu'on  pourra  déterminer  les  constantes  accessoires  d,  b 
de  manière  que  la  quantité  entre  crochets  soit  aussi  grande  qu'on 
le  voudra  quand  f  varie  de  l|  à^i,  ou  quand  avarie  de  m,  ^mt\  le 
point  matériel  pourra  faire  ainsi  autant  d'oscillations  qu'on  vou- 
dra; on  est  amené  ainsi  à  se  demander  si  l'on  peut  déterminer  les 
constantes  accessoires  de  manière  que  le  nombre  de  demi-oscilla- 
tions soit  précisément  égal  à  m;  on  aperçoit  là  un  sujet  de  re- 
cherches assers  délicates,  dans  le  détail  desquelles  il  nous  est 
impossible  d'entrer  et  qui  conduit  à  la  proposition  suivante  : 
Si  l'on  considère  sur  l'axe  des  abscisses  deux  intervalles,  puis, 
sur  chacun  d'eux,  un  segment  arbitraire  m,,  mi,  n,,  n,,  on  peut, 
et  cela  d'une  seule  façon,  déterminer  les  constantes  accessoires 
a,  b  de  l'équation  de  Lamé  (n  =  s),  de  manière  qu'il  existe  deux 
solutions  particulières  représentées  par  des  courbes  dont  la  pre- 
mière fasse  précisément  m  demi-oscillations  dans  le  segment 
m,  nii  et  la  seconde  précisément  n  dcmt-oscillatîons  dans  le  seg- 
ment n,  n-i.  On  conçoit,  d'ailleurs,  que  la  détermination  des  con- 
stantes a,  b  dépende  d'équations  transcendantes  fort  compliquées. 
Reprenant  ensuite  l'analyse  de  M.  Darlioux.  l'auteur 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  71 

ou,  si  Ton  veut,  les  trois  paramètres  qui  définissent  les  trois  cy- 
cUdes  confocaies  qui  passent  par  le  point  X\^  ^2,  ...,  x^. 

On  trouve  alors  qu'une  fonction  potentielle  V  peut  se  mettre 
sous  la  forme  T<J/([jl,  v,  p),  T  étant  une  fonction  qui  s'exprime 
simplement  au  moyen  de  x^  et  if  devant  vérifier  une  certaine 
équation  aux  dérivées  partielles,  transformée  de  l'équation 
AV  =  o.  En  cherchant  à  vérifier  l'équation  en  i{  par  un  produit 

de  la  forme 

E'(,i)E'(v)E'"(p), 

on  trouve  que  les  quantités  K'(X),  E"(X),  W{\)  sont  trois  solu- 
tions de  l'équation  de  Lamé  {n  =  5), 

où  les  paramètres  accessoires  Â,  6  sont  arbitraires. 

Considérant  ensuite  un  corps  limité  par  six  cyclides  confocaies, 
l'auteur,  au  moyen  des  remarques  antérieures  sur  les  oscillations 
des  courbes  de  Lamé,  montre  comment  on  peut  déterminer  les 
paramètres  accessoires  A,  B,  de  manière  à  faire  correspondre  à 
chaque  système  de  nombres  entiers  positifs  m,  n  un  produit 

qui  soit  nul  sur  cinq  des  faces  des  corps,  puis  déterminer  les  coef- 
ficients B|ii,/i  de  la  série  double 


mr=  ae  11  =  ao 


2     ^^m,nK,AV-)^'>n,n{''), 


m  =  l  .n  =  l 


pour  que  la  somme  de  cette  série  ait  une  valeur  prescrite /(jjl,  v). 

On  parvient  ainsi  à  former  une  série  double  dont  la  somme  est 

nulle  sur  cinq  des  faces  et  a  des  valeurs  prescrites  sur  la  sixième; 

on  en  déduit  le  moyen  de  former  une  fonction  potentielle  qui  ait 

des  valeurs  prescrites  sur  les  six  faces. 

M.  Bôcher  est  le  premier  à  faire  observer  tout  ce  que  cette  so- 
lution, si  intéressante  qu'elle  soit,  présente  d'imparfait.  II  n'a  pas 
abordé  le  problème  de  la  convergence;  sur  cette  question  de  la 
convergence,  il  émet  d'ailleurs  des  idées  très  justes,  en  disant 
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que  la  question  a  deux  faces  suivant  qu'on  se  place  au  point  de 
vue  de  l'Analyse  mathématique  ou  des  applications  :  dans  ce  der- 
nier cas,  la  convergence  n'offre  d'intérêt  que  si  elle  est  suffisam- 
ment rapide,  et  à  une  convergence  complète  il  faudrait  préférer 
une  semi-convergence  pourvu  qu'elle  permît  une  approximation 
suffisante  en  calculant  un  petit  nombre  de  termes  ;  malheureuse- 
ment, comme  le  fait  observer  l'auteur,  rien  ne  permet  de  dire, 
dans  la  solution  considérée,  si  l'on  est  dans  un  cas  ou  dans  un 
autre,  et  il  faut  se  contenter  de  poser  le  problème;  d'ailleurs  le 
calcul  de  chaque  terme  de  la  série  présente  déjà  de  grandes  com- 
plications, à  cause  de  la  façon  transcendante  dans  les  paramètres 
accessoires  A,  B  dépendent  des  nombres  m,  n;  sans  compter  que 
l'on  n'a  à  sa  disposition  aucune  représentation  simple  des  fonc- 
tions de  Lamé  qui  en  permette  le  calcul  effectif.  La  valeur  de  la 
solution  donnée  par  M.  Bôcher  est  surtout  théorique;  mais,  à  ce 
point  de  vue,  sa  portée  est  indéniable,  comme  le  montre  la  troi- 
sième Partie  du  Livre,  où  l'auteur  étudie  en  détail  les  divers  cas 
de  dégénérescence,  suivant  le  degré  de  multiplicité  des  points 
singuliers  de  l'équation  de  Lamé;  il  est  à  peine  utile  de  dire  que 
cette  étude  exige  beaucoup  de  soin  et  de  sagacité.  Un  résumé 
historique  des  diverses  recherches  particulières  que  l'auteur  se 
trouve  avoir  ainsi  embrassées  termine  cette  troisième  Partie. 
Enfin,  on  trouvera  à  la  fin  du  volume,  en  Appendice,  quelques 
indications  sur  rextcnsion  du  problème  à  l'espace  à  n  dimensions. 

J.  T. 


MÉLANGES.  ;3 
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SUR  LES  SÉRIES  DE  PUISSANCES  ET  LES  FONCTIONS  MAJORANTES; 

Par   m.    Etienne   DKLASSUS. 
Professeur  au  Lycée  de  Douai. 

£>ans  ce  qui  va  suivre,  nous  ne  nous  occuperons  que  de  variables 
réelles. 

l.    Soit  une  série 

0 

dont  tous  les  coefGcienls  sont  positifs  et  supérieurs  à  un  nombre 
fixe  A,  et  qui  est  supposée  absolument  convergente  si  |a:|  •<Sy 
(S<i). 

Soit  Xo  une  valeur  de  x  comprise  dans  cet  intervalle,  en  Xq  la 
fonction  y*(â?)  sera  encore  développabie  en  une  série 

et  il  semble  tout  naturel,  par  raison  de  continuité,  d'admettre 
que,  si  Xq  est  suffisamment  petit,  cette  nouvelle  série  aura  encore 
tous  ses  coefficients  positifs. 

C'est  évident,  si  Xo  >  o,  puisque  ces  coefficients  seront  des  séries 
à  termes  positifs;  mais  il  n'en  est  plus  forcément  de  même  si  Ton 
donne  à  Xq  une  valeur  négative  —  5,  et  je  vais  montrer  qu'il 
existe  des  séries  telles  que/(x)  qui  auront  des  dérivées  négatives, 
si  petite  que  soit  la  quantité  z. 

En  cherchant  à  rendre  positives,  pour  x  =  —  z,  les  dérivées 
successives  de  /{x)^  on  est  conduit,  en  forçant  les  inégalités  ob- 
tenues, à  considérer  des  séries  dont  les  coefficients  sont  alterna- 

tîvcment  Aet^>  A,  B,  ^  étant  des  nombres  positifs  cl  en  outre 
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,â  -<  ■  ■  Plus  généralement,  coDâidéroas  la  série 

dans  laquelle  on  a 

Cest  bien  une  série  satisfaisant  aux  conditions  imposées  au  début 

et  elle  est  absolument  convergente  si  1  Jr  j<;  p. 
On  peut  écrire 

,„.  =  ,A(,-S-S-.-.)-.B(f^^-î;^...) 
et  par  suite 


B  r ■-■■    1 


Faisons  n  ^  2/>  et  X  = 
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/ 


3 


On  peut  récrire 


(1^:) 


Lorsque  />  croît  indéfîniment,  ce  rapport  tend  vers  o,  car  le  pre- 
mier facteur  est  constant,  le  second  tend  vers  i,  et  le  dernier  tend 
vers  o  en  vertu  de  Thypothèse  ^  <;  a.  Il  en  résulte  que,  quelle  que 
soit  la  valeur  de  z,  aussi  petite  que  Ton  voudra,  il  existera  tou- 
jours une  valeur  correspondante  de  p  k  partir  de  laquelle  le  rap- 
port précédent  deviendra  et  restera  toujours  inférieur  à  i  et  par 
suite  à  partir  de  laquelle  on  aura 

■ —  <.  o. 

1.2... '2/7 

Ce  résultat  peut  encore  exister,  même  pour  des  séries  dont  tous 
les  coefficients  restent  finis.  Considérons  en  effet  la  série 

2 A  -4- 2 Bar  -H  2Aa:*-h  2Ba7'-i-. . ., 

dans  laquelle  on  a 

a,p  =  2A,        ajpH-i=2B,        o<A<B; 

c'est  o(jr)  où  l'on  suppose  a  =  ^  =  i,  A  <  B. 

On  sera  conduit  à  étudier  un  rapport  analogue  au  précédent, 
mais  qui  se  réduira  à 


TT    X 


•Hm"" 


I 


-m 


Quand  p  croîtra  indéfiniment,  il  aura  pour  limite  ..-  et  comme,  par 

A 
hypothèse,  on  a^g  '<i,  les  conclusions  précédentes  subsisteront 

encore. 

Le  môoie  fait  peut  se  produire  pour  des  séries  à  un  nombre 
quelconque  de  variables. 

Considérons  une  série  4>(a:,  x^,  x^.  •  •  •)'  ordonnée  suivant  les 
puissances  de  x^  Xi,  x^^  ...  et  dont  tous  les  coefficients  ont  une 
valeur  positive  constante  C,  à  l'exception  de  ceux  des  termes  de  la 
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forme  a:"  qui  sont  -^  ou  g^  suivant  que  n  est  pair  ou  impair,  A,  B, 

a,  ^  étant  les  constantes  de  la  fonction  ^{x)  précédemment  étu- 
diée. 

Cette  série  $  a  bien  tous  ses  coefficients  supérieurs  à  un  nombre 
positif  fixe,  elle  est  absolument  convergente  quand  toutes  les  va- 
riables ont  des  modules  inférieurs  à  ^,  et  je  dis  que  Ton  peut 
trouver  des  valeurs  x^  Xsy  x^t  •  •  •  aussi  petites  que  Ton  veut  pour 
lesquelles  4>  a  des  dérivées  négatives.  Il  suffit,  pour  le  voir,  de  con- 
sidérer, pour  un  système  jr  =  —  5,  jj,  =  j:2  =  «  •  •=  o,  z  étant 
une  quantité  positive  aussi  petite  que  Ton  veut,  les  dérivées 
d'ordre  pair  prises  par  rapport  à  x  seulement.  On  a  évidemment 

donc,  pour  des  valeurs  de  p  suffisamment  grandes,  ces  dérivées 
seront  négatives. 

II.  Pour  ne  pas  compliquer  inutilement,  nous  ne  considérerons 
que  des  fonctions  de  deux  variables  réelles  x  ely. 
Soit 

une  série  absolument  convergente  au  voisinage  de  /no(xo>^'o)« 

On  sait  quM  existe  toujours  des  séries  qui  seront  majorantes 
pour  celte  série  f.  C'est-à-dire  des  séries 

?(«,>!)=  2  «lit(«-«o)'(1î-r,o)^ 

à  coefficients  positifs,  absolument  convergentes  au  voisinage  de 
I^o(io»  ^lo)  ^^  telles  que  Ton  ait,  quels  que  soient  i  et  A*, 

ai,il  =  |a,-,A|. 

M.  Poincaré  indique  cette  dépendance  des  fonctions  y  et  o  par  la 
notation 

Supposons  en  plus  que  Tégalité  soit  exclue,  c'est-à-dire  que  Ton 
ait  toujours 


/  / 


MÉLANGES. 
A  étant  une  constante  positive.  Nous  exprimerons  ce  fait  par 

Il  semble  alors  tout  naturel,  par  raison  de  continuité,  d'ad- 
mettre que  la  propriété  se  conserve  pour  les  points  voisins,  ou, 
pour  être  plus  précis,  d'admettre  que  l'on  pourra  déterminer  deux 
régions  r  et  p  entourant  respectivement  rrio  et  [Xq  et  telles  que,  m 
désignant  un  point  quelconque  de  r  et  {X  un  point  quelconque  de  p, 
on  ait  toujours 

Ce  que  nous  avons  vu  précédemment  nous  montre  immédiate- 
ment que  cette  propriété  générale  n'exisle  pas,  car,  quoique  la 
fonction  cp  ait,  en  [Xoi  tout  ses  coefficients  positifs  et  supérieurs  à 
an  nombre  fixe  non  nul,  il  n'en  résulte  pas  qu'il  en  sera  encore 
ainsi  pour  les  points  voisins. 

On  peut  même  en  donner  des  exemples.  Soit  f  (i,  t))  une  des 
séries  à  plusieurs  variables  formées  à  la  fin  de  la  première  partie  et 
dont  tous  les  coefficients  sonl  supérieurs  à  une  constante  posi- 
tive u.  Prenons  v  telle  que 

o  <  f  <  a 

et  formons  une  série  f{^,y)  en  x  —  Xq^  y — y^  dont  tous  les 
coefficients  seront  compris  entre  —  v  ei  -\-  v, 

La  série y(j?,^)  est  absolument  convergente  dans  le  même  rec- 
tangle que  Qp(i,  rÇ)  et  l'on  a  toujours 

On  a  donc  bien 

et  nous  avons  vu  que  l'on  peut  trouver  des  points  [x,  aussi  voisins 
de  p.o  <iue  l'on  veut,  et  où  le  développement  de  <f  présente  des 
coefficients  négatifs  et,  par  suite,  où  <p  ne  peut  plus  être  une  fonc- 
tion majorante. 

II  n*y  a  donc  pas  là  une  propriété  générale  ;  néanmoins,  dans  les 
applications,  on  peut  toujours  supposer  que  les  fonctions  majo- 
rantes employées  la  possèdent;  cela  résulte  immédiatement  de  ce 
que  le  choix  des  fonctions  majorantes  initiales  est,  en  général,  ar- 
bitraire et  de  la  propriété  suivante,  que  nous  allons  démontrer. 

y(jr,  y)  étant  une  fonction  analytique  dans  un  domaine  R, 
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quel  que  soit  le  domaine  r^  intérieur  à^^  il  est  toujours  possible 
de  trouver  une  fonction  <p(Ç,  ti)  et  un  domaine  p  dans  le  plan 
des  i,  Tj  de  façon  que  la  fonction  ©  soit  analytique  dans  tout  p 
et,  qiien  désignant  par  m  et  |x  deux  points  quelconques,  situés 
respectivement  dans  r  et  p,  on  ait  toujours 

En  tout  point  m  de  r,  la  fonclion  /  est  développable  en  série 
ordonnée  et  nous  savons  former  une  série  majorante 

M;n 


U{lyï)  = 


{'-'-^){'-'-^) 


Soit  M  le  maximum  de  M^  dans  r  et  de  même  A  le  minimum 
de  ô;„  et  5^,.  On  aura,  quel  que  soit  m, 

i\k\  \     dxiôyfc     A„|=  ai,8'^-  =  A'-^*' 
de  sorte  que  si  Ton  considère  la  fonction 

M 


Hl^)  = 


on  aura 

Ceci  posé,  prenons  une  fonction  de  même  forme 

et  assujettissons  le  point  |x(Ç,  t;)  aux  conditions 

15  — îoKDe,         |r,-r,o|<De,         o<£<i, 

qui  définissent  un  rectangle  p  ayant  Uq  comme  centre.  En  tout 
point  [JL  de  p,  la  fonclion  '^  aura  évidemment  toutes  ses  dérivées 
positives  et  en  outre  on  aura 


(-^r^rx-H^-) 
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Cherchons  si  Ton  peut  déterminer  N^  D  et  e  de  façon  que  la  diflfé- 

rence 

I  N  M 

X 


soit  supérieure  à  un  nombre  positif  donné  A,  quels  que  soient  i 
et  k. 

Il  faut  d'abord,  pour  que  celte  quantité  reste  toujours  positive, 
que  le  rapport 

M 

ou       — ^-vï —  X  '  ^  ^ 


I  N  N 

X 


{^t-^) 


D'-*-*     (i-+-6y+*+« 


reste  toujours  inférieur  à   i,  condition  certainement  réalisée  si 

l'on  a 

MÇi^j^t  D(i-f.e) 

N         ^''  A        ^'• 

En  écrivant  alors  la  différence  sous  la  forme 

N 


rz  X 


(i^t)«       (D(i-+-e)y-*-^ 


[.-Hi^><(£ii^y-*] 


on  voit  que  le  second  facteur  croît  constamment  avec  iH- A*,  il  en 
sera  de  même  du  premier  et  par  suite  du  produit  si  Ton  a 

D(n-e)<i. 

Dans  ces  conditions,  la  différence  sera  toujours  égale  ou  supérieure 
à  sa  valeur  pour  1  +  A:  =  o,  de  sorte  qu'il  ne  restera  plus  à  vérifier 
que  rinégalité 

-_M>  A, 


(1-^0 


laquelle  entraîne  forcément  la  première  écrite. 

Pour  les  résoudre,  on  se  donnera  arbitrairement  un  nombre  e 
inférieur  à   1.  On  prendra  ensuite  D  inférieur  au  plus  petit  des 

deux  nombres et et  enfin  N  supérieur  à  (Ah- M) (iH-e)^. 

La  fonction  9  étant  ainsi  construite,  on  aura 

,    /_^^-^\  >_L___JL_>JL  .  A>  .i^(^J1!lL\  U\ 
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Autrement  dit,  quels  que  soient  les  points  m  et  |x  dans  r  et  p  on 
aura 

On  peut  exprimer  ce  fait  en  disant  que,  dans  le  domaine  p,  la 
fonction  ç(Ç,  t\)  est  majorante  relativement  à  la  fonction  f{x^y) 
dans  le  domaine  /*,  et  on  pourra  l'exprimer  par  la  notation 

On  pourrait,  en  suivant  la  même  marche,  trouver  une  fonction  ^ 
restant,  dans  tout  un  domaine  p,  majorante  pour  plusieurs  fonc- 
tions y*!,  /a,  ...,//!  dans  leurs  domaines  respectifs  ri,  r^,  . . . , 

/-„('). 

En  outre,  on  peut  remarquer  que  la  démonstration  ne  suppose 
pas  que  les  x  et  les  j^,  qui  correspondent  aux  points  m,  sont  réels; 
de  sorte  que  la  propriété  existe,  même  si  les  domaines  rsont  ima- 
ginaires, c'est-à-dire  comprennent  des  points  m  qui  correspondent 
à  des  valeurs  imaginaires  de  x  et  y. 


(*)  Dans  un  Mémoire  récent  [Sur  les  équations  linéaires  aux  dérivées  par- 
tielles à  caractéristiques  réelles  {Annales  de  l'École  normale,  Suppl.  i8^)]. 
je  me  suis  servi  des  fonctions  majorantes  pour  établir  un  lemme  fondamenlal. 
J'y  étais  arrivé  en  me  fondant  sur  les  calculs  que  je  viens  de  développer  en  der> 
nier  lieu;  mais  dans  la  rédaction  définitive,  pour  plus  de  rapidité,  j'avais  admis, 
comme  évidente,  la  propriété  générale  que  je  viens  de  démontrer  être  fausse.  Il 
suffit,  pour  rétablir  la  démonstration  primitive  et  la  rigueur  absolue,  au  lieu 
d'admettre  que  les  fonctions  majorantes  initiales  conservf*<£  leur  propriété  pour 
les  points  voisins,  de  dire  que  ces  fonctions  ont  été  choisies  de  façon  qu'il  en 
soit  ainsi. 
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COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES. 

NEPERUS.  —  MlRIFlCI  LOGARITHMORUM  CANOMS  CONSTRUCTIO,  ETC.,  reproduC- 

lion  pbototypîque  de  Tédition  de  Lyon,  1620.  62  p.  in-8".  Paris,  Hcrmann; 
1895. 

Oo  sait  qu'il  existe,  sur  les  logarithmes,  deux  Ouvrages,  d'ail- 
leurs rarissimes,  de  leur  inventeur  John  Napier  :  le  premier,  la 
Description  publié  en  i6i4,  ne  parle  guère  que  de  l'usage  de 
la  Table  qui  s'y  trouve  et  qui  donne  pour  toutes  les  minutes  du 
quart  de  cercle  les  sinus  et  cosinus  naturels,  les  logarithmes  (*) 
des  sécantes  et  cosécantes,  ainsi  que  ceux  des  tangentes  (ou  co- 
tangentes).  C'est  le  second,  la  Constructio,  qui  est  le  plus  impor- 
tant au  point  de  vue  théorique,  puisqu'il  expose  avec  détail  le 
mode  de  calcul,  très  remarquable,  imaginé  par  Napier. 

Composée  certainement  dès  avant  1614  (l'expression  de  loga- 
rithme ne  s'y  trouve  pas  encore;  Napier  dit  numerus  artiji- 
ciaiis),  la  Constructio  a  été  éditée  deux  ans  après  la  mort  de 
Fauteur  par  son  fils  Robert  (Edimbourg,  1619),  ^^^  y  joignit 
un  Appendix  (où  John  Napier  propose  un  système  de  logarithmes 
revenant  à  celui  aujourd'hui  en  usage  (2),  des  Propositiones  de 
Trigonométrie  sphéiique  (où  figurent  les  Analogies),  ainsi  que 
des  additions  de  Henri  Briggs  sur  ces  deux  sujets. 

L'opnscnle  fut  réimprimé,  sans  modifications,  dès  l'année  sui- 
vante, avec  privilège  pour  la  France  et  l'Allemagne,  à  Lyon,  par 
Barthélémy  Vincent  (et  non  pas  à  Leyde,  comme  l'indiquent  à 
tort  plusieurs  Ouvrages  de  bibliographie).  Sa  reproduction  pho- 
totypique, sera  sans  nul  doute  accueillie  avec  faveur  par  tous 
les  mathématiciens;  mais  parviendra- t-elle  à  dissiper  toutes  les 


(•)  Ce  mot  étant  pris  dans  le  sens  ordinaire  et  non  pas  d*aprés  la  définition 
de  Napier. 

(*)  Plas  exactement  un  système  où  le  logarithme  de  Tunité  est  o  et  le  loga- 
rithme de  10  est,  non  pas  l'unité,  mais  io*<*,  ce  qui  revient,  dans  nos  logarithmes 
ordinaires,  à  déplacer  la  virgule  de  10  rangs  vers  la  droite.  C'est  dans  les  addi- 
tioas  de  Briggs  qae  la  base  10  est  indiquée,  avec  la  propriété  de  la  caractéris- 
tique. 
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tenaces  erreurs  qui  subsistent  à  propos  du  véritable  caractère  de 
rinvention  de  Napier? 

Ce  n'est  pas  qu'il  manque  de  bonnes  analyses  de  la  Descriptio 
et  de  la  Constructio;  par  exemple  on  peut  citer  celle  de  M.  Can- 
tor,  au  second  Volume  de  ses  Vorlesungen  (pages  666  à  673). 
Mais  on  ne  peut  pas  tout  discuter  dans  une  analyse,  et  dans  la  dif- 
ficulté de  recourir  aux  sources,  les  controverses  sur  des  points 
importants  se  renouvellent  inutilement. 

Avant  tout,  il  serait  essentiel  de  faire  disparaître  le  malencon- 
treux usage  d'employer  le  terme  de  logarithme  népérien  comme 
synonyme  de  logarithme  naturel  ou  hyperbolique. 

Les  nombres  de  Napier  sont,  en  eifet,  absolument  différents, 
son  but  était  de  simplifier,  avant  tout,  les  calculs  trigonomé- 
triques,  les  seuls  qui,  de  son  temps,,  eussent  une  importance 
réelle.  D'après  les  habitudes  d'alors,  il  a  représenté  le  rayon  par 
une  puissance  A  de  10  (en  fait  A=  10^),  les  sinus,  dès  lors,  par 
des  nombres  inférieurs;  il  a  affecté  d'autre  part  le  zéro  comme 
logarithme  au  rayon  A,  et  donné  pour  les  sinus  des  logarithmes  de 
I  à  8  figures  entières.  Soit  a  un  sinus,  \é{ct)  son  logarithme  natu- 
rel, N(a)  le  nombre  de  Napier,  on  a  la  relation 


N(.)  =  Al(^) 


Si  Ton  déplace,  dans  les  Tables  de  Napier,  la  virgule  de  sept 
rangs  vers  la  gauche,  aussi  bien  pour  les  sinus  naturels  que  pour 
les  logarithmes,  c'est-à-dire  si  Ton  prend  le  rayon  pour  unité, 
d'après  nos  habitudes,  on  a,  au  contraire,  évidemment 


N(«)  =  I.(i) 


C'est  dans  ce  sens  que  j'ai  dit  en  commençant  que  la  Table  de 
la  Descriptio  donne  les  logarithmes  des  sécantes  ou  inverses  des 
sinus. 

Mais  si,  théoriquement,  en  applic^uant  les  principes  du  Calcul 
infinitésimal  à  la  définition  donnée  par  Napier  (*),  on  arrive,  sans 


(*)  Oo  sait  qu'il  y  fait  intervenir  la  correspondance  d'un  mouvement  uniforme 
et  d'un  mouvement  dont  la  vitesse  décroît  en  progression  géométrique. 
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conteste  possible,  à  la  relation  indiquée  ci-dessus;  une  grave  con- 
troverse De  s'en  est  pas  moins  élevée  dès  le  siècle  dernîer  sur  la 
question  de  savoir  si,  en  s'attachant  au  mode  de  calcul  suivi  par 
Napier,  on  doit  réellement  considérer  le  nombre  e  comme  étant  la 
base  des  logarithmes  de  sécantes  de  sa  Table. 

M.  Siegmund  Gûnther,  dans  ses  remarquables  Vermischte 
Vntersuchungen  (Leipzig,  Teubner,  p.  271  à  278;  1876)  a  ré- 
sumé comme  suit  le  résultat  de  cette  controverse  :  «  La  différence 
entre  les  logarithmes  de  Napier  et  les  logarithmes  naturels  est  à 
la  fois  de  principe  et  de  fait  :  de  principe,  en  tant  que  Napier  ne 
possédait  pas  au  fond  le  concept  de  base;  de  fait,  en  tant  que  la 
base  qui  est  inconsciemment  suivie  dans  son  système  ne  coïncide 
pas  avec  le  nombre  e  =  2,71828...  ». 

Je  ne  pense  pas  que  cette  conclusion  doive  subsister  entière- 
ment, et  M.  Siegmund  Giinther  ne  me  paraît  pas  avoir  tenu  un 
compte  suffisant  des  articles  de  Biot  dans  le  Journal  des  Sa- 
(Ï7/I/5,  mars,  mai  et  juin  i835,  articles  dont  le  dernier,  en  parti- 
culier, est  jusqu*à  présent  l'étude  la  plus  approfondie  qui  ait  été 
faite  de  la  Constructio. 

Il  est  incontestable  que  Napier  n'a  pas  notre  concept  de  base; 
mais  quand  il  remarque  (page  28)  que  tous  les  sinus  en  propor- 
tion décuple  ont  leurs  nombres  artificiels  en  différence  constante, 
ilya  évidemment  un  concept  tout  à  fait  équivalent.  A  la  vérité, 
lenombre qu'il  donne  pour  cette  différence,  23o25842,34,  ne  con- 
corde pas  exactement  avec  le  logarithme  naturel  de  10  soit 
^025800929...  et  si  l'on  cherche  la  base  du  système  où  10  a  le 
Ic^arithme  indiqué  par  Napier,  on  trouve,  au  lieu  dee,  le  nombre 

Mais,  comme  Biot  l'a  mis  en  évidence,  cette  circonstance  tient 
uniquement  au  fait  d'une  erreur  matérielle  de  calcul,  commise 
P*r Napier,  erreur  qui  a  influé  sur  la  valeur  de  la  totalité  de  ses 
logarithmes  au-dessous  du  nombre  9995000;  elle  ne  tient  pas  aux 
pnncipes  mêmes  du  calcul  de  Napier. 

Si  Biot  dit  très  exactement  :  «  Napier  montre  que  le  logarithme 
do  premier  terme  9999999  est  nécessairement  compris  entre 
ifOooooooet  1,000000  I,  de  sorte  qu'il  le  prend  égal  à  1,000 000 o5; 
or  la  valeur  exacte  de  ce  logarithme,  calculée  par  nos  méthodes 
actuelles  est  i,ooooooo5oooo3333,  de  sorte  que  l'évaluation  de 
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Napier  est  seulement  en  erreur  d'un  tiers  d'unité  sur  la  quator- 
zième décimale  de  ce  logarithme  »,  il  ne  faut  nullement  en  con- 
clure que  les  méthodes  de  calcul  de  Napier  ne  pouvaient  pas  le 
conduire  à  une  approximation  aussi  exacte  que  les  nAtres,  mais 
seulement  qu'il  s'est  arrêté  à  un  certain  rang,  absolument  comme 
dans  tout  calcul  réel. 

La  Constructio  montre,  en  elTet,  très  clairement  qoe  Napier  se 
rendait  parfaitement  compte  des  erreurs  qu'il  commettait  de  la 
sorte.  Il  a  soin  de  calculer  toujours  exactement  ses  nombres 
jusqu'à  une  figure  d'un  rang  déterminé,  soit  qu'il  opère  directe- 
ment, soit  qu'il  détermine  deux  limites  entre  lesquelles  sera  com- 
pris le  nombre  cherché. 

Sa  méthode  est  d'ailleurs  excessivement  remarquable  en  ce 
qu'il  arrive  à  son  but  (et  cela  d'une  façon  rigoureuse,  sauf  les 
erreurs  matérielles)  sans  aucune  extraction  de  racine  et  avec  très 


peu  de  multiplications  et  de  di 


r  des  nombres  autres  que 
2  ou  les  puissances  de  lo.  Aussi,  je  ne  croi^  pas  que  le  calcul  de 
sa  Table  lui  ait  coûté  autant  d'années  que  Biol  paraît  le  penser. 
[|  y  aurait  là  une  question  intéressante  à  étudier. 

Napier  a  au  reste  reconnu  (page  34)  que  les  erreurs  dans  sa 
Table  pouvaient  afTecier  tes  deux  dernières  ligures;  mais  il  l'a 
attribué,  probablement  avec  raison,  à  l'imperfection  des  Tables 
de  sinus  dont  il  s'était  servi  et  a  indiqué  les  modifications  à  faire 
subir  à  son  système  de  calcul  pour  opérer  sur  des  Tables  de  sinus 
à  huit  figures  exactes. 

Le  principe  du  sysième   de  Neper  est  d'ailleurs  le  suivant  : 
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nombres  de  celle  Table  ne  sont  pas  exactement  ceux  qui  doivent 
figurer  dans  la  Table  définitive;  ce  ne  sont  pas  des  entiers  ou  bien 
ce  ne  sont  pas  les  sinus  d\in  arc  d^un  nombre  entier  de  minutes. 
Il  a  donc,  pour  Irouver  les  logarithmes  de  ces  derniers,  à  faire  su- 
bir une  correction  aux  logarithmes  des  termes  les  plus  voisins 
dans  sa  Table  radicale;  cette  correction  s^opère  en  ajoutant  un 
terme  obtenu  par  division.  Biot  a  montré  par  une  discussion  dé- 
taillée que  ce  système  revient  toujours  à  négliger  dans  le  dévelop- 
pement de  L(i  — x)  des  termes  qui  ne  peuvent  influer  sur  le 
degré  d^approximation  désiré  par  Napier,  et  ce  degré  pourrait 
être  sensiblement  reculé  sans  modifier  en  rien  les  principes  géné- 
raux du  calcul. 

Les  divergences  entre  la  Table  de  Napier  et  les  Tables  des  lo- 
garithmes hyperboliques  tiennent  donc  uniquement  à  des  erreurs 
matérielles,  comme  celle  que  Biot  a  signalée. 

Paul  Tannery. 


IIENKE  (R.).  —   Uebbr  die  Méthode  dbr  Kleinsten  Quadrate.  Zweilo 
Auflago.  1  vol.  iv-77  p.  in-8".  Leipzig,  Teubner,  1894. 

Ce  petit  Opuscule  est  la  reproduction  de  la  dissertation  inau- 
gurale de  l'auteur,  qui  date  de  1868.  II  est  d'une  lecture  intéres- 
sante et  facile,  et  contient  de  nombreux  renseignements  histo- 
riques et  critiques;  l'auteur  n'a  d'ailleurs  pas  changé  le  texte  de 
la  première  édition;  il  s'est  contenté  d'y  ajouter  deux  Notes. 
Quant  à  sa  conclusion  personnelle  sur  ce  sujet  si  débattu,  elle 
semble  bien  acceptable;  elle  consiste,  au  fond,  à  regarder  la  mé- 
thode, dans  sa  généralité,  comme  fondée  sur  un  postulat^  que 
Ton  peut  éclaircir  par  de  bonnes  raisons,  indépendamment  de  la 
théorie  des  probabilités.  Si  Ton  ajoute  que  la  pratique  justifie 
remploi  de  la  méthode,  au  moins  sous  certaines  conditions,  et 
lorsqu^on  ne  prétend  pas  qu'elle  permet,  en  multipliant  les  obser- 
vations, d'approcher  indéfiniment  de  la  vérité,  on  ne  risquera 
sans  doute  pas  de  se  tromper  beaucoup.  J.  T. 


1 
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MELANGES. 

SUR  LES  FONCTIONS  ULTRA-ELLIPIIQOES  A  DEUX  ARGUMENTS; 

Par  m.  Pierre  POKROVSKY. 

Le  présent  travail  a  pour  objet  l'étude  des  fonctions  ultra- 
elliptiques,  dont  nous  établirons  les  propriétés  fondamentales  à 
Taide  du  théorème  d'AbeL  Nous  nous  servirons,  dans  l'exposé  de 
ce  travail,  de  la  théorie  des  intégrales  abéliennes  de  Riemann  et 
des  recherches  de  M.  Weierstrass  dans  le  domaine  des  fonctions 
ultra-elliptiques  et  des  fonctions  abéliennes.  La  combinaison  de 
la  méthode  de  M.  Weierstrass  avec  celle  de  Riemann  nous  donne 
la  possibilité  d^établir  aisément  la  théorie  des  fonctions  ultra- 
elliptiques  à  deux  arguments,  ainsi  que  d'indiquer  une  série 
d'analogies  entre  ces  fonctions  et  les  transcendantes  elliptiques. 

1.  Des  intégrales  ultra-elliptiques.  —  Nous  pouvons  prendre 
comme  type  général  des  intégrales  ultra-elliptiques  de  la  première 
classe  l'expression 


(I) 


/,^.. 


où  la  fonction  algébrique  t  est  de  la  forme 

.  ^  /i(n-^.A(/)v/R(T) 


(•i) 


La  fonction  t  renferme  des  fonctions  rationnelles  à  argument  t 
et  un  radical  du  second  degré  d*un  polynôme  R(/)  du  cinquième 
degré;  posons 

(3)  R(/)=P(/)Q(/), 

où 

Nous  choisirons  les  racines  de  l'équation  R(/)  =  o  de  manière 
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que,  élant  réelles,  elles  satisfassent  aux  inégalités 

«0  >  «1  >  «î  >  «8  >  «*  ; 

dans  le  cas  des  racines  imaginaires,  leurs  parties  réelles  satisferont 
aux  mêmes  inégalités. 

Les  intégrales  du  type  (1)  peuven  t  être  ramenées  à  trois  espèces  ; 
nous  prendrons  ces  dernières  sous  la  forme  canonique  de 
M.  Weierstrass  et  nous  adopterons  pour  elles  les  définitions  sui- 
vantes. Les  intégrales  de  la  première  espèce 

(4)  J(^.  «iit-j)=  /  -; 77;=—         (^  =  «)'^) 

seront  finies  pour  toutes  les  valeurs  de  la  variable  et  linéairement 
indépendantes  les  unes  des  autres.  Les  intégrales  de  la  deuxième 
espèce 

auront  une  discontinuité  algébrique  au  point  x  =  a2k~\  - 
Enfin,  les  intégrales  de  la  troisième  espèce 


XX  ^  '     J      Via)    x  —  a 


iLr 


^/\K{x) 


auront  une  discontinuité  logarithmique. 

Pour  la  représentation  géométrique  des  fonctions  t  on  se  sert 
de  la  surface  de  Riemann,  formée  de  deux  plans  qui  se  ren- 
contrent aux  six  points  de  ramification  {points  critiques)  et 
suivant  les  lignes  appelées  lignes  de  passage.  En  généralisant  le 
ihëorème  de  Cauchj  et  en  se  servant  du  principe  de  la  déforma- 
tion continue,  Riemann  est  arrivé  à  la  représentation  uniforme 
«les  intégrales  des  fonctions  algébriques.  Les  intégrales  du  type  (1) 
ont  une  représentation  uniforme  sur  la  surface  de  Riemann, 
lorsqu'on  la  transforme  en  une  surface  simplement  connexe,  à 
l'aide  de  quatre  sections  convenablement  choisies.  En  passant  du 
côté  droit  de  l'une  quelconque  des  sections  sur  son  côté  gauche 
les  intégrales  du  type  (1)  reçoivent  des  accroissements  que  nous 
appellerons  modules  de  périodicité. 

Désignons  mulucllement    les  modules  de  périodicilc  des  in- 
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tégrales  de  la  première  et  de  la  deuxième  espèce  sur  nos  quatre 
sections  par 

J(ar,  ajA^i) hùau     a^iti,     ii^'kiy     aicoi,, 

^(J7,  ajA_i) iTtki,     27)^1,      2«r/A.i,      2«r/it,. 

On  peut  ramener  les  modules  de  périodicité  des  intégrales  de 
la  première  espèce  à  des  intégrales  rectilignes  entre  les  points  de 
ramification.  Si  nous  traçons  dans  le  plan  supérieur  de  la  surface 
de  Riemann  une  courbe  fermée,  entourant  tous  les  points  de  ra- 
mification, nous  arriverons  à  des  modules  de  périodicité  de  forme 
plus  générale 

«>.  < 

(  7  )  2  lOA:  =  2  J  (a?,  au-1  )  =  ï  2  [  ''*^'  ^^''  '^  '*'*  *****•'*  1  ' 

a  est  ici  Tun  des  nombres  (o,  i,  2,  3,  4)9  nih  et  rih  sont  les 
nombres  entiers  correspondant  à  la  valeur  donnée  de  a,  nombres 
dont  la  valeur  dépend  du  choix  des  sections.  Il  est  facile  de  voir 
que  les  modules  généraux  des  intégrales  de  la  première  espèce 
sont  liés  par  la  relation 

0  113V 

(8)  tox  —  tox-h  tOA  —  u)^-h  tOA.=  o, 

la  première  partie  de  cette  relation  est  égale  à  zéro  ou  en  diffère 
par  des  multiples  des  modules  de  périodicité. 

Les  modules  de  périodicité  des  intégrales  de  la  deuxième 
espèce  peuvent  aussi  être  ramenés  à  des  intégrales  rectilignes 
entre  les  points  de  ramification,  sauf  toutefois  pour  les  points 
^2A-M  pour  lesquelles  Tune  quelconque  des  intégrales  devient  in- 
finie. Au  système  (7)  correspondent  les  modules  des  intégrales  de 
la  deuxième  espèce  de  la  forme 

s 

(9)  ar,^=  i^lnikT^kh-^  nhir^\u]^ 

h  =  i 

OÙ  les  nombres  a,  ni/t  et  /i^  ont  la  signification  précédente* 
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Ces  modules  généraux  sont  liés  par  la  relation 

0  113  4 

(10)  T,X  —  r^it  -+■  TtJi.  —  TJX  -+-  T,A  =  O. 

On  peut  établir  une  série  de  relations  entre  les  modules  de  pé- 
riodicité de  la  première  et  de  la  deuxième  espèce,  mais  nous  ne 
nous  arrêterons  pas  sur  ce  point. 

2.  Théorème  d'Abel,  —  Dans  son  célèbre  Mémoire  /te- 
marques  sur  quelques  propriétés  générales  d'une  certaine 
sorie  de  fonctions  transcendantes,  Abel  a  donné  le  théorème 
général  d'addition  des  intégrales  ultra-elliptiques.  Examinons  ce 
théorème  dans  son  application  aux  intégrales  ultra-elliptiques  de 
la  première  classe  sous  la  forme  canonique  de  M.  Weierstrass. 
Désignons  par  ^i{x)  et  62 (:r)  deux  polynômes  entiers  dont  les 
coefficients  sont  quantités  arbitraires  et  formons  Téquation 

<|)(x)  =  0Î(J7)  V{x)  —  mx)  Q(j?)  =  o, 

oii   P(^)  et  Q(a:)  sont  des  facteurs  du   polynôme  R(j:^)  [voir 

(3H3')]. 

Supposons  que  cette  équation  admette  [x  racines  0:1,0:2,  . ..,  x^; 
en  appliquant  la  méthode  d'Abel,  nous  arrivons  au  théorème  sui- 
vant d^addition  des  intégrales  de  la  première  espèce 

y- 

2  J^^'^»  ^«^^»  ^  —  const.        (A:  =  I,  2). 

A  =  l 

Abel  ne  va  pas  plus  loin  dans  son  examen  des  coefficients  arbi- 
traires. C'est  M,  Weierstrass  (*)  qui  eut  le  premier  l'idée  féconde 
de  fixer  ces  quantités  arbitraires.  D'après  le  théorème  d'Âbel,  les 
sommes  des  intégrales  de  la  première  espèce  sont  constantes,  c'est- 
à-dîre  qu'elles  ne  dépendent  pas  des  coefficients  de  la  fonction 
€|>(jr)  ;  on  pourra,  par  conséquent,  attribuer  à  cette  dernière  fonc- 
tion une  valeur  déterminée,  si  Ton  en  considère  les  coefficients 


(  •  )  Voir  Zur  Théorie  der  abelschen  Funclionen  et  d'autres  Mémoires  relalifi^ 
aux  fonctions  9ihé\\tïïTkt%  {Mathematische  Werkevon  Karl  Weierstrass,  Bd.  I-II. 
Berlin,  iSoî-iSgS). 
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comme  des  quantités  doanées,  convenablement  choisies.  A  cet 

efTel,  prenons  la  fonction  t  du  paragraphe  précédent  (a). 

A  une  valeur  donnée  de  -;  correspondent  des  valeurs  de  t, 
fournies  par  l'équation 

il  en  résulte  que  les  zéros  /i,-  de  la  fonction  t  sont  donnés  par 
l'équation 

et  les  infinis  m,*  de  la  même  fonction  par  l'équation 
(.2)  FÎ(/j-F»(/)R(/)=o. 

La  fonction  ■:,  comme  il  est  facile  de  le  démontrer,  possède  les 
propriétés  suivantes  :  le  nombre  de  ses  zéros  est  égal  à  celui  de 
ses  infinis,  ce  nombre  ne  peut  être  inférieur  à  3. 

En  outre,  on  peut  définir  la  fonction  t  à  l'aide  des  zéros  et  des 
infinis  qu'on  s'est  donnés  à  l'avance,  à  condition  toutefois  que 
deux  des  infinis  (ou  deux  des  zéros)  ne  soient  pas  arbitraires, 
mais  exprimés  en  fonction  des  autres  zéros  et  infinis. 

En  appliquant  à  l'équation  F(/)  =  ii  la  méthode  d'Abel,  nous 
aurons 

où 
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il  ne  peut  entrer  dans  chacune  des  sommes  (i3)  moins  de  trois 
intégrales,  et  deux  des  quantités  nii  et  ni  ne  sont  pas  arbitraires. 
M.  Weierstrass  (*)  est  le  premier  qui  ait  démontré  analytique- 
ment,  en  toute  rigueur,  que  le  théorème  d'Abel  admet  r inversion  : 
si  deu\  suiles  de  quantités 

/ti,     riff     ...,     ni        el         //«i,     nii,     ...,     mi 

satisfont  aux  relations  (i3),  on  peut  toujours  former  une  fonc- 
tion T,  pour  laquelle  ces  suites  de  quantités  seront  réciproque- 
ment des  zéros  et  des  infinis. 

Dans  ses  recherches  {Zur  Théorie  der  abelsch.  Func- 
tioneiiy  etc.)  M.  Weierstrass  introduit  un  cas  particulier  du 
théorème  d'Âbel,  sur  lequel  nous  allons  nous  arrêter. 

Formons  la  fonction  t  qui  possède  les  zéros  ni  et  les  infinis  mi- 
suivants  : 

m/=a7^,    y,      Zi,    >3i,     x/,  au-ii 

ici  les  nombres  k  et/,  différents  les  uns  des  autres,  parcourent  les 
valeurs  i,  2. 

Les  fonctions  rationnelles  qui  figurent  dans  t  sont  évidemment 

/i(0  =  o,       /,(/)  =  consl.,       F,(0="i,       l^(0  =  (^  — «2/{-i)'|(Or 

où 

(i5)  ^^(0  =  ^0-^-01^^-0,^*. 

D'après  la  formule  (12)  les  quantités  x^^  x^-,  y^  z^  et  z^  seront 
les  racines  de  Péquation 

(16)  (<  — aîA-i)4'*(0- ï^{0:('"«u-i)  =  o; 

prenons  z%  et  Z2  pour  infinis  non  arbitraires  de  la  fonction  t,  les 
quantités  X|,  x^  et  j^  sont  arbitraires,  ainsi  que  les  signes  des 

radicaux  qui  leurs  correspondent,  c'est-à-dire  y/R(x7),  ^^\x^ 
Les  coefficients  indéterminés  Cq,  C|  et  C2,  qui  entrent  dans  la 


(•)    Théorie   der   hyperelliptischen    Functionen    {Nach   einer    Vorlesunf^ 
woa  Professor  Weierstrass,  gehalten  S.  S.  Berlin;  1887). 
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fonction  ^(^),  sont  fournis  par  les  trois  équations  de  la  forme 

(17)  Co-+-ri/-+-Cj/«=/R(7):(f  — au_i); 

il  y  faut  substituer  à  t  des  infinis  arbitraires  Xtj  ^^2  ^^^î  quant 

aux  radicaux  ^K(^i)  et  ^R(j?2)»  nous  leur  attribuons  le  signe — . 

Si  nous  éliminons  entre  les  équations  (i5)  et(i^)  les  quantités 

Cq,  Ci  et  C2,  la  fonction  ^(t)  sera  définie  de  la  manière  suivante  : 


nous  avons  posé  par  abréviation 

(19)  o(/)  =  (/-;r,)(/  — ar,). 

Mo)rennant  les  conditions  indiquées  plus  haut  le  théorème 
d*addition  des  intégrales  (i3),  (i4)  prendra,  après  quelques 
transformations  [^voir  (8),  (10)],  la  forme  suivante  : 

(20)  2   J  (5,  rtj/,-,)=2  J    (x,  aîA-i)-+- J  (^,  ajA_,)—  coA  , 


(9.1 


1  =  1  a„_, 

1=1  a„_, 

y 

y 

A  f        A 

«      «i 

s 

•»*< 

ik-\       p 

«jA:- 

-.)h-2<î:(-- 

«SA- 

-1)- 

-2 

£ 

« 

/=!    • 

1=1 

• 

=  — 4/(a,A- 

-1): 

Pï.aïAw,). 

Examinons  deux  cas  particuliers. 

Soit  d'abord  j^  =  00 ;  les  quantités  non  arbitraires  Zx  et  ^2  de- 
viendront z\  et  sjj,  et  Féquation  (16)  prendra  la  forme  suivante 


(22 


où 


=  -o(/)o,(/), 


En  posant  dans  Téqualion  (22)  d'abord  ^=:a2;fr_|  et  ensuite 


1 
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i  =  ei2/-i>  l  étant  différent  de  A',  nous  trouverons 

(a4)  ?l(«tA-l)<?(ajA-l)=  R'(«îA-l)» 

Les  expressions  (20)  et  (21)  prendront,  pour  ^^=00,  mainte- 
nant la  forme  suivante  : 


tit-l 


î      1}  J      Xi 


TQ*   -+-2^(«»«îA-l)— 2<S(^'^*^^*^ 


(^7) 


<  =  1    m  1  =  1    « 


A  =  l  ^ 


ExamÎQons  maintenant  le  cas  où  j^  =  a^  [ap  est  l'une  des  racines 
de  Inéquation  R(/)==  o,  différente  de  a2k-\  ];  les  quantités  non  ar- 
bilraîres  z%  et  z^  deviendront  z\  et  5j[,  et  l'expression  (20)  de- 
viendra 

» 

Ajant  calculé  Texpression  (21)  pour  j^=  ap,  et  ayant  retranché 
le  résultat  obtenu  de  (27),  nous  aurons 

«  , 

3.  Problème  de  Jacobi.  —  En  nous  servant  des  considérations 
de  M.  Weierstrass  sur  le  théorème  d'Abel,  nous  arrivons  aisément 
aux  conclusions  suivantes  : 

i**   Dans  rinversion  des  intégrales  ultra-elliptiques  de  la  prc- 
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mière  classe  il  faut  partir  d'un  s^sU-mc  de  deux  équaLÎons  [il  y  a, 
en  effet,  deux  limites  non  arbitraires  dans  les  expressions  (iS)]. 
Prenons  le  système  des  équations  de  M.  Weierstrass 


(3o) 


J(.x,a,)-hJ{x,a,)=u„        J(t,<7,)-»-J(3-,  «,)  =  «,, 


avec  les  conditions  initiales  suivantes  : 


2°  Le  système  de  valeurs  (x,,  x-,),  correspondant  aux  valeurs 
données  («i,  Uj),  est  unique;  en  admettant  qu'il  y  ait  un  autre 
système  semblable  {x',.  x'.^)  nous  serions  en  contradiction  avec  la 
proposition  énoncée  par  M.  Weierstrass  que  le  théorème  d'Abcl 
est  susceptible  d'inversion. 

Par  conséquent  les  quantités  x,  et  x^  sont  les  racines  d'une 
équation  du  second  degré  dont  les  coefiicienis  sont  des  fonctions 
uniformes  de  u,  et  itf  Toute  fonction  symétrique  de  x,  et  Xt  sera, 
évidemment,  une  fonction  uniforme  des  arguments  u,  et  u^; 
arrêtons-nous  sur  les  plus  simples  des  fonctions  symétriques. 
Posons 


(3i) 


i''("'t 


it  _(ff,t-, 


-J-|)f  ^1:1-1 


-J.(«),* 


(X=r 


Nous  désignons,  par  abréviation,   la  fonction  p(«i,  ('ï)î*_t  par 
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11  est  bien  clair  que  toute  fonction  sjmétrique  de  jti  et  0:2  s^ex- 
primera  rationnellement  par  des  fonctions  p(u)2k^î' 

Tirons  des  équations  (3o)  les  dérivées  partielles  de  x^  et  de  ^2 
par  rapport  à  u^  et  U2y  après  quelques  simplifications  nous  aurons 

En  nous  servant  de  la  dernière  formule  et  de  l'expression  (3'2), 
nous  trouverons  facilement 


ou 


2  /ÏÏÛV,  )  =  (  «s—  ^/*  )  P'(  W  )l  -+-  «I  —  ^/i  )  P'(  "i  )r 


Les  quantités  ^K{x^)  et  ^K^x^)  sont,  évidemment,  les  racines 
d^une  équation  du  second  degré  dont  les  coefficients  s'exprimeront, 
en  vertu  de  la  formule  (33),  rationnellement  au  moyen  des  fonc- 
tions p(ii)a*»i  et  de  leurs  dérivées.  A  l'aide  des  formules  (34)  on 
peat  établir  entre  ces  dérivées  et  les  radicaux  les  relations  sui- 
vantes : 

1=1 

Introduisons  maintenant  les  sommes  des  intégrales  de  la 
deuxième  espèce  avec  les  mêmes  limites  supérieures  que  dans  le 
système  (3o).  Posons 


i\  v 


t 


(36)  ^(^,«<tA-i)-J-^(j^,  «jA-i)=  Ç(")a         (/:  =  !,  2); 


nous  désignons  par  abréviation  la  fonction  !^(^/|,  U2)k  ps^i*  s('^)a? 
de  même  que  nous  écrirons  par  la  suite  X^\u  —  wj^  au  lieu  de 

La  fonction  ^{u)k  est  une  fonction  uniforme  de  ses  arguments, 
car,  la  relation  établie  par  les  équations  (3o)  étant  uniforme,  le 
sjslème  (x^^x^)  reprend  les  valeurs  initiales  en  même  temps  que 
(wi»  "î)«  Au  contraire,  à  un  système  donné  de  valeurs  de  {x^^  x^) 
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correspond  un  nombre  infini  de  valeurs  de  (fi|,  fis).  Supposons 
que  X|  et  Xj,  aprrs  avoir  parcouru  des  contours  fermés  sur  la 
surface  de  Riemann,  aient  repris  leurs  valeurs  initiales  :  les  quan- 

tilés  Uh  du  système  (3o)  recevront  des  accroissements  2coa  et  la 

a 

somme  des  intégrales  de  la  deuxième  espèce  Taccroissement  st^a. 
Par  conséquent  on  aura  la  relation 

/  a  a   \  a 

(3;)  Çv"i-H  2(ui,  wt-*-  atujA  =  '3Lr^k-^  Ç;(Mi,  mjU: 

a  est  ici  Tun  des  nombres  (o,  i ,  2,  3,  4)* 

La  fonction  ^{ii)k  est  finie  tant  que  les  valeurs  de  U\  et  u^  sont 
diflerentes  de  zéro;  mais,  lorsque  </<  et  U2  s'annulent,  Tune  des 
quantités  Xh  devient  égale  à  asA.i  et  l'intégrale  correspondante  de 
la  deuxième  espèce  devient  infiniment  grande. 

Enfin,  en  discutant  les  intégrales  de  la  deuxième  espèce  sur  la 
surface  de  Riemann,  nous  arrivons  à  cette  conclusion  que  ^(k)a 
sera  une  fonction  impaire  des  arguments  U\  et  1/2- 

L'introduction  des  fonctions  ^{u)k  a  une  grande  importance, 
attendu  que  l'on  détermine,  à  l'aide  de  ces  fonctions,  le  caractère 
des  transcendantes  p(w)2A-<,  leurs  zéros  et  leurs  infinis.  On  peut 
établir  une  liaison  entre  les  fonctions  s('0*  ^'  p{^)2k^%  a»  moven 
dos  relations  (|ui  découlent  du  théorème  d'Abel.  Il  résulte  des  ex- 
pressions (2())  que  les  quantités  z\  et  z^  sont  liées  aux  arguments 

//^ —  (oy^  de  la  même  manière  que  les  quantités  x%  et  X2  sont  liées 
aux  arguments  //a-  H  s'ensuit  que,  si  nous  nous  servons  des  rela- 
tions (3i)  et  (3j),  les  formules  (24),  (2:"))  et  (27)  prendront  la 
forme  suivante  : 


08) 


(39^  H^^\k    yV\^'-    ^^     1/-1--  T j^^ ^ 


\io) 


I/rxpros>itui  y'^^\  in>us  montre  que  les  quantités  z\  et  5*,  pour 

t/-|       u  —  \ 

:i  :=.»/■•  I ,  sont  liées  aux  arguments  //a -h  wa  —  ^k   de  la  même 
la^on  que  les  (|uanlitês  .r,  et  .r^  sont  liées  aux  arguments  Uk\  la 
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formule  (29)  prendra  par  conséquent  la  forme 

(4i)       r^k  — ÇUh-  w  -  (0  ;^.-hçU—  w  Ja= ^V  ' 

Indiquons  mainlenant  les  relations  qui  existent  entre  les  dé- 
rivées des  fonctions  Ç(w)a  et  les  fonctions  J>(w)2a_i,  en  nous  ser- 
vant de  la  définition  des  intégrales  de  la  deuxième  espèce  (5)  et 
des  formules  (3i)  et  (35),  nous  aurons 

àui  [F(a,^,)]«  p(a)^A^-l' 

duk  P'(a,jt-i)  Lp(")ia-i  ^  P'(au_i)  p(a),*_ij' 

En  remplaçant  dans  les  dernières  formules  les  argument  u^  par 
s*— t 
Uh —  <>>A  )  nous  obtiendrons,  à  Taide  des  expressions  (38)  et  (3g), 

les  relations  suivantes 

^  dut  ""  4  ^"/  ^"A- 

agi,M—   eu    ;it                                I  (^logp(ii)2X-i  <Hogp(a)ï/-i 
^^^>      55i =-P{«)«A.-i-^ j^^^ -^^ 

II  s'ensuit  que 

àXXu—    co    )k  _  àX^\u  —   c.)    )i  ^ 
dui  ~~  duk  ' 

par  conséquent,  les  fonctions  de  la  forme  X\h  -|-  w —  w  /a  sont 
des  dérivées  partielles  d'une  certaine  fonction  à  arguments  u^ 

et  ££9. 

Introduisons,  en  conséquence,  avec  M.  Wcierslrass  {Zur 
Théorie  der  abetsch.  Funct.)  les  fonctions  Al(^£«,  u^)  et 
AI(fiit  ^s)a9  qu^  nous  déterminerons  au  moyen  des  équations 

s 
(44)         </IogAl(a,,ii,)  =  — ^L  'JA-hÇCm—    w   )k\duk, 

1 

<45>       </logAl(iii,at)a=— J^  L  ^M— ^*-+-Cv"—    «»>    -^^)k\duk\ 

k=\ 

2  est  ici  l'an  des  nombres  (o,  1 ,  2,  3,  4)* 
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Les  fonctions  Al(//|,  U2)a  ^^  déduisent,  comme  il  est  facile  de 
le  voir,  de  la  fonction  Al(ui,  u^)  en  changeant  les  arguments  de 
celle-ci  en  des  systèmes  de  demi-modules  de  périodicité  (voir  n^  1  ). 

4.  Des /onctions  ultra-elliptiques.  — Comme  fonctions  ultra- 
elliptiques/b/zâfame/i/a/e5  prenons  les  plus  simples  des  fonctions 
uniformes  de  Ut  et  u^y  déterminées  par  le  système  des  équa- 
tions (3o).  Conformément  à  ce  qui  a  été  dit  dans  le  paragraphe 
précédent,  on  peut  considérer  comme  fondamentales  les  deux 
fonctions  suivantes  : 


(5i)     ^(-»^-^    j;/v-»^-'--w  ^ai(^^^  u,),,^^        (^  =  1,2). 


Les  fonctions  al(w«,  U2)2k^i  peuvent  être  représentées,  comme 
il  est  facile  de  le  voir,  sous  forme  de  quotient  de  deux  séries 
transcendantes  entières  Al(i/|,  e/2)2A-«  et  Al(i/|,  c/a).  En  nous 
servant  maintenant  des  formules  (46)  et  (5o),  nous  arrivons  à 
cette  conclusion  que 

/  a  a   \ 

(52)  al«Viii-H2ii*,,  Mî-H2<i>,;t*-i  =  al*(ui,  Mj)jA:-t        (a  =o,  I,...,  4). 

Comme  les  modules  de  périodicité  des  intégrales  de  la  première 
espèce  sont  liés  par  la  relation  [voir  (8)] 

0  1  s  3  b 

««>A  —  WA:  -H  U)A-  —  tOA-  -h  a>A  =  O, 

les  fonctions  al(//|,  ^2)2^.1  auront,  évidemment,  quatre  systèmes 
différents  de  périodes  simultanées. 

Montrons,  enfin,  que  les  fonctions  al(;/|,  U2)2k-i  sont  soumises 
au  théorème  d'addition.  A  cet  efTcl,  formons  la  fonction  t  qui 
admet  les  zéros  n^  et  les  infinis  m/  suivants  : 

/i/=a\*\     ai*^         mi=ai,     a,,     xi,     Tj,    ^,,    j'j,     Zi,     Zf. 

L^équation  (12),  après  élimination  des  racines  ^i  et  as,  sera 
remplacée  par  la  suivante  : 

(53)  i  P(0['*-+-A,/-f-Aop-Q(0[BoH-B,rp 

;       =(t-Xi)(t--XtHt^yiUi-f,){f--Zi){f  —  z^). 

Prenons  comme  infinis  arbitraires  ^1  el  G2;  les  quantités  Xi,  X3, 
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y%  ^^  y^t  ainsi  que  les  radicaux  correspondanls  )JK{x)  el  ^^{y) 
(dont  nous  changerons  les  signes)  sont  arbitraires. 

Les  coefficients  indéterminés  Âq,  Â|,  Bq  et  B|  s'obtiendront^ 
évidemment,  au  nio}^en  des  quatre  équations 


B./RCÔ  -*-  Bi  VH(0  -+-  Ao  P( 0  -+-  a,  /  P( /)  =  —  <«  P( 0, 

où  i  est  remplacé  par  les  quantités ^Tf,  ^29^4  et ^2. 

Mojennant  les  conditions  indiquées  le  théorème  d'Abel  prendra 
la  forme  suivante  : 


«•I 


(54> 


J(z,  a,*_,)-+- J(-s,  a,A-i)  =  Uk-^Vk, 


OÙ 


^% 


yx 


y% 


(54')      J(^,  ^tk-x)  -+■  J (^,  a,*«|)=  MA-,     J  (^1  <^ik-ù  -^  J  (r»  «îA-l)  =  VA. 


«• 


A. 


11   est  facile   d'obtenir  le   théorème  d'addition  des  fonctions 

ullra-ellipliques,  à  l'aide  de  la  formule  (53),  en  posant  ^  =  a2A.f 

et   en  introduisant  les  fonctions    correspondantes   \yoir  (5i)]; 

par  abréviation,  nous  désignerons  ces  fonctions  par  al(i/)2A.f9 

al(i')2*_i  et  al(a-+-(')aA-«. 
Nous  aurons  de  cette  façon 

N,it-i  :  D  =  b\k-\  P'(aj*-i)  aI(a),A:_,  ai(p)u-i  al(w  -^  v)î*-i; 


ici    62A-.1  =  v/— K'(a2A-0  :  Q(«2*-«  )>  et  les  quantités  Nja^i  et  D 
sonl  les  déterminants  suivants  : 


D  = 


(a?f  — «iib-i)/H(^,)     P(a?,)     a:,  P(.T, 

(^1— ««*-iVS(77) 


P(jr,)    a:,P(a?, 
/R(a:,)    a?,^R(a7,)     P(arj)    rr,  P(ar, 


x\  P(x,) 

^î  PCri) 


Pour    le    calcul  de  ces   déterminanls   servons-nous   des   for- 
mules   (35)  cl  de  leurs  analogues  aux  arguments  Ci  et  t'j.  En 
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outre,  dans  la  simplification  des  expressions  de  Nja.i  ,  et  D,  jouent 
un  rôle  important  les  relations  qui  découlent  de  .Inéquation  (33) 
et  de  leur  analogue  aux  arguments  Vi  et  Pa  ;  telles  sont  les  relations 

1=1 

Après  une  série  de  calculs  nous  arrivons  au  théorème  d'addi- 
tion des  fonctions  ultra-elliptiques  fondamentales 

(55)    Ai^/*al(M-+-(^),-4-^>3W/,al(ii-4-t>),  =  al«(tt),;i-i— al*(t>),A-i    (^=i.a). 

Les  quantités  W,  que  nous  avons  introduites,  ont  la  forme 
suivante  : 

(55)  WA=al(p),*_, — a\{u),k-i       ^^^       - 

Les  fonctions  al(U|,  </2)2A-i  jouent  dans  la  théorie  exposée  le 
même  rôle  que  la  fonction  sinam;/  dans  les  transcendantes  ellip- 
tiques de  Jacobi.  La  formule  (55)  est  une  généralisation  immé- 
diate et  une  extension  aux  fonctions  ultra-elliptiques  du  théorème 
d'addition  établi  pour  les  transcendantes  elliptiques.  On  peut, 
en  effet,  donner  à  ce  théorème  la  forme  suivante  : 

(56)  W  sinam(u  -h  v)  =  sin^amt/  —  sin'amt^, 

où 

y^^,,  ,-,  c^sinam^'  rfsinamw 

(56)  W  =  sinamu , sinami^ i • 

dv  du 

Nous  entendrons  sous  le  nom  de  fonctions  ultra-elliptiques 
générales  (de  la  première  classe)  toutes  espèces  de  fonctions  uni- 
formes aux  arguments  W|  et  «2,  définies  au  moyen  du  système  (3o). 
Conformément  aux  équations  (33)  et  (35)  toutes  les  fonctions  de 
cette  nature  s'exprimeront  algébriquement  au  moyen  des  fonc- 
tions yb/irfa/nc/i /a /c^  al(?/i,  U2)2k-f  Par  conséquent  les  fonctions 
ultra-elliptiques  ^ené?^afe5  posséderont  quatre  systèmes  différents 
de  périodes  simultanées  et  seront  soumises  au  théorème  algé- 
brique d'addition. 

Les  plus  simples  des  fonctions  ultra-ellipti(|ucs  gcnéralcs,  outre 
les   fonctions  p(  W|,  ï/2)2A-i    d"    paragraphe    précédent,    sont  les 
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suivantes  : 


(57)  1^ p.       V =al(a,,  a,),/        (/  =  o,  i,  2). 

Conformément  à  la  formule  (82)  le  rapport  entre  ces  fonctions 
el  les  fonctions  fondamentales  s'exprime  au  moyen  des  équations 

(58)  al.{at,  u,),,  =  ,-^  îl!i^l^iîi}i  -^  îlî!(f^llif«I« . 

'^  a,/— ai  a,/— as 

Ayant  formé  à  l'aide  de  la  formule  (34)  les  dérivées  partielles 
des  fonctions  al(i/|,  1/2)2/  et  en  nous  servant  des  expressions  (28), 
(29),  (44)  et  (43),  nous  arriverons  à  cette  conclusion  que  les 
fonctions  al(//i,  1/2)2/  se  présentent  sous  forme  de  quotient  de 
séries  transcendantes  entières  Al(;/|,  1/2)2/  et  Al({/|,  ^2)- 

Enfin,  l'étude  des  fonctions  ultra-elliptiques  en  général  se 
ramène  à  celle  des  propriétés  de  la  fonction  Al(2/i,  U2),  introduite 
aa  paragraphe  précédent.  Cette  fonction  peut  se  réduire  à  une 
forme  plus  simple  à  l'aide  de  la  substitution  linéaire  suivante  : 

(59)  ii|=  atoiiWi-f-acoijiVi,        Ui=  aconH^i-f- acutiW'i. 
Nous  arriverons  de  cette  manière  à  la  fonction  6(çV|,  1^2)  • 

(60)  e(a»i,«P2)=    y^y'   g«f>i«',+p,tv,»-t^(8„PÎ-4-î3,^,p,->^,PÎJ 

Pi./»i=-« 

La  relation  entre  les  fonctions  Al(//|,{/,)  et  6(ii^i,  1^2)9  ainsi 
que  les  rapports  entre  ces  transcendantes  et  les  fonctions  de 
Rosenhain  et  Riemann,  ont  été  étudiés  en  détail  dans  mon 
Ouvrage  Théorie  des  fonctions  ultra-elliptiques  de  la  première 
classe  (publié  en  russe)  (*). 

Je  remarquerai  en  terminant  que  les  résultats  que  je  présente 
peuvent  être  facilement  étendus  aux  fonctions  ultra-elliptiques  à 
plusieurs  ai^ments. 


(<)   Une  analyse  de  cet   OoTragc   a  été   donnée  par  M.   DougaïelT  dans  le 
Bulletin  de*  Sciences  mathématiques,  t.  XII,  année  1888. 
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H.-G.  ZEUTHEN.  —  Gesciiichte  der  Matiiematik  im  Alterthuh  und  Mit- 
TBULTER.  I  vol.  petit  in-S*"»  vii-344  P-  Copenhag:en,  And.  Fred.  Host  und 
SoD,  1896. 

Le  savant  professeur  de  l'Université  de  Copenhague  avait  publié 
en  danois,  dans  le  courant  de  1893,  l'œuvre  dont  une  traduction 
allemande  vient  de  paraître.  Elle  était  particulièrement  destinée 
aux  candidats  à  Texamen  pour  le  professorat  de  Mathématiques 
en  Danemark;  on  y  exige  d'eux,  en  effet,  une  connaissance  géné- 
rale de  l'histoire  de  leur  Science,  ainsi  qu'une  étude  spéciale  des 
Éléments  d'Euclide  et  de  la  Géométrie  de  Descartes.  Il  y  a  là  un 
exemple  sur  lequel  je  crois  inutile  d'insister. 

A  côté  d'un  grand  Ouvrage  historique  comme  celui  de  Moritz 
Cantor,  le  besoin  d'un  bon  abrégé  se  faisait  en  tous  cas  sentir, 
comme  le  prouvent  au  reste  les  essais  récemment  tentés  en  Angle- 
ierre  et  aux  États-Unis.  Je  n'hésite  pas  à  signaler  le  travail  de 
AI.  Zeuthen  comme  très  supérieur  à  ces  essais;  non  seulement  il 
donne  avec  exactitude  tout  ce  qu'il  est  essentiel  de  savoir,  mais 
il  s'attache  à  mettre  en  pleine  lumière  le  caractère  des  méthodes 
et  leur  développement.  Il  est  ainsi  parvenu  à  éclairer  d'un  jour 
tout  nouveau  un  certain  nombre  de  questions  obscures,  qui,  à 
mon  avis,  sont  précisément  celles  dont  l'intérêt  est  le  plus  consi- 
dérable. 

Que  dans  les  explications  données  par  M.  Zeuthen,  l'hypo- 
thèse joue  un  certain  rôle,  il  est  le  premier  à  le  signaler:  mais 
il  n^a  en  somme,  cette  fois,  que  présenté  les  résultats  les  plus 
incontestables  de  sa  magistrale  étude  sur  la  Théorie  des  sections 
coniques  dans  V antiquité  {^)^  et  son  point  de  départ  consiste 
dans  une  remarque  tellement  juste  et  frappante  qu'on  ne  peut,  ce 
me  semble,  hésiter  à  l'accueillir  avec  toutes  ses  conséquences. 

Lorsque  nous  pensons  à  une  parabole,  nous  nous  représentons 
Téqualion^*  =/?j7;  c'est  sous  la  forme  de  ce  symbolisme  algé- 

^')   Voir  raoalyse  que  j'en  ai  donnée  dans  le  Bulletin^  188O,  pages  2^3  et  sui- 
vantes. 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  3*  série,  t.  W.  (Mai  iS<j(i.  )  8 
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brique  que  nous  apparaît  la  liaison  entre  l'ordonnée  et  l'abscisse. 
Or  les  anciens  concevaient  exactement  la  même  relation,  maïs 
avec  un  symbolisme  tout  difTérent.  Ils  voyaient  en  esprit  (ou  ils 
traçaient  réellement)  le  carré  construit  sur  l'ordonnée,  le  rec- 
tangle construit  sur  l'abscisse  et  le  paramètre,  et,  par  une  figura- 
tion très  simple  (Euclide,  1,  43),  ils  voyaient  égaux  ce  carré  et  ce 
rectangle. 

Le  fait  de  l'esistence  d'un  tel  symbolisme  géométrique  dans 
l'antiquité  est  une  nécessité  physiologique;  la  reconstitution  de 
la  forme  appartient  à  M.  Zeutben,  mais  elle  est  tellement  en 
accord  avec  tous  les  documents  qu'on  ne  peut  la  mettre  en  doute. 

Partant  de  là,  M.  Zcuthen  s'est  créé  l'babitude  de  l'intuition 
géométrique  des  anciens,  et  tl  a  constaté  que  cette  intuition  faci- 
litait singulièrement  l'étude  de  leurs  démonstrations;  mais  il  a 
fait  une  remarque  capitale,  c'est  que,  «oit  pour  le  travail  person- 
nel, soit  pour  les  démonstrations  au  tableau,  lorsque  l'babitude 
intuitive  est  acquise,  les  lettres  à  tous  les  points  de  la  figure  sont 
absolument  inutiles.  Bien  plus,  il  est  gênant  de  les  suivre  sur  le 
texte  grec,  car  ces  lettres  constituent  un  nouveau  symbolisme 
qui  ne  peut  que  compliquer  le  travail  intellectuel. 

Il  suit  de  là  que  les  découvertes  des  anciens  dans  l'Analyse  géo- 
métrique el  l'enseignement  de  la  tbéorie  des  coniques  en  parti- 
culier, à  l'époque  des  grands  matbémaliciens  de  l'antiquité,  se 
faisaient  sur  la  figure,  en  en  considérant  intuitivement  (ou  en 
en  montrant  au\  élèves)  les  poriies  enire  lesquelles  on  établissait 
des  relations.  Les  Ouvrages  d'Apollonius  et  d' Arcbimède  n'étaient 
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Il  s'ensuit  encore  que  la  tradition  de  cette  Algèbre  géométrique 
devailse  faire  oralement;  que,  lorsque  les  études  furent  interrom- 
pues sous  les  derniers  Ptolémées,  cette  tradition  se  perdit,  et  que 
les  géomètres  postérieurs  ne  retrouvant  pas  les  procédés  intuitifs 
et  par  suite  la  véritable  clef  des  démonstrations  d'Apollonius, 
le  progrès  ne  recommença  pas;  les  connaissances  restèrent  sta- 
tioDuaires  jusqu'à  Tépoque  où  un  nouveau  symbolisme  fut  créé, 
celui  dont  nous  nous  servons  depuis  Descartes  et  Fermai. 

On  peut  se  rendre  compte  de  la  sorte,  ce  que  Ton  ne  faisait 
guère  en  réalité  auparavant,  du  progrès  rapide  des  études  géo- 
métriques dans  l'antiquité,  puis  de  leur  arrêt  brusque  et  de  leur 
déclin.  Sans  doute,  la  cause  indiquée  n'est  pas  la  seule  qui  ait 
exercé  son  influence;  mais  elle  a  joué  un  rôle  capital. 

J'ai  essayé  de  mettre  en  lumière  un  des  points  les  plus  inléres- 
sants  du  Livre  de  M.  Zeuthen;  je  ne  puis  naturellement  m'étendre 
sor  nombre  d'autres  qui  ne  méritent  pas  moins  cependant  d*at- 
tîrer  l'attention.  Certains   peuvent,  sans  doute,    soulever    des 
controverses,   comme,  par  exemple,  l'opinion  que  les   coniques 
ont  été  à  l'origine  étudiées  dans  le  plan  comme  lieux  géométriques 
servantà  la  construction  des  problèmes  solides  (du  troisième  degré), 
avant  d'être,  au  reste  par  les  inventeurs  eux-mêmes,  engendrées 
parla  section  du  cylindre  ou  du  cône.  Mais  de  telles  conjectures 
valent  au  moins  la  peine  d'être  émises,  et,  pour  celle,  en  parti- 
culier, que  je  viens  de  citer,  c'est  à  très  peu  près  celle  que  je  con- 
sidère comme  la  plus  plausible. 

J'aurais,  au  contraire,  à  faire  quelques  réserves  sur  d'autres 
pointii  controversés;  mais,  comme  il  s'agit  d'idées  empruntées 
par  M.  Zeutben  à  d'autres  auteurs,  et  qui  ont  assez  généralement 
cours,  je  crois  hors  de  propos  de  m'y  arrêter  aujourd'hui.  Je  me 
contenterai  donc  de  signaler  deux  légères  inadvertances  maté- 
rielles. 

Page  78,  à  la  fin  de  l'alinéa,  au  lieu  de  gleich  sein,  il  faul  lire 
âhnlich  sein.  C'est,  au  reste,  une  erreur  de  traduction. 

Page  248,  il  est  dit  que  Diophante  représente  l'inconnue  par 
la  lettre  c,  choisie  parce  qu'elle  est  seule  à  n'avoir  pas  de  valeur 
numérique.  La  raison  est  erronée,  puisque  précisément  cette 
lettre  a  la  valeur  6,  et  le  fait  est  inexact.  Diophante  paraît  avoir 
employé  un  symbole  ressemblant  à  cette  même  lettre  retournée; 
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je  dis  parait,   car  la   Iradiiioa  maouscrite  D'est  pas   suffisam- 
ment assurée  (').  PlDL  Tl.MI(EKY. 
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SUR  LES  FONCTIONS  SmËTRIQDES  ET  PËRIODIQUES  DES  OITEBSES 
DËTERHIRATIDNS  D'DNE  FONCTION  ALGÉBRIQUE; 

Par  m.  Michbl  PETROVITCH. 
1.  Soient  données  : 

i"  Une  fonction  F(3),  méromorpheet  simplementpérîodïqae, 
à  période  id  ; 

3°  Une  fonction  algébrîquey(x),  déGnie  par  une  relation 

oùy  est  entier  en  ;i7  et^,  avec  les  diverses  délermioations 

^1  =  ?l<^),  y*  =  Tl(«).  ■  ■  M  ym-'im{x). 

Je  me  propose  d'abord  de  développer  la  fonction 

'r{3:)=F(ç,)+F(?.)  +  ---+F(î-.) 

en  une  série  de  fractions  rationnelles  en  x. 

A  cel  effet,  remarquons  que  lu  fonction  F  [letil  toujoi 
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où  les  €ii  sont  pôles  de  ^(5),  X,  leurs  ordres  respectifs  el  A,  des 
constantes. 

Occupons>nous  d'abord  de  la  partie  entière  de  F(5).  On  a 


et,  en  développant  les  exponentielles  du  second  membre,  on  aura 


1=0 
avec 

Ko^  Bq-v-  Bj  h-  Bj -f- . .  .h-  Bm, 


K,=  -i î^ 4-(B,H-  2'B,+  3'B,H-. .  .-H  (ji'B^)       (I  =  I,  a,  3,  . .  .)• 


Par  conséquent,  en  posant 


/  =  m 


s/(^)=2[?>(^)i'' 


on  aura 


1=0 
De  même,  en  écrivant 

Ar  =  0 

on  aura 

1=0 

avec 

Hq  ^  Go -H  Cl  -f-  Gf-t- . .  .-H  G^^, 

H,=  ^^ î^ 4-(C,H-2'C,+  3'C3  +  ...+  VC,l). 

Or  les  fonctions  S|(x),  s'exprimant  rationnellement  en  fonction 
des  coefficients  de  y  dans /(x, ^^)=  o,  sont  des  fractions  ra- 
tionnelles en  X.  On  a  ainsi  la  partie  entière  de  ^{x)  développée 
en  série  de  fractions  rationnelles  en  Xy  convergente  pour  toutes 


IK» 
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les  valeurs  de  x  antres  que  celles  coïacidaDl  avec  les  zéros  du 
coenicient  de  la  plus  haute  puissance  de  y  dans /(a:,  y)=  o. 

â.  Faisons  encore  une  remarque  sur  cette  partie  entière  de 
M^(j:).  Soit  {(tf  b)  un  intervalle  réel  et  tel  que,  lorsque  x  varie 
tie  rf  jus(prà  />,  toutes  les  déterminations  j^i=  ^i{x)  soient  réelles 
et  positives,  i^a  partie  entière  de  V(x)  peut  alors  s'exprimer  par 
une  intégrale  dtMinie  simple  pour  toutes  les  valeurs  de  x  com- 
prises dans  rintervalle  (^,  6). 

A  cet  eilet,  envisageons  l'intégrale  définie 


ou 


Ou  a 


M<ii 


> 


J    -■   /      Xt***'  z)  ço% r z  dz^ 

*(yz\  ~i» 


/  V  »»\  >?  ^      V       » 


«/ 


-»\       » 


u  -  • 


-  m  \  -  -  I 


»  I 


I  \  »    •       (' 


*\      I 


dvMIO 


\         * 


\\         I 


\         t 


i^l\   vM»  x*!-.    x|   :       i^  »■»:  u  s\   .'l   iv'x   ,    .    .î        rvv-'    ^v*   j 


■  ^ 
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par  conséquent 

1  =  0  "• 

avec 


?  = 


(0 


(  pour  z  positif  ou  négatif).  Il  s'ensuit  que  la  partie  entière  de 
H''(x)  s^exprime  par  une  intégrale  de  la  forme 


f    x{x,z)T(z)dz, 


où  T( 2)  est  une  forme  linéaire  et  homogène  en 

cosp^,    cosap^,     ...,     cosppz, 

/>désignant  le  plus  grand  des  degrés  des  polynômes  P(z)  et  Q(^). 
Ajoutons-y  encore  la  remarque  suivante.  Supposons  que  dans 
rinlervalle  considéré  (a,  b)  les  diverses  courbes  yi=  o*(^)  ne  se 
coupent  pas  et  que,  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  dans 
cet  intervalle,  on  ait 

On  aura  alors 

V^  ^rçi(x/=: —   I      y(xy  z)cosrzdz  =  J» 

4  =  1 

ce  que  Ton  peut  écrire  sous  la  forme 

<jr9.U>r,^-A(a:)]=  —  J, 

avec 

On  en  conclut  que 

/  2  «k 

avec 

i  =  -  \o\i\\  -t-  A(j'^]. 
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Or,  on  a  ëvîdeminent 

\(x)<  me'f?.-?.', 

ou,  en  désignant  par  —  o  la  limite  supérieure  de  la  différence 
négative  Sj  —  ■s,  {que  l'on  sait  trouver  par  exemple  par  la  méthode 
de  Lagrange), 

A{i)<n»î-'«. 

D'autre  part,  A(jr)  étant  toujours  positive  dans  l'intervalle  (a,  A), 
ou  aura 

logll+4(x)]<A(ar) 
et,  par  suite, 


Lorsque  r  augmente  indélinîment,  e  tend  rapidement  vers  zéro  et 
l'expression 

-log    /      y_(x,  a)cosr3di 

tend  rapidement  vers  3i(-r). 

3.  Occupons-nous  maintenant  de  la  partie  non  holomorphe  de 
V(x).  On  sait  que 
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et,  par  suite, 

*  =  l  n  =  l  *  =  1 

Les  termes  de  la  première  somme  du  second  membre  sont  des 
fractions  rationnelles  en  x;  la  seconde  somme  est  elle-même  une 
fraclion  rationnelle  en  x.  Par  suite  la  fonction 

k  =  ni 


I2(x,a)=  2  col^('f*— a) 


A  =  l 


se  trouve  développée  en  série  de  fractions  rationnelles  en  x]  et, 
en  revenant  à  la  fonction 

k=.m 

2  *(?^)' 


k=i 


on  voit  qu^elle  s'exprime  linéairement  à  Taide  des  fonctions  telles 

que 

d  d>i 

et  par  sui^e  la  fonction  U''(t)  se  trouve  développée  en  série  de  la 
forme  proposée. 

4.  Soit  maintenant  Fi(^)  une  fonction  méroraorphe  double- 
ment périodique  et  envisageons  la  fonction  symétrique 

V»(a:)=  Fi((pO-4-  F,(9,)-f-. .  .h-  F,(cp,„). 

Voici  comment  on  peut  la  développer  en  une  série  de  fractions 
rationnelles  en  x  à  double  indice.  On  sait  que  la  fonction  Z, 
jouant  le  rôle  d'élément  simple  pour  les  fonctions  méromorphes 
doublement  périodiques,  peut  s'écrire  sous  la  forme 

Z(-5  —  a)=  A(;;  — rt)H î i-^ll ' h  -  -4-  "  "".  ^  ) , 

^  z  —  a      iM\^  —  fi — p       p  P      I 

OÙ  p  =  a*  -H  Py  (*  et  P  étant  des  constantes)  et  où  les  indices  /,y 
obtiennent  toutes  les  valeurs  entières,  positives,  sauf  à  la  fois 
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=  o,y  =  o.  Par  conséquent,  en  posant. 


-™)H-Z(o,^a)-f-...-hZ(ij« 


Les  deux  premières  sommes  du  second  roembre  s'exprimenl 
rdûonnellement  en  x;  tous  les  termes  de  la  troisième  soDt  aussi 
des  fractions  rationnelles  en  x,  et  par  suite  Ù{x,  a)  est  ainsi  dé- 
veloppée en  série  de  fractions  rationnelles  en  :c  à  double  indice. 

Or,  la  fonction  V,  (s)  s'exprime  linéairement  à  l'aide  des  fonc- 
tions telles  que 


U(a-,«,),     --il(T.aO, 


daj 


li{i,a,), 


et  par  suite  la  fonction  W,  {x)  se  trouve  développée  en  série  de  la 
forme  proposée. 


NOTE  SUR  LE  PESDULE  SPHËRIQUE: 
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que  V.  Puiseux  a  montré  être  supérieur  à  ;^:  il  s'agit  de  prouver 

que  W  ne  dépasse  jamais  r.  Cet  angle  peut  s'exprimer  par  une 
intégrale  de  forme  bien  connue 

où  l'on  a  posé,  /étant  la  longueur  du  pendule, 

|x=/(/«  — a«)(/*— 6*),       R(i;)  =  (a— 5)(5  —  &)[(a-+-^>);; -+-/«-+- a6]; 

les  racines   a,   b  de  R(5)  sont  comprises  entre  /et   —  /;    la 

•  .  •               i^-h  ab  ^  , 

troisième, >  ou  c,  est  entre  —  /et  —  oo. 

Sur  un  plan,  traçons  deux  axes  rectangulaires  OX,  OY  et  pre- 
nons les  points  du  plan  pour  affixes  d'une  variable  complexe  z  : 
aox  valeurs  a,  6,  c  correspondent  des  points  A,  B,  C  de  Taxe  des  x. 
Soient  D,  D'  les  points  où  OX  et  son  prolongement  sont  coupés 
par  une  circonférence  de  centre  O  et  de  très  grand  rayon  R.  Je 
considère  une  région  S  limitée  extérieurement  par  la  circonfé- 
rence R  et  par  un  lacet  partant  de  D'  pour  entourer  le  point  C, 
intérieurement  par  deux  circonférences  de  très  petit  rayon  e,  dé- 
crites autour  des  points  A,  B  et  reliées  par  deux  portions  A,  A|  de 
droites  tracées  infiniment  près  de  OX,  A  au-dessus,  A|  au-dessous. 
Dans  la  région  S,  ^(z)  est  uniforme,  avec  deux  pôles  P,  P|  pour 
z=d-l;  soient /?,  />i  les  résidus  correspondants.  En  D  l'argu- 

ment  de  R(-3)  est  r;  faisons  l'argument  de  \/l{(z)  égal  à  ;-^  en  ce 

point  et  suivons  sa  variation  dans  la  région  S  :  on  voit  qu*il  est 
égal  à  27?  sur  la  partie  supérieure  du  lacet  D'C,  à  tt  sur  sa  partie 

inférieure,  à  21;  sur  A| ,  à  ir  sur  A,  à  -  en  P,  à  -^  en  P|  ;  aux  deux 

pôles,  R(2)  est  égal  à  —  jx*  et  l'on  trouve  aisément  que/?,  pt  ont 

la  même  valeur ^.• 

21 

Cela  posé,  intégrons  6{z)dz  sur  le  contour  de  S,  en  suivant  le 
contour  extérieur  dans  le  sens  direct,  le  contour  intérieur  dans  le 

sens  indirect.  Pour  R  et  -  infinis,  Tinté^rale  le  long  des  trois  cir- 

ronfcrcDces  considérées   ci-dessus,   aussi  bien  qu'autour   de  (i, 
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s'anaule;  en  nous  reportanl  à  ce  que  j'ai  dii  sur  rargument  de 

y'K(s),  nous  verrons  sans  peine  <\ae  ie  ihéorème  de  Cauchy  donae 


'jy '""-'.[' 


:np-Pi)^~^ 


d'où,  en  renietlanl  pour  ■={:)  sa  valci 
pusilivement, 


À     (/* 


-i')/K. 


r-£.;^ 


-=,/RÛ 


dans  la  dernière  intégrale,  /* —  z*esl  toujours  négalifet  le  premier 
membre  égal  à  T  esl  évideinment  moindre  que  k,  résultat  qu'il 
semble  difficiles  d'obtenir  par  l'étude  directe  de  l'intégrale  (i) 
quand  à  est  négatif.  Quand  b  esl  égui  à  — a,  et  dans  ce  cas  seul, 
C  étant  inJint,  ^*  atteint  sa  limite  ;:  :  la  trajectoire  du  pendule  de- 
vient un  grand  cercle. 


SUR  LES  VALEURS  QUE  PREND  LA  FONCTION  ;(ij  DE  RlBIUMlt, 
POBB  (  BKTIER  POSITIF  ET  IMPAIR; 


Pau  m.  KLUVVER- 
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appliquer  le  théorème  de  Cauchy,  ce  qui  donne 


11 


/     w  dz  =.   I    w  dz  -\-  j    w  dz  -h  j    w  dz 
•-  AB  »/An  »A)C  •^cn 


Fig.  I. 

Y 

0 

C 

n 

A 

B 

a, 

X 

Comme   la  dernière  intégrale  s^évanouit,  quand  a  devient  infini, 
cette  égalité  se  réduit  à 


(ar*  —  £'rz)'*x 


e' — I 


(I)      A^ 


En  substituant  dans  cette  équation 


BAr-tî* 


je  remarque  que  Fintégrale    /    (i  — y)"/{y)dy  s'exprime  par  la 


série 


ao 

r(n  -4- 1)  V  ,    ,     ^'^ TT  =  r(/i  -4-  i)In+i  ; 


pais  je  rappelle  que  pour  des  valeurs  de  ^  à  partie  réelle  positive 
on  aura 


enfin  je  pose 


=  H„       r(5)(^  -i.)  =  L.; 
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conséquemmenl  Téquation  (i)  se  transforme  en  celle-ci 

H/n-î  —    nt  Un    -+-  ni,  Hyj-t  — . .   , 

Si  l'on  prend  ici  /i=:  i,  3,  5,  ...  ou  bien  /i  =  a,  4?  6,  . . .,  il  en 
résulte  les  deux  systèmes  d'équations 

I.  II. 

H,_,oH5-+-5Il3=      L6-(i~j^)h7,      6H7-'2oHj-i-6H,=      L^-i-^  — ^^H,. 
»      t 

par  lesquelles  H3,  H5,  H7,  ...  sont  exprimés  par  it  et  par  les 
nombres  de  Bernoulli  à  Taide  des  séries  d'une  convergence  assez 
rapide. 

En  particulier  on  trouve  pour  Ç(3)  les  deux  expressions  équi- 
valentes 

^^^■"    7       1!       ^(>X-+-2)!      ■"    5       3!       ^(2^-4-3)!     ' 

Aux  équations   I  et  II    on   peut   encore   ajouter  deux  autres 
systèmes  en  appliquant  le  raisonnement  précédent  à  la  fonction 


IV    = 

e- —  I 


toutefois  il  faut  en  même  temps  doubler  la  hauteur  AD  du  rec- 
tangle ABCD  et  prendre  AD  =  27:.  Alors,  au  liçu  de  ^  cot^  et 
de/(r),  ce  seront  7:vcot7:j'  et  la  fonclion 

I 

qui  s'introduisent  dans  le  calcul  el,  par  conséquent,  ce  seront  les 


séries 


MÉLANGES.  luj 


:^       Ba(-.'.7:)«* 


el  les  qnanlîtés 


K,=  r(5) 


i^-'')- 


qui  interviennent  au  lieu  des  I,,^i  et  des  L,. 

Tout  calcul  fait,  on  trouvera  au  lieu  de  (2)  Téquation 

*  —  a  i/i|Hj,^i -h  a>e//,n«_i —  '2*1/1  jH„_3 -+-... 


I       =(~iyia«-Hi«-nK;,^t-H'  ,;/.  .;, .,    \  /'  -i-7.ill,,^u 


( I  )n-*-\  ^/t-t-t  in-^l  ;- 

(/l  -HI)(/l  -t-  -2} 


d'où  Ton  obtient,  pour  /i  =  1 ,  3,  5,  . . .  el  pour  /*  =  2,  4?  6,  . . ., 
les  systèmes  suivants 

iri.  !V. 

o  =—  K,,  3H3  =  a^K,, 

3  H,  rr  a*  K4.  r>  H5  -  iG  H,  =■-■  -  7>  Kj, 

10H5  — 20II,  =  — a^Kc,  7IÎ:  — 8oHi-t-96H3=r  jt«KT, 

21 II7  —  i4«>Hj-^  1 12II3  =  'Ji'K»,  , 


entièremenl  difTérents  des  svstrmcs  I  cl  II  et  dans  lesquels  on  re 
marquera  les  premières  équations,  qui  peuvent  sY'crirc 

^   H/C'at:)»** 


I 


Ainsi,  en  faisant  usage  tour  à  tour  des  équations  1,  11,  III  ou  l\\ 
il  est  possible  de  trouver  quatre  expressions  équivalentes  pour  les 
sommes  ^(a/t  -H  i)  dont  il  serait  peul-êlre  difficile  d^élablir  dirccle- 
ment  F  identité. 
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OEcvRES  COMPLÈTES  DE  CHRISTIAN  Ht'YGKNs,  publiées  par  la  Société  hollan- 
daise des  Sciences.  Tomes  II  à  \1.  La  Haye,  Martinus  NijhofT,  1888-189$. 

Le  premier  Volume  de  celte  belle  et  importante  publication 
nous  a  été  donné  en  1888,  le  sixième  en  1895.  Jamais  peut-être 
pour  l'histoire  d^un  savant  illustre,  les  documents  n'ont  été  plus 
nombreux,  plus  authentiques,  et  réunis  avec  plus  de  conscience, 
de  savoir  et  de  zèle.  Le  tome  VI  se  termine  par  la  mille  sept  cent 
quatre-vingt-dixième  lettre  écrite  par  Huygens  ou  reçue  et  con- 
servée par  lui,  pendant  la   première  moitié,  à  peine,  de  sa  vie 
scientifique.  Aucun  document  n^a  été  négligé.  Tous  ne  sont  pas 
d^imporlance  égale,  mais  tous  contribuent  à  Tintérêt  d'une  col- 
lection a  la  fois  imposante  et  touchante.  Les  éditeurs  ne  sauraient 
recevoir  trop  de   remercîments.  Nous  devons  aujourd'hui    leur 
exprimer  nos  sympathiques  regrets.  Un  grand  deuil  a  attristé  la 
savante  Commission,  sans  ralentir  ses   travaux.  M.   Bierens  de 
Hahn«  le  géomètre  érudit  et  profond  qui,  président  de  la  Com- 
mission, avait  abandonné  pour  elle  ses  autres  travaux,  a  succombé 
le  II  avril  1893  à  une  courte  maladie,  à  Tâge  de  78  ans.  Né  à 
Amsterdam  le  3  mai  1822,  M.  Bierens  de  Hahn,  instruit  dans  sa 
famille,  n'était  élève  d'aucune  école.  Sa  thèse  de  doctorat,  soute- 
nue à  Le^de  en  1847,  traitait  de  Lemniscata  Bernoulliana.  Elle 
fut  remarquée  par  les  maîtres  et  contribua  sans  doute  à  le  faire 
nommer  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  TUniversité  de 
Lejde,  où  il  a  formé  de  brillants  élèves.  L'œuvre  personnelle  de 
M.  Bierens  de  Hahn  révèle  les  qualités  éminentes  qui  devaient 
rendre  sa  collaboration  à  la  publication  des  œuvres  d'Huvgens  si 
précieuse  pour  tous.  Les  tables  d'intégrales  définies,  publiées  par 
r Académie   des   Sciences   d'Amsterdam  en    i85(>,    et   dont  une 
seconde  édition  a  paru  en  1867,  lui  avaient  mérité  déjà  la  recon- 
naissance, la  haute  estime  et  la  confiance  de  tous  les  géomètres. 
Sans  autre  but  que  celui  d'être  utile,  il  a  rendu  son  nonijusit*- 
nient   célèbre.   Dans    les    notes    remplies   d'une   érudition    aussi 
solide  que  sobre  et  modeste,  dont  il  a  enrichi  chaque  page  des  six 
Bull,  des  Science»  maihém  ,  1*  série,  t.  \\.  (Juin  iRyfi.)  9 
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Volumes  de  la  Correspondance  d'iluygens,  on  reconnaît  la  même 
main,  le  môme  esprit  judicieux  et  le  môme  dévouement  à  une 
taclie  sans  éclat.  Nul  ne  pouvait  faire  mieux  que  lui,  et  bien  peu 
de  savants,  capables,  comme  il  Tétait,  de  produire  des  œuvres 
originales,  auraient  consenti  à  se  dévouer  entièrement  à  mettre  en 
pleine  lumière  la  gloire  éclatante  déjà  d'un  compatriote  admiré. 
La  Hollande,  heureusement,  est  riche  en  savants  éminenls,  on 
érudits  et  en  hommes  dévoués.  La  Commission  se  compose  au- 
jourd'hui de  MM.  Van  de  Sand-Backhuvscn,  J.  Bosscha,  Bun- 
gersdisch,  Griniviss,  Lorcnlz,  Korloveg,  Oudemans,  du  Rieu.  De 
tels  noms  doivent  rassurer  les  admirateurs  d'Huygens.  Le  septième 
Volume,  en  voie  de  publication,  sera  digne  de  ceux  qui  l'ont  pré- 
cédé. 

Peu  de  temps  avant  la  publication  du  sixième  Volume,  le  8  jnil> 
let  i8()5,  à  Toccasion  du  deuxième  centenaire  de  la  mort  d'Huy- 
gens,  M.  J.  Bosscha,  l'un  des  membres  les  plus  dévoués  de  la 
Commission,  dont  les  beaux  travaux  comme  physicien,  et  la  haute 
situation  comme  secrétaire  de  la  Société  hollandaise  des  Sciences 
et  rédacteur  des  ArchU^es  néerlandaises,  doivent  inspirer  une 
entière  confiance,  a  prononcé  sur  la  vie  et  sur  les  travaux  de  Til- 
lustre  mort  un  beau  et  savant  discours,  qui  le  montre  digne  à 
tous  égards  de  mener  à  bien  la  grande  entreprise.  Reprenant  dès 
sa  naissance  rhist«)ire  du  jeune  Archimède  et  montrant  les  mérites 
si  divers  de  son  admirable  famille,  M.  Bosscha  semble  inviter  les 
auditeurs  qui  Tout  applaudi  et  les  nombreux  lecteurs  des  traduc- 
tions de  son  discours  publiées  en  Allemagne  et  en  France,  à  relire 
la  Correspondance  dont  ses  premières  pages  sont  le  savant  et  judi- 
cieux conunenlaire.  Sou  travail  et  les  notes  dont  il  l'a  enrichi 
nous  donnent  Toccasion  de  revenir  à  la  correspondance  d'Huy- 
«'eus.  C'est  toujours  avoi*  une  nouvelle  satisfaction  et,  j'ose  le 
dire,  avec  un  nouveau  prolit,  que  les  jeunes  géomètres  repren- 
dront la  lecture  de  cette  réunion  de  documents  si  variés,  si  riches 
d'idées  ingénieuses  et  profondes,  produits  avec  tant  de  simplicité 
et  de  modestie  \raie. 

L'une  des  premières  <|uestions  signalées  par  M.  Bosscha  est 
celle  do  la  chaînette,  que  Christian  Huygens,  en  i(>4(i,  à  Tàge  de 
dix-sept  ans,  abordait  eu  \érilable  maître.  La  (]ur<lion.  sur  la- 
quelle il  est  revenu  à  plusieurs  reprise^,  o^^t  à  la  foi<  très  digne 
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d'intérêt  par  le  progrès  important  du  au  jeune  étudiant,  et  par  la 
forme  beaucoup  trop  longue  et  un  peu  embarrassée  dont  il  faut 
accuser  les  habitudes  de  l'école,  auxquelles  l'Analyse  infinitésimale 
devait  apporter  un  changement  dont  l'élude  de  ces  pages  nous 
montre  la  nécessité.   On  admettait,   dit  M.    Bosscha,    qu'un    fil 
librement  suspendu  par  deux  points  prend  la  forme  d'une  para- 
bole. L'assertion  est  exacte,  mais  aucun  géomètre,  en  répétant  un 
énoncé  sans  preuve,  donné  par  Galilée  dans  le  cours  d'une  énu- 
mératioo  des  propriétés  de  la  parabole,  n'avait  proposé  de  démon- 
stration. Galilée  s'était  borné  à  relever  la  courbe  sur  une  muraille, 
sans  rien   alléguer   qu'une   constatation    empirique  évidemment 
trop  rapide,  à  laquelle,  cela  le  prouve,  il  n'attachait  pas  d'impor- 
tance. Il  n'a  pas  étudié  la  question.  Rien  n'est  plus  facile  en  effet 
que  de  tracer  la  courbe  pour  constater  ensuite  que  les  diamètres 
ne  sont  ni  rectilignes,  ni  parallèles.  Le  moindre  écolier  peut  le 
faire  en  quelques  minutes.  Si  l'écolier  Christian  Iluygens  s'était 
borné  à  cette  preuve  de  fait,  il  aurait  mérité  une  bonne  note  de 
son  maître,  sans  révéler  son  génie  inventif.  Si  dans  cette  première 
rencontre,  il  a  fait  mieux  que  Galilée,  on  ne  pourrait  sans  injus- 
tice le  déclarer  vainqueur  de  l'illustre  Florentin.  Galilée  n'a  jamais 
combattu;  jamais  il  n'a  tenté  l'élude  mathématique  de  la  chaî- 
nette. Le  problème  abordé  par  le  jeune  élève  de  l'école  de  Bréda 
est  très  sinriple  :  la  courbe  formée  par  un  fil  est-elle  une  parabole? 
La  réponse,  aujourd'hui  bien  aisée  à  produire  clairement  et  rigou- 
reusement en  quelques  lignes,  est,   très  certainement,  celle  qui 
5  est  présentée  à  Tesprit  d'Huygens,  mais  que  les  habitudes  de 
I  école  le  conduisaient  à  rendre  à  la  fois  moins  rigoureuse  et  moins 
simple.  Les  exemples  analogues  sont  nombreux  et  les  œuvres  de 
1  Archimède  de  Syracuse  en  fourniraient  de  plus  frappants  encore 
que  celles  de  TArchimède  hollandais. 

Le  raisonnement  d'Huygens  repose  sur  un  principe  qu'il 
néoonce  pas  :  dans  un  fil  pesant  en  équilibre,  les  tangentes  aux 
extrémités  d'un  arc  arbitrairement  choisi  se  coupent  sur  la  verti- 
cale passant  par  le  centre  de  gravité  de  cet  arc.  Or  dans  une  para- 
bole dont  Taxe  est  vertical,  le  point  d'intersection  de  deux  tan- 
gentes est  à  égale  distance  des  diamètres  verticaux  qui  passent 
parleur  point  de  contact.  Le  centre  de  gravité  de  Tare  de  chaî- 
neUe  devrait  donc  se  projeter  sur  une  perpendiculaire  à  l'axe,  au 
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poitii  milieu  de  la  projection  de  Tare;  si  donc  on  projette  chaque 
élément  de  la  corde  sur  une  li^ne  horizontale  en  ailribuant  à 
celle  projection  le  poids  même  de  l'élément,  on  obtiendra  une 
ligne  droite  dont  chaque  portion  aura  snn  centre  de  gravité  ea  son 
pointmilieu  et  qui,  par  conséquent,  sera  homogène.  La  force  qui 
sollicite  chaque  élément  de  la  chaînette  parabolique  est  donc  pro- 
porlionnelle  à  sa  projection  horizontale. 

Le  poids  d'un  fil  homogène  étant  proportionnel  à  l'arc,  et  non 
à  la  projection,  la  forme  paraholiquc  n'est  pas  la  sienne.  Telle  est 
la  démonstration  élégante  et  rigoureuse  aperçue  par  Hn\gens;  la 
forme  qu'il  lui  donne  est  plus  compliquée,  on  pourrait  dire  plus 
emharrassée.  La  raison  tn  est  ta  substitution,  à  la  courbe,  d'un 
polvgone  funiculaire  dont  les  côtés  ont  des  longueurs  Tmies;  les 
tensions  qui  doivent  faire  équilibre  au  poids  d'une  portion  du 
polygone  sont  dirigées  suivant  les  deux  côtés  quî  la  précèdent  et 
la  suivent;  îl  ne  s'agît  phis  dès  lors  d'une  parabole  dont  les  pro- 
priétés sont  très  connues  et  très  simples,  mais  d'un  polygone  in- 
scrit dans  la  courbe  qui  doit  passer  par  tous  les  sommets.  La 
rigueur  de  la  démonstration  devient  contestable  et  les  artifices 
nécessaires  pour  la  ptier  à  ces  conditions  parasites  la  compliquent 
inutilement.  Le  principe  de  la  démonstration  appartient  au  jeune 
écolier,  les  détails  qui  la  gâtent  à  son  école. 

Van  Schooten,  le  savant  professeur  de  Christian  Huygeus  k 
l'Université  de  Levde,  était  un  disciple  de  Descartes.  Son  admi- 
ration pour  le  maitre  ne  séparait  pas  la  Physique  et  la  Mécanique 
de  la  Géométrie.  Huygens,  moins  prévenu,  sans  s'arrêter  aux 
r  les  princJDes  de  la  Physique,  opposait  au3t  théorème:^ 
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demande  M.  Bosscha,  lorsque  son  élève  admiré  vinl  lui  montrer 
ce  qu'il  venait  d'écrire  à  Gutschoven,  savoir  que,  sauf  la  première, 
toutes  les  lois  du  mouvement  énoncées  par  Descartes  étaient  sus- 
pectes de  fausseté.  Huygens  embarrasse  son  maître  en  lui  soumet- 
tant un  problème  dans  la  solution  duquel  les  principes  de  Des- 
cartes conduisent  à  une  absurdité  évidente. 

Un  corps  A  se  meut  vers  un  corps  B  qui,  en  même  temps,  est 
en  mouvement  vers  A.  B  est  double  de  A  (nous  dirions  de  masse 
double),  mais  la  vitesse  de  A  est  double  de  celle  de  B.  Qu'arri- 
vera-t-il  après  le  choc?  Chacun  des  corps  devra  rétrograder  en 
conservant,  dans  une  direction  opposée,  la  vitesse  qu*il  possédait 
avant  le  choc.  Si  cette  conclusion  est  admise,  comment  la  concilier 
avec  l'assertion  de  Descartes  que  B,  supposé  en  repos,  ne  sera 
jamais  mis  en  mouvement  par  A  qui  est  de  masse  moindre.  Van 
Scbooten  cependant  ne  se  laisse  pas  convaincre;  il  conjure  Huv- 
gens  de  ne  pas  mettre  en  péril  sa  réputation  en  s'attaquant  à  une 
autorité  aussi  incontestée  et  en  se  montrant  ingrat  envers  Tillustre 
maître.  Il  lui  conseille  de  s'occuper  de  Mathématiques.  Les  histo- 
riens de  la  Science,  acceptant  la  déclaration  formelle  de  New  ton, 
dans  le  livre  des  Principes,  attribuent  àWrenn  et  àWallis  l'hon- 
neur d'avoir  découvert  indépendamment  de  Hujgens,  et  en  même 
temps  que  lui,  les  lois  du  choc  des  corps  parfaitement  élastiques. 
M.  Bosscha,  avec  une  grande  abondance  de  preuves  empruntées 
au  sixième  Volume,  a  fait  justice  de  cette  erreur.  Hujgens  fut  le 
premier  auteur  de  la  découverte.  Avant  que  ses  émules  eussent 
nen  publié,   il   a  lu   ses  lois  du  mouvement  à  l'Académie  des 
Sciences  où  leur  discussion  occupa  deux  séances. 

La  lecture  du  Mémoire  de  Huvgens  publié  dans  ses  CEuvres 
posthumes  laisse,  il  faut  l'avouer,  beaucoup  de  doutes  sur  la  ri- 
gueur des  démonstrations;  les  résultats  sont  exacts,  mais  les 
axiomes  sur  lesquels  Huygens  fait  reposer  les  lois  du  choc  sem- 
blent fort  éloignés  de  l'évidence. 

Après  le  choc  de  deux  corps  (parfaitement  élastiques),  si  l'un 
"Cm  a  conservé  sa  vitesse  primitive,  l'autre  doit  aussi  conserver 
U  sienne, 
tl  sagii  des  vitesses  absolues. 

vnelle  est  l'origine  de  cet  axiome  que  Hujgens  nomme  une 
"vpoihèse?  Deux  preuves  se  présenleut  immédiatement  à  l'espril. 
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mais  il  semble  impossible  qu'elles  aient  élé  acceptées  par  Hu^gens. 
La  première  consiste  à  invoquer  le  principe  de  la  conservatioD 
des  forces  vives  dont  l'aiiome  énoncé  est  la  conséquence  immé- 
diate. Huj'gens,  s'il  en  était  ainsi,  n'aurait  pas  présenté  le  prin- 
cipe comme  une  hypothèse.  La  conservation  des  forces  vives, 
après  le  choc,  est  d'ailleurs  démontrée  très  longuement  (proposi- 
tion XI)  comme  une  conséquence  de  l'hypothèse  admise  avant  la 
proposition  IV.  L'hypothèse  pourrait  également  se  déduire  du 
principe  de  Descartes  :  la  qnanlité  du  mouvement  demeure  inva- 
riable pendant  et  après  le  choc.  Mais  ce  principe  est  faux;  non 
seulement  Huygens  ne  l'a  jamais  accepté,  sa  correspondance  le 
prouve,  mais  dans  l'opuscule  même  que  nous  examinons,  il  dé- 
clare que  la  somme  des  quantités  de  mouvement,  quand  on  la 
calcule  sans  tenir  compte  des  directions,  peut  s'accroître  ou  di- 
minuer par  le  choc  (proposition  VI). 

Faut-il  admettre  enfin  que  l'hypothèse  proposée  ait  paru  évi- 
dente par  elle-même?  Ceu\  qui  voudront  en  relire  l'énoncé  en 
tomberont  difficilement  <raccord.  Il  paraît  impossible  cependant 
d'en  accepter  une  autre.  M.  Bosscha  reproche  avec  raison  à  Wrenn 
d'avoir  fait  reposer  sa  théorie  du  choc  sur  des  propositions  en 
partie  inintelligibles,  en  partie  absurdes;  il  cite  un  jugement 
porté  par  Oldembourg  dans  une  lettre,  qui  fait  partie  du  sixième 
volume  :  1'  M.  Wrenn  dit  qu'à  son  avis  il  n'y  a  point  de  démons- 
tration de  ce  qu'il  a  advancé  dans  son  écrit  du  mouvement,  sans 
qu'on  suppose  un  grand  nombre  d'autres  postuiata,  qui  demande- 
raient, peut  estrc,  d'aiilres  démonstrations.  » 
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End'aulres  termes,  sî  les  expériences  sont  faites  sur  un  bateau 
dont  la  marche  en  ligne  droite  soit  uniforme  et  parfaitement  ré- 
gulière, les  phénomènes  observés  seront  exactement  les  mêmes. 
Les  conséquences  de  ce  postulatum  font  sortir  toute  la  théorie  des 
résallats  admis  dans  des  cas  en  apparence  très  particuliers. 

l^ecasde  deux  corps  de  masses  égales  se  rencontrant  avec  des 
vitesses  égales  et  contraires  devient  identique  à  celui  des  mêmes 
corps  se  rencontrant  avec  des  vitesses  quelconques. 

Le  cas  de  deux  corps  se  rencontrant  de  telle  sorte  que  l'un 
d'eux  et  par  conséquent  tous  deux  reprennent  leurs  vitesses  pri- 
mitives, comprend  également  tous  les  autres;  et  Thypothèse  sur 
laquelle  nous  avons  appelé  l'attention  équivaut  au  théorème  sui- 
vant: 

«  Lorsque  deux  corps  élastiques  se  rencontrent,  quelles  que 
soient  leurs  masses  et  leurs  vitesses,  les  vitesses  relatives,  avant 
et  après  le  choc,  sont  les  mêmes.  » 

Ce  théorème  ne  saurait  suffire  à  la  solution  du  problème.  Iluy- 
gens,  sans  en  faire  une  proposition  énoncée  à  part,  y  adjoint  un 
pnneipe  de  beaucoup  plus  grande  importance  :  si  les  vitesses 
avant  le  choc  sont  acquises  par  la  chute  verticale  des  corps,  et 
que  les  vitesses  après  le  choc  soient  employées  à  procurer  l'ascen- 
sion de  chaque  corps,  le  centre  de  gravité  ne  pourra  s'élever  au- 
dessus  de  son  niveau  primitif.  C'est  l'axiome  sur  lequel  devait 
plus  tard  reposer  la  théorie  du  pendule  composé;  Huygens  en  fait 
usage  comme  d'une  vérité  incontestable  sur  laquelle  il  ne  jngc 
pas  à  propos  d'appeler  l'attention. 

La  traduction  algébrique  du  principe  des  mouvements  relatifs, 
qui;  dans  l'opuscule  de  Huygens,  joue  un  si  grand  rôle,  met  en 
évidence  une  conséquence  curieuse  qui,  je  le  crois,  n'a  pas  été 
remarquée. 

Le  principe  de  la  conservation  des  forces  vives  étant  admis, 
celui  de  la  conservation  du  mouvement  du  centre  de  gravité  en  est 
la  conséquence. 

La  réciproque  n'est  pas  exacte  et  ne  saurait  l'être,  car  le  second 
principe,  rigoureusement  exact  dans  tous  les  cas,  s'applique  aux 
corps  imparfaitement  élastiques  ;  le  premier  suppose  une  élasticité 
parfaite. 

Le  beau  discours  prononcé  par  M.  Bosscha  devant  r.Vcadémie 
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d^Amsterdam  a  été  complété  par  quelques  notes  du  savant  auteur. 
Je  remarque  dans  Fune  d'elles  une  assertion  à  laquelle  je  ne  puis 
souscrire. 

Cavalier!,  dit  le  secrétaire  de  la  Société  hollandaise  des  Sciences, 
est  le  premier  qui  ait  clairement  formulé  la  loi  de  l'inertie  et  qui 
ait  démontré  que,  en  vertu  de  sa  loi,  un  corps  projeté  décrit  une 
parabole. 

Cavalieri,  disciple  respectueux  de  Galilée,  serait  le  premier  à 
protester  contre  Thonneur  qu'on  lui  accorde  en  le  plaçant,  même 
comme  géomètre,  bien  au-dessus  de  son  maître,  il  accepterait 
moins  encore  le  jugement  qui  suit  :  m  La  première  édition  de 
rOuvrage  de  Cavalieri,  Lo  specchio  uslorio^  a  paru  presque  en 
même  temps  que  les  Dialogide  Galilée  qui  montrent  en  plusieurs 
endroits  que  celui-ci,  a  cette  époque,  avait  sur  la  loi  de  l'inertie 
des  idées  complètement  fausses.  »  Lo  specchio  ustorio  de  Cava- 
lieri a  été  imprimé  à  Bi>logue  en  i632:  les  dialogues  de  Galilée 
ont  paru  pour  la  première  fois  en  i638,  imprimés  à  Levde  par  les 
Klxèvir:  la  priorité  appartiendrait  donc  à  Cavalieri,  si  luinnéme 
n^avait  pris  soin  de  rendre  justice  à  son  maître.  On  lit  en  effet 
dans  rêtlition  de  i(>3i,  antérieure  à  la  publication  des  Dialogi  : 
«  Ma  quunio  vi  aggiuuga  la  cognitione  dello  scienze  matematiche, 
i^iudicate  da  quelle  t^niosissinie  scuole  de  Pitagorici.  e  de  Plato- 
nici,  sommamente  necessarie  j>er  înteuder  le  cose  tisiche,  spero 
in  brt^xe,  s^rà  manîfesto,  ^>er  la  uuo\a  doctrina  del  moto  promes- 
saoi  djill  eM)uisitîs>imo  sag^îatore  délia  nalura,  dico  dal  signer 
ii;ftUle\^  Gjililci,  ne  suoi  Dialogi.  protesl^indo  io  ha\eravuto  e  mo- 
|î\o  e  hune  jucorji  iu  (urte  îutoruo  a  quel  poco  cb'îo  diro  del 
moto  tu  questv>  mio  Trdttato.  v 

i>t  autrt*  jvjiN<jige  uV>l  jv»s  mv^ins  devisif  :  *  QuesiA  cose  pen> 
>ijiuo  dji  me  viocte.  cv^me  j>^r  un  jvissa^^k^.  cbe  p^frvio  non  me  sono 
spie^yilo  cou  tuurji.  tu*  cou  qLîe/.i  cKijLnmji*  cfce  bt5«M:narebbe« 
soicbe  nru-fiu^  :l  l.tU.rv  ji  quel  o.  qut-  ii  sotti^ihexta  del  sic. 
i»jiUkv^  c  iti>^4tîArji  iieiL^fxrjL  i^'l  uu^;,^.  ch-f  et  prv^sette  ne"  suoi 
Dixkxii.    f 

\l .  Ik^»*.  à Ji .  ^  ^'  p*i rj  :  ;vu  i : >iv^ x:  i  j-.:  w '  r^r  iî  aI:  «f^r .  lui  refuse* 
4\^v  ni^^::.  jtr  a  eiî  .:  >c\*v^L^!r>  TvIv,  /^  .*:r3nr*j::-  d  A^oir  crvê  la 
•.at-^v^ri-f  -i*  v<.::.j,':  Mi  ^  l'jx^  K*  i  :^t  v  *  j  rc^fî^ndu:.  et  la 
V.:jl:v   .t-;^  L*a>vj^':^   "i.»'.  >  t  /nr/. .   ^•'»'**'.'  ^^  *.'i>s.,.,^a  a-?  Jk>il  oui- 
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lemenl  diminuer  Tadmiration  due  au  plus  illustre  des  savants  ita- 
liens. Galilée  s'est  mépris  sur  la  régularité  des  oscillations  du 
pendule;  cela  n'est  pas  contestable.  Mais  il  y  a  trois  manières  de 
se  tromper  en  Physique  :  en  proposant  des  démonstrations  fausses 
et  déclarant  prouvé  ce  qui  ne  Test  pas;  en  déclarant  comme  vrai- 
semblable, mais  douteux,  ce  qui  est  inexact;  en  donnant  comme 
exactes  et  précises  des  expériences  imparfaites.  Galilée  n'a  jamais 
commis  la  première  faute;  ce  qu'il  a  affirmé,  en  le  déduisant  du 
raisoDDement  seul,  est  rigoureux  et  exact.  Si  Ton  considère  dans 
uncercle  vertical  les  cordes  aboutissant  au  point  le  plus  bas,  elles 
sont  toutes,  sous  l'influence  de  la  pesanteur,  parcourues  dans  le 
même  temps.  Assimilant  ensuite,  sans  ignorer  que  la  conclusion 
manquait  de  rigueur,  la  chute  suivant  la  corde  à  la  chute  circu- 
laire, il  en  a  conclu^  à  titre  de  conjecture  seulement,  que  les  oscil- 
lations du  pendule  sont  isochrones,  sans  distinguer  dans  cet 
énoncé,  toujours  inexact,  le  cas  des  petites  oscillations,  pour  le- 
quel l'erreur  commise  est  moindre.  La  lettre  est  de  1687;  Galilée 
alors  était  aveugle  ;  n'est-il  pas  excusable  d'avoir  proposé  comme 
exactes  des  expériences  dont  la  conclusion  n'est  pas  même  gros- 
sièrement approchée?  Je  ferai  également  de  grandes  réserves  sur 
la  note  relative  à  la  découverte  de  Tattractiou.  La  théorie  de  la 
force  centrifuge,  dont  Hujgens  a  été  l'inventeur  incontesté,  était 
nécessaire,  je  n'en  disconviens  pas,  pour  arriver  au  calcul  des 
forces  centripètes,  qui  sont  elles-mêmes  le  premier  pas  dans 
l'œuvre  colossale  de  Newton.  Mais  quelle  perturbation  n'appor- 
icrait-on  pas  dans  l'histoire  de  la  Science  en  attribuant,  même  en 
partie,  l'honneur  d'une  découverte  à  ceux  qui  ont  préparé  les 
instruments  de  l'inventeur.  Autant  presque  voudrait  dire  que,  par 
5€5 études  sur  les  lentilles,  Huygens  a  acquis  le  droit  d'être  cité 
comme  l'un  des  inventeurs  de  la  Photographie.  Le  traité  posthume 
^c  Hujgens  sur  la  force  centrifuge  marque  un  grand  progrès  dans 

I  "isloire  de  la  Mécanique.  Newton  s'en  est  servi  et  l'a  reconnu 
avec  une  loyauté  empressée.  Il  ne  me  semble  pas  qu'on  doive  rien 
ajoutera  sa  déclaration.  Je  me  permettrai  cependant  d'ajouter  que 
Huygens  parle  uniquement  de  la  force  centrifuge.  Le  mobile,  dont 

II  étudie  le  mouvement,  est  attachée  un  fil  et  produit  une  force 
qui  tend  à  le  rompre.  Si  nous  savons  que  l'action  est  égale  à  la 
réaction  et  que,  par  conséquent,   le  problème  de  la  force  cen- 
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Irïpète  dans  le  mouveinenl  circulaire  est  résolu  quand  on  a  calculé 
la  force  centrifuge,  n'est-ce  pas  à  Newton  que  nous  le  devons? 
La  troisième  loi  de  Kepler  aurait  aisément  permis,  en  supposant 
les  orbites  circulaires,  de  trouver  l'attraction  du  Soleil  sur  les  pla- 
nètes inversemeat  proportionnelle  au  carré  de  la  dislance,  mais 
il  aurait  fallu  chercher  cette  attraction  et  y  croire;  Huj'geos  s'j 
est  toujours  refusé. 

Hu^gens,  dans  sa  correspondance  la  plus  intime  avec  sa  famille, 
parle  peu  de  lui-même  et  de  ses  succès  cependant  très  grands  dans 
la  bonne  compagnie  parisienne.  En  aucune  occasion,  sa  modestie 
et  sa  simplicité  ne  se  démentent.  La  Science  ne  l'absorbe  nulle- 
ment; sa  curiosité  embrasse  tout,  ne  veut  rien  ignorer  des  his- 
toires et  des  contes  de  la  lla^e  : 


Vous  m'obligerez  beaucoup,  écrit-il  à  son  rrcr< 

E  l.odewygk,  à  me  mander 

des  nouvelles  comme  vous  failes,  et  je  vous  prii 

:  de  continuer  toujours  de 

même,  car  sans  vou»  je  n'aftprendrais  rien,  ci 

!  qui  me  fait  de  la  home 

quand  je  vais  voir  les  gens  de  noire  pays,  eoi 

lime  Mndamc  de   Bunl  et 

autres,  qui  ont  des  correspondances  très  réglée 

s  et  savent  tout  ce  qui  se 

Pourquoi  n'ajonierais-jc  pas  ce  détail  que  le  grand  géomètre 
n'écrivait  pas  cependant  pour  la  postérité? 

Je  me  suis  enquis  des  remèdes  contre  la  rudesse  de  la  peau  des  bras, 
mais  je  n'en  ai  pas  trouvé  de  particulier  pour  cela,  mais  seulement  pour 
rendre  douce  la  peau  des  mains,  que  l'on  dit  encore  pouvoir  servir  à  ce 
que  Mademoiselle  Cabellino  demande.  Je  vou?  en  envoie  la  recelte  que  m'a 
donnée  une  dame  qui  a  les  mains  fort  blanclies  et  belles,  et  je  souhaite 
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avancé,  comme  encore  le  collège  des  Quatre-Nations  et  notre  somptueux 
Observatoire,  de  plus  le  Val-de-Grâce  qui  a  tout  autre  mine  après  que 
Ton  y  a  bâii  les  deu\  ailes  et  qu'on  le  voit  à  découvert  du  côté  de  la  rue. 
L'on  vous  mènerait  aux  Gobelins  voir  ces  belles  manufactures  dont  M.  Le 
Brun  a  la  conduite  et  qu'il  étala  il  n'y  a  guère  aux  yeux  du  Roy,  où  je  fus 
aussi  et  admirai  la  quantité  de  grands  vases  d'argent  et  les  belles  tapis- 
series et  tableaux,  dont  on  avait  paré  une  grande  cour.  Je  ne  vous  parle 
pas  des  beautés  vivantes  que  vous  verriez,  dont  il  y  en  a  que  vous  trouveriez 
avancées  aussi  bien  que  les  bâtiments.  Enfîn,  pour  un  homme  curieux 
comme  vous,  exempt  d'affaires  et  naturellement  voyageur,  il  me  semble 
qu'il  n'y  a  pas  à  délibérer. 

Dans  une  lettre  antérieure,  Huygens,  satisfait  de  Paris  et  prompt 
à  Tadmiration,  vante  la  bonne  police  de  la  propreté  des  rues  : 

L'ordre  pour  le  nettoiement  des  rues  s'observe  avec  beaucoup  d'exacti- 
tude, qui  est  que  chaque  maison  doit  faire  balayer  à  huit  heures  du  matin, 
jusqu'où  elle  s'étend  dans  la  rue,  et  en  même  temps  viennent  les  charetles 
pour  ùter  ce  qu'il  y  a  d'amassé.  Je  prends  plaisir  maintenant  à  me  pro- 
mener parfois  le  matin  puisqu'on  le  peut,  sans  être  obligé  de  regarder 
continuellement  à  ses  pieds. 

Les  soirées  sont  quelquefois  consacrées  à  TOpéra.  Huygens 
écrit  à  son  frère  : 

Je  vis  avant-hier  le  ballet  de  Flore  qui  est  bien  beau.  Il  y  avait  en  même 
temps  pour  spectateurs  quatre  Iroquois  qui  sont  venus  ici  du  Canada  pour 
voir  le  pays.  On  dit  qu'en  étant  revenus,  ils  dirent  que  le  diable  fait  bien 
de  plus  étranges  choses  ici  qu'en  leur  pays. 

Vous  ne  sauriez  croire  combien  le  temps  passe  vite  en  cette  vie  pares- 
seuse, surtout  à  des  gens  qui  ont  peu  d'occupations  et  un  peu  de  paresse 
comme  moi. 

La  paresse  de  Huygens  ne  l'empêchait  pas  de  tracer  très  heu- 
reusement le  programme  des  premiers  travaux  de  TAcadémie  des 
Sciences;  on  y  lit  entre  autres  grands  projets  et  plus  de  vingt 
ans  avant  les  inventions  de  Papin,  alors  son  préparateur  et  son 
élève  : 

«   Examiner  la  force  de  Peau  raréfiée  par  le  feu.   » 

J.   Bkrtrakd. 
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KRAUSE  (M.)-  —  Theorir  der  doppbltpkriodisciien  Functionen  einbii 
vBRANDERLiciiEN  GROSSE.  Efster  Band.  viii-328  p.  in-8**.  Leipzig,  Teubner, 
1895. 

L^intéressanl  Ouvrage  dont  M.  Krause  commence  la  publication 
marque  une  tendance,  qui  s'était  déjà  manifestée  ailleurs,  de  retour 
aux  fonctions  de  Jacobi.  Personne  sans  doute  ne  songe  à  contester 
les  avantages  et  les  grandes  simplifications  qu'apportent  les  fonc- 
tions et  les  notations  introduites  par  M.  Weierstrass ;  on  ne  songe 
plus  non  plus  à  dire  que  les  travaux  qui  ont  précédé  les  siens 
n'ont  qu'une  valeur  historique^  il  semble,  en  vérité,  que  certaines 
propriétés  se  groupent  en  quelque  sorte  autour  de  certaines  fonc- 
tions, d'autres  autour  d'autres  fonctions,  et  que  les  divers  groupes 
se  pénètrent  mutuellement;  il  faut  sans  doute  en  prendre  son 
parti,  et  se  résigner  à  croire  que  le  progrès  scientifique  implique 
parfois  un  accroissement,  non  toujours  une  destruction  correspon- 
dante. 

Après  quelques  pages  d'Introduction,  consacrées  à  quelques 
points  de  la  théorie  des  fonctions,  qui  sont  traitées  dans  le  sens  de 
la  doctrine  de  M.  Weierstrass,  M.  Krause  montre  tout  d'abord 
comment  la  recherche  des  fonctions y(a:r)  qui  jouissent  de  la  pro- 
priété 

se  ramène  à  la  recherche  des  fonctions  qui  jouissent  de  Tune  des 
propriétés 

et  comment,  dans  ce  dornier  cas,  on  peut  se  borner  uu  cas  où  la 
valeur  absolue  dr  p  est  plus  petite  que  1 .  Ces  fonctions  sont  dites 
factovieUcmcnl  périodiques,  Ecartant  le  cas  011  ces  fonctions 
(supposées  univoques")  admettraient  des  points  singuliers  essentiels 
autres  que  o  et  oo,  il  montre  (ju'une  telle  fonction  y(x)  admet 
nécessairement  des  pôles  ri  des  z<''ros;  (|ue,  en  ne  regardant  pas 
comme  distincts  les  points  dont  les  aflixes  ne  diffèrent  que  par  un 
facteur  égal  à  une  puissance  entière  de  />,  une  fonction  faclorielle- 
ment  périodiqueyi.r)  atteint  eha<|uc  \alenr  donnée  pour  un  même 
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nombrede  points,  nombre  qui  est  certainement  plus  grand  que  i  ; 
que,  en  désignant  par  ai ,  a2,  .  . . ,  a„  d^ine  part,  par  ^i ,  ^o?  •  •  • , 
^j,  de  l'autre,  les  valeurs  distinctes  qui  font  acquérir  à /(:r)  d'une 
pari  la  valeur  A,  de  Fautre  la  valeur  B,  on  a,  en  désignant  par  s 
un  nombre  entier,  la  relation 

que,  enfin,  /{x)  peut  être  mis  sous  la  forme  d'un  quotient  de 
deui  fonctions  formées  au  mo^^en  du  produit  d'un  même  nombre 

de  facteurs  de  la  forme  si/?, )  en  posant 


('-^J)---( 


l-f-  i— 


On  a  là,  sous  une  autre  forme,  une  suile  de  propriétés  bien  con- 
nues des  fonctions  doublement  périodiques  qui  se  trouve  ramenée 
à  une  origine  très  simple,  permettant  une  déduction  claire  et  ra- 
pide. Le  lecteur  comprend  d'ailleurs  immédiatement  comment  se 
fait  le  passage  des  fonctions  factoriellement  périodiques  aux  fonc- 
tions doublement  périodiques  ordinaires,  et  des  fonctions  £(/?,  x) 
aux  fonctions  â,  comme  aussi  l'introduction  des  fonctions  double- 
ment périodiques  de  seconde  et  de  troisième  espèce. 

L'auteur  développe  ensuite,  d'après  les  principes  dus  à  M.  Her- 
milc,  la  théorie  des  fonctions  2r  du  n^^^^  ordre,  définies  comme 
des  fonctions  transcendantes  entières  qui  vérifient  les  équations 
fonctionnelles 

/lest un  entier;  g^  h  sont  les  nombres  o  ou  i  et  leur  ensemble 
(ft  ^)  est  la  caractéristique  de  la  fonction  &.  On  sait  que  M.  Her- 
niile  a  démontré  qu'il  y  avait /i  fonctions  2?  du  rV^^^  ordre  linéaire- 
ineDt indépendantes,  et  seulement  n  :  cette  proposition  capitale 
peutjouer  le  rôle  de  principe  dans  la  théorie  des  fonctions  Er  et  des 
fonctions  doublement  périodiques.  S'occupant  ensuite  des  fonc- 
tions 3  du  premier  ordre,  M.  Krause  développe  successivement 
les  relations  entre  les  carrés,  les  théorèmes  d'addition  sous  des 
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formes  de  plus  en  plus  générales,  les  relations  difTéren  lie  Iles,  la 
représentation  des  fonctions  2rdu  n''™'^  ordre  au  mo^en  des  fonc- 
tions 2r  du  premier  ordre,  qui  fait  déjà  pénétrer  dans  la  théorie  de 
la  transformation;  il  introduit  ensuite  les  fonctions  doublement 
périodiques  qui  sont  les  quotients  de  deux  fonctions  d;  ayant 
ensuite  déduit,  par  le  théorème  de  M.  Hermite,  la  relation 

de  ce  que  la  fonction 


/(0  =  ^î(*') 


dv^ 


vérifie  des  équations  fonctionnelles  du  type  (i),  il  est  en  mesure, 
en  supposant  u  =  t:^\(^v)j  d'introduire  aussi  les  fonctions  (trans- 
cendantes entières) 

AI«(iO=^^e    -^t  «  (a  =  0,2,  3), 


2r, 


5;  l.« 


Al,(i/)=^&,(i')e    ^.  \ 

dont  les  développements,  suivant  les  puissances  entières  de  1/,  son^ 
des  polynômes  en  A',  puis  enfin  les  fonctions  sn  £/,  en//,  dni^ 
comme  quotients  de  fonctions  Al. 

Après  avoir  posé  le  problème  de  la  transformation,  et  montré' 
comment  il  peut  être  simplifié,  après  avoir  traité,  pour  les  fonctions 
2r  et  les  fonctions  sn,  en,  dn,  des  six  cas  de  la  transformation  li^ 
néaire,  puis  des  transformations  dites  de  Landen  et  de  Gauss^ 
M.  Krause  traite  avec  quelques  détails,  et  par  diverses  méthodes, 
du  développement  des  fonctions  sn;/,  cnw,  dnw;  de  leurs  puis- 
sances positives  ou  négatives,  suivant  les  puissances  de  1/,  puis 
des  équations  difiercntielles  que  vérifient  les  fonctions  2ra(o),  A', 
k'  en  prenant  soit  t  soit  A^  pour  variable  indépendante;  du  calcul 
de  q  en  fonction  de  A^;  de  la  détermination  de  toutes  les  valeurs 
que  peuvent  prendre  K,  iK'  quand  on  se  donne  k^\  deTéquation 
difierentielle  linéaire  que  vérifie  E;  de  la  relation  de  Legendre; 
des  équations  aux  dérivées  partielles,  par  rapport  à  //  et  à  A',  que 
vérifient  les  fonctions  \l  ;  du  développement  de  ces  fonctions  sui- 
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vant  les  puissances  de  //.  II  passe  ensuile  à  la  miilliplication  :  pour 
les  fonctions  3,  le  théorème  de  M.  Hermite  fournit  une  première 
iiiéthode,  d'où  se  déduisent  facilement,  par  exemple  dans  le  cas 
de  n  impair,  les  relations  telles  que 

lAioiii)]"*  -^^''^'"^  ^'     iAio(w)r  -  -*^(^  ^ 

où  *r,jv',  z  sont  mis  à  la  place  de  snw,  cn^^,  dn//,  et  où  \{x^)^ 
B(jr-),  C(a:^),  ï^{x^)  sont  des  polynômes  en  x'^.  L'équation  aux 
dt^rivées  partielles  (Jacobi)  que  vérifient  ces  polj'nomes  fournit  un 
moyen  de  les  calculer.  Ces  mêmes  polynômes  s'expriment  simple- 
ment quand  on  introduit  les  fonctions  elliptiques  des  /i'^*"**  parties 
des  périodes;  enfin  l'élégante  méthode  de  M.  Kiepert  ne  peut 
être  passée  sous  silence.  La  plupart  des  problèmes  que  nous 
venons  d'énumérer  rapidement  impliquent  la  connaissance  de  la 
transformation  du  premier  et  du  second  ordre.  M.  Krause  aborde 
le  problème  de  la  transformation  d'ordre  impair  /i;  après  avoir 

montré  que  l'on  pouvait  se  borner  au  cas  où  la  transformation 

était  de  l'une  des  formes 

n 

où  q est  l'un  des  nombres  o,  i,  2,  . ..,  /i  —  i,  il  déduit,  toujours 
du  même  théorème  de  M.  Hermite,  l'expression  des  2f(r',  t') 
comme  fonctions  entières  des  &(^,  t);  les  calculs  sont  faits  expli- 
citement pour  le  cas  de  /i  =  3  et  de  /i  =  5  et  l'on  obtient  ainsi 
d'intéressantes  identités.  L'auteur  montre  ensuite,  dans  le  cas  gé-r 
néral,  comment  s'expriment  les  3(r',  t')  quand  on  introduit  les 

fonctions ^  des  arguments-  et  -^^ ^-  Les  questions  analogues 

Mnt traitées  pour  les  fonctions  sn,  en,  dn.  On  introduit  ensuite 
les  fonctions  modulaires,  et  Tauteur  traite  en  particulier  des  fonc- 
tions f,  if^  y  de  M.  Hermite  pour  obtenir  les  formules  relatives  à 
I»  transformation  linéaire  de  ces  fonctions,  d'après  la  méthode 
que  l'on  doit  à  M.  Schlâfii.  Revenant  ensuite  à  la  transformation 
d'ordre  impair  /i,  il  traite  des  équations  modulaires;  en  restant 
2u  point  de  vue  que  nous  venons  d'indiquer,  il  lui  est  facile  d'é- 
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tablir  que  les  n  -h  i  quantités 


\nj    (p«(T)'  ?«(t:) 


sont  racines  d\ine  équation  algébrique,  à  coefficients  rationnels  en 
Ar^,  dont  il  développe  les  propriétés  essentielles,  puis  la  formation, 
qui  est  effectuée  pour  les  premières  valeurs  de  n.  11  traite  ensuite 
des  équations  au  multiplicateur,  des  relations  différentielles  entre 
le  multiplicateur,  le  module  transformé  et  le  module  primitif,  et 
de  Téquation  différentielle  que  vérifient  le  numérateur  et  le  déno- 
minateur dans  une  formule  de  transformation.  Un  important  pa- 
ragraphe est  consacré  au  discriminant  de  Téquation  modulaire  et 
au  développement  de  cette  question  :  trouver  les  conditions  né- 
cessaires et  suffisantes  que  doivent  vérifier  les  coefficients  P,  Q,  R 
de  Téquation  du  second  degré  en  t 

afin  que  pour  les  valeurs  de  f  (t)  qui  correspondent  soit  à  une  so- 
lution de  cette  équation,  soit  aux  deux  solutions,  deux  racines  de 
Téquation  modulaire  relative  à  une  transformation  rationnelle 
du  /i»*""**  degré  soient  égales;  n  est  un  entier  impair,  sans  diviseur 
carré.  Après  avoir  donné,  d'après  M.  Weber,  la  notion  générale 
des  équations  modulaires  et  des  équations  au  multiplicateur, 
M.  Rrause  traite  divers  problèmes  spéciaux  de  la  théorie  de  la 
transformation;  signalons  en  particulier  d^élégantes  identités  re- 
latives au  cas  de  ^  =  3  et  de  /z  :=  5. 

Pour  la  théorie  de  la  transformation  comme  pour  celle  des  fonc- 
tions doublement  périodiques  de  seconde  et  de  troisième  espèce» 
il  est  souvent  avantageux  d'introduire  la  notation  des  fonctions  2f 
à  caractéristiques  fractionnaires;  ces  fonctions  sont  définies  pa^ 
la  formule 

/?,  gy  A  sont  des  nombres  entiers,  dont  le  premier  est  positif;  Tin^ 
iroduction  de  ces  fonctions  donne  ù  M.  Krause  Toccasion  d'éludief 
Tcxpression  au  moven  des  fonctions  elliptiques  des  quotients  de  Iî» 
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forme 


-"hi,") 


2rX  (  V  ) 

spécialement  dans  le  cas  de  n  =  .'i. 

La  proposition  qui  joue  le  même  rôle,  dans  la  théorie  de  ces 
fonctions  3  généralisées,  que  le  théorème  de  M.  llermile  dans  la 
théorie  des  fonctions  2?  ordinaires  est  la  suivante  :  Une  fonction 
transcendante  entière,  qui  vérifie  les  équations 

est  déterminée  à  un  facteur  constant  prés  :  de  là  se  déduisent,  par 
exemple,  d'intéressants  théorèmes  d'addition  qui  «généralisent  une 
proposition  célèbre  de  Jacobi  sur  les  fondions  S  ordinaires.  Si 

pose 

nwi=(i  —  /i ) t>,  -h  Tj -f- . . . -H  i'j/i. 


i*on 


^^*^  aura 


7 

N  «•„,    =    r,    -f-    l'j  -i-  .    .    .  -T-  (   I    —    n    )  l'j;^  . 


i  =  in  i  =z  n 


»ll^.(.,.-vi|.rji,„., 


!TC/tf// 


M' 


\  m.  m      \  fi  \ 

i  —  n  fi.  'i     i  —.  I 

ifTo  h  =  O.  I,  -2,    ..  .,  /ï  —  l). 

côté  des  fonctions  2r  à  caractéristiques  négatives,  M.  Krause 
*  *^  troduit  les  fonctions 

^^  «marquons  en  passant  que  ces  fonctions,  dans  le  cas  où  a  =r  ,5, 

*^^  sont  autres  que  les  n  solutions  distinctes  (ir  =  o,  i ,  a //  —  i) 

^^s  équations  fonctionnelles 

/(r-t-  1).-= /,  i), 

**vec  lesquelles  M.  Hermite  a  prouvé  que  Ton  pouvait  composer, 
^n   les  combinant  linéairement,    toutes  les   solutions  (traiisien- 
^lantes  entières). 

HuU,  des  Sciences  matlteni.,  .\*  >Lric.  l.  W.  (Juin  iS.|<..;  lo 


M.  Krause  montre  comment   toute  fonction  2r  du  n*''"^*'  ordre 
est  une  fonction  linéaire  de  /}  des  quantités 

Notons  aussi  régalilc 


/.  -   0 


relative  au  cas  où  n  est  impair.  KnHn  la  considération  des  fono- 
tions  ?j  à  caractéristiques  fractionnaires  conduit  à  de  beaux  ihéo- 
renies  d'addition  concernant  les  fonctions  Sr  avec  des  modules 
différents.  Par  exemple,  si  Ton  désigne  par  ///|,  ///a,  ...,  m„  des 
entiers  (pielconques  et  par  a^r  des  nombres  entiers  tels  que  Ton 
ait 

(  S.  /*  -r  I.    » /M. 

ft  si  TlMl  post' 

iU)  aura 


!l.^aO:.t>-    2£"^>I    o' 


Vn-r.   //Ir,   T). 


It's  produits  II  NO  ra[^piulan(  aux  diverses  valeurs  de  s,  et  la  som- 
mation i!  à  tous  les  i»j  qui  vérifieul  les  rongruences 

i'*  .J«jV,  tJ**,V*     *     .   .   ,     -      If*.,  .V.,  «Ill04t/I|«l. 


les  utMubres  \,.   > >     riant  d'ailleurs  des  nombres  entiers 

arlulraireN. 

M.  KrauNO  appliqur  «  nsnito  lo^  ronsidèrations  qui  précédent  à 
la  repreNoulaiion»  au  movon  d»^s  lonrtions  ,^.  des  fonctions  double- 
meni  périodiqueN  de  pi  ornière,  de  seconde  et  île  troisième  espèce; 
il  reut'outre  ain>i  la  tonuule  de  décomposition  en  éléments 
^nuples  :  lo  i  ,«n  de^   I^muIioun   diMiMenieut  périodiques  Tamène  à 
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forme 


^"h-n) 


2rî  (  i'  ) 

spécialement  dans  le  cas  de  n  =  .5. 

La  proposition  qui  joue  le  intime  rôle,  dans  la  théorie  de  ces 
fonctions  S  généralisées,  que  le  théorème  de  M.  llermite  dans  la 
théorie  des  fonctions  2r  ordinaires  est  la  suivante  :  Une  fonction 
transcendante  entière,  qui  vérifie  les  é(|uations 

/(i'-hT)=<?-«/ix'2»'-^'V(r), 

est  délerminée  à  un  facteur  constant  près  :  de  là  se  déduisent,  par 
exemple,  d'intéressants  théorèmes  d'addition  qui  ^généralisent  une 
proposition  célèbre  de  Jacobi  sur  les  fonctions  S  ordinaires.  Si 

Ton  pose 

71  w'i  =  C I  —  n )  ç'i  -^  i'j  -i- . . .  -H  i>j,|. 


7 


on  aura 


1=2/1  i—n 


«n^'<''''=2rr^[f]"''' 


27C/tf// 


r»' 


)e       " 
I  _■-  ■       L  "  J 
i  —  n  j(,  't     i—l 

(jr,  h  =  o,  I,  !i,  ,..,/*  —  i). 

A  coté  des  fonctions  S  à  caractéristiques  négatives,  M.  Krause 
introduit  les  fonctions 

Kemarqnons  en  passant  que  ces  fonctions,  dans  le  cas  où  a  =^  .'i, 

ne  sont  autres  que  les  n  solutions  distinctes  (^  =  0,  1 ,  -a //  —  1) 

des  équations  fonctionnelles 

/(r-+-i)=/M'), 

avec  lesquelles  M.  Hermite  a  prouvé  cpie  Ton  pouvait  composer, 
en  les  combinant  linéairement,  toutes  les  solutions  (transcen- 
dantes entières). 

Bail*  des  Sciences  mathem.,  à*  scric.  1.  W.  (Juin  \H\\h.)  10 


an  l'ItHMIËItl-:   l'AKTlË. 

M.  Krausc  montre  comment    toulc  foncliim   â  liii   n"''"'  ordre 
est  une  fonclion  linéaire  de  n  (les  qiianlités 

^)- 
Nolons  aussi  l'égalilc 

relHtivc  au  cas  où  n  cât  impair.  KiilSn  la  considération  des  fonc- 
tions 2!  à  caraclérisliqiies  fractionnaires  conduit  à  de  beatiii  théo- 
rèmes d'addition  concernant  les  fonclions  3  avec  des  modutes 
dilTérents.  Par  excm))le,  si  l'on  désigne  par  m,,  ni^,  . . .,  »f„  des 
entiers  quelconques  cl  par  a^r  des  nombres  entiers  tels  que  l'on 


les  pi'odiiils  II  se  rapportant  aux  diverses  valeurs  de  c,  et  la  som- 
mation S  à  tous  les  gt  qui  vérifient  les  eongrnences 
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inlroduîre  la  l'onclion  ^u.  Il  termine  en  trailaiil  du  développemenl 
en  séries  de  |Hiissances  drs  (onctions  de  seconde  et  de  troisième 
espèce. 

La  brève  analyse  qui  procède  aura  sans  doute  suffit  pour  mon- 
irer  au  lecteur  l'importance  du  Livre  de  M.  Krause.  Le  répertoire 
bibliographique  dressé  de  manière  à  faciliter  les  renvois  dans  le 
courant  du  Volume  sera  consulté  avec  intérêt.  J.   T. 


MÉLANGES. 


RAPPORT  SDR  LES  PROGRÈS  DE  LA  THÉORIE  DES  INVARIANTS 

PROJECTIFS  ; 

Par   m.   Fh.  MRYIUI  (i»k   Claustiial). 


Traduction  annotée  par  II.  rKIIR. 


ni:uxiÈMfc:  PARTri:. 

(sriTF.    KT    FIN.) 


D.  —  Sur  certains  groupes  de  substitutions  et  sur  certaines  formes  spéciales. 

a.  —  Péni/wa riants  ('). 

Si  nous  nous  sommes  occupé  jusqu'ici  des  propriétés  générales 
des  formes  invariantes,  nous  consacrerons  ce  dernier  Clia|)itre  aux 
caractères  plus  spéciaux  provenant  du  fait  que  l^on  impose  des 
restrictions  soit  au  groupe  de  substitutions  à  efTectuer,  soit  à  la 
forme  primitive,  soit  enfin,  aux  deux  simultanément. 


(|^  I>s  péninvariants  ont  aussi  <^té  désignés  par  certains  aiitriirs  sons  lr<«  n«>ni> 
dr  sous-invariant,  semi-invariant  ou  seminvariant. 
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successives  seraient  «i,  «a?  •  •  •   '-«es  dérivées  successives  du  lo 
ritlime  de  <7o,  depuis  la  première  jusqu'à  la  (//  —  i)*^'"'*,  fourniss 
alors  un  pareil  systcuie  de  penim^ariants  principaux  (•). 

D'Oca^ne  (*-')  et  Cesâro  (^)  ont  montré  comment  ce  svslè 
pouvait  être  rattaché  à  celui  qu'a  fourni  Hermite. 

(]ette  différentiation  par  rapporta  ^  peut  être  considérée  corn 
une  simple  abréviation  svmbolique  de  l'opération 


:1C 


-  f  »:   :^  ^  1  


-h  fit     ,— 


-♦-...  -^  a«  r- 


"du..., 


rt,  c'est  cetle  remarque  qui  a  conduit  aux  svmboles  opéraloir* 
que  l'on  doil  à  d'Oca^ne(  *),  Perrin  (*),  i)eruyts(«),  elRobertsC^ 
La  théorie  des  pénin  va  riants  a  été  particulièrement  approfoncF 
par  Deruvts  qui  l'a  élendue  aux  formes  à  plusieurs  séries  de  n  v^ 
riahles,  et  qui,  do  cette  façon,  a  largement  contribué  aux  proj* 
de  la  théorie  des  invariants  de  <:es  formes.  Cet  éminent  géomèl 
a  n'uni  ses  nombreuses  recherches!*)  en  une  monographie  ( 
publiée  en  i8()i.  (Test,  comme  l'indique  le  titre  de  l'Ouvrage,  u 
/\ss(ti  dune  f/irorif  générale  des  formes  al^iéhriques.  L'aute 
élend  aux  fondions  péninvariantes  la  nolalion  symbolique  d 
('lobsch  cl  Aronhold  (|ui,  jusque-là,  n'avait  été  employée  qu 
pour  1rs  formes  invariantes,  et,  à  cet  eflel,  il  attribue  aux  exprès 
sions  s\mboli(pi('s  une  forme  canonique  {  L  <*.,  p.  i3,   i  f)  symé 
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1  '  »  t>n  iloit  à  n'OiAiiNK  (  <\  //.,  OIV.  p.  ji'ii  ri  i3tip  un  syiiibnlc  opératoire  (|u 
|H^rm<*t  kU"  cilrulor  lirs  iii^riuiMit    un   loi   >y5lrn»r,  el  donl  riiiip«>rt<inrc  csl  cun 
lîruoc  p,ir  I»**»  lr.i\au\  >ul»''«'i|ueul*  ilo  l^rrrin,  lirruxl*,  I{«>l»orls.  clr.         II.  K. 
M  lititl.  Soc.  math.,  \\I.  p.  l'^î-i^;:  i^^^:  /irtijr.  S.  Se.  MI.  p.   i«5-i«9. 
1*^    \iiu\\  Ann.  i  >    \  II,  p.   l'»i-l'»~:  i'*'*^. 
*>  ''.   /i*.,  l.l\  .  p.   w'M-*.'»i.   i^'i-iî'»'»:    1^^-.    1*1.1/'  rnri»ro.  ilans  le  Quart.  J.^ 
l.  \\1.  ^iN*i».  une  \.»ii*  Ac  ^'v^;>Y     p.  .i  '-  -i  »    «*t  •oHo  oc  Mu'  Maiion  (p.  3*ii- 
î''»\    :  iM.i<;///i*r  .ui'i'»i  lo   Mrn»-Miv  ijiio  ro  «loniirr  a  publié  iUu<  le  Am.  y.,   Vlll, 
p.  Il»":  1'*'^.». 

*'.  n.,  ilV,  p.  i'  -  i.'.ii.  I    ■^**  I   •"'•!  1'»'^-. 
••   /»\/i'.  /»':;/.'  .  \in.  p.    •  '^■:^"';   iS*»7  ol  l.oiif*  suManK. 
\  /..»'ic/.    1/.  y    /*'.'.*..  \\l.  p.      i.i-      i:  i**^.. 
•     /.W-.  /w*;;  .      .   .  \l\.  p     ^     -,.;  i^N-;  ;.  \\.  p.  ./mm^n.-..  i    \\I.  p.  j,»7-.ii.î, 

.-;  I  11 

I     .      .»ii**:   I.»    I*k-...*.    /^'  A      /v.    '  .      *    -  II-   P     ,''-^^      •^^:. 

/  ^.»  ;;    j'    .  ■  •■*  *■.  •'  ^*  :    •        <    •"      •  .    %    : '^    •    ;     .*  *    f*rM\rllf*«.  l'^n. 
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la  remarque  que,  dans  ce  cas,  Co  correspond  ù  la  source  d'un  co- 
vnrianl  des  formes 

dans  lesquelles  les  /i  -f-  i,  m  -}-  i,  ...  premiers  coefficients  coïn- 
ciilenl  avec  les  a,  6,  ...  Les  consé(|ueiices  que  l'on  en  déduit  ne 
sont  pas  seulement  d'une  g^rande  importance  pour  la  formation 
du  système  fondamental,  mais  elles  apportent,  en  outre,  une 
«4:rande  simplification  dans  celle  des  svzygies  correspondantes.  A 
cet  effet,  nous  avons  drja  eu  l'occasion  de  signaler  les  travaux  de 
Perrîn  (*  ). 

La  considération  de  Cq  comme  fonction  binaire  des  variables 
(non  homo«çènes)  an  a  également  donné  lieu  à  de  nouveaux  pro- 
g^rès  et  a  largement  facilité  une  élude  approfondie  de  la  structure 
du  système  complet  de/,<  (^). 

L'emploi  des  péninvariants  de  second  et  de  troisième  degré 
par  rapport  aux  a  joue  aussi  un  rôle  utile  dans  la  formation  des 
systèmes  associés;  nous  avons  déjà  mentionné  celte  a|)plication 
i^liulleiin,  XIXo,  p.  99,  100),  ainsi  (|ue  (/.  c,  p.  109,  wj/i^  '^'-^4) 
le  problème  fondamental  qui  consiste  à  déterminer,  parmi  les 
péninvariants  (d'une  degré  //  illimité),  \e9> perpétuants  l^ow  pénin- 
variants principaux),  c'esl-à-dire  les  péninvariants  irréductibles 
qui  ne  peuvent  pas  être  re[)résentés  comme  fonction  enliére  de 
ceux  d'un  degré  moindre  par  rapport  aux  élémenls.*  De  plus,  il 
convient  de  rappeler  ici  qu'il  existe  un  lien  étroil  eulre  les  pénin- 
variants et  les  fonctions  symétriques  (/.  c.  p.  i'^\). 

D'Ocagne  (')  est  parvenu,  d'une  manière  très  simple,  à  un 
nouveau  système  associé  de  |)éninvariaiits  pour  une  forme  /),.  Il 
envisaj^e  a^  comme  une  fonction  ricli\(î  de  ç,   tlout  les  dérivées 


(•)  Bull.  Soc.  Math.,  XI,  p.  88-107;  i«8S.  V'oir\c  Rapport,  Bull.,  \i\,  p.  lo'j 

et  io3. 

(-»)  SYLVE8TER  prend  comme  exemples  les  formes /^  et/,.  Consulter  aussi  1rs 
M  ••moires  de  Petersen,  Zeutheii  Tidsskr.,  (/|),  IV,  p.  i77-i!)o;  V,  p.  X\-\o\  (')), 
VI,  p.  102-106,  de  1880- 1888. 

(»)  C-/?.,  Cil,  p.  916-917; /^/-//j:.  5.  5c.,  \,  H.,  p.  7')-78;  t.  \l,  |».  .^i'i-^m)-.  18S7. 
Il  serait  ifilêrcssanl  d'approfondir  le  lien  étroit  (|iii  doit  rxistcr  «Mitre  la  méthode 
de  d'Ocagxe  cl  celles  de  BiiUNO  {^Bulletin.  \I\,,  p.  i')?^)  et  Mac  Maiion  (/.  r., 
p.  -J^i). 


L-ii  IMtEMfËltE  l'AUTlE. 

Riicceâïives  seraieul  a, ,  a,,,  . . .  Les  dérivées  successives  du  loga- 
rillime  de  ir,,  depuis  la  prcmi(-ie  jiisijii'H  la  (n  —  i)'^"",  fournîbsenl 
alors  III)  pareil  s^sième  de ppiiinvariants principaux  ('). 

D'Ocaf^ne  (=•)  ei  Crsàio  (*)  ont  montré  comment  ce  système 
pouvait  êlre  rnltaclié  à  celui  qu'il  fourni  Hermîte, 

Celte  dirrérentiation  par  rapport  à  £  peut  être  considérée  comme 
une  simple  abréviation  svmbolique  de  l'opération 


<■(,  c'est  cetle  reinar(pio  qui  a  conduit  aux  svniboles  opératoires 
que  l'on  doii  àd'Ocafini'C),  Porrin(*),  Der«vts(*),  etRoberts('). 
I,a  tbt^nrie  des  péninvartants  a  été  particulièrement  approfondie 
|>ar  DtTuvts  qui  l'a  élenilue  aux  rornies  à  plusieurs  séries  de  n  va- 
rinblcs,  et  (|iii,  de  cette  façon,  a  largement  contribué  aux  progrès 
de  la  lbéurii>  des  inviirianls  de  ces  lormcs.  Cet  éminenl  géomètre 
a  réuni  ses  nnndtrcDscs  rcclicrclics  ( ''l  en  une  monographie  (') 
publiée  en  i8()i.  C.Vsl.  comme  l'indique  le  titre  de  l'Ouvrage,  un 
/■'ssni  li'u/ie  ifu-oric  ^t-ni-ruli'  des  formes  alf-ébriques.  L'auteur 
élrnd  aiiv  fonctions  pén  in  va  riantes  la  nolaiion  symbolique  de 
C.b-bscb  fl  Aronbold  qui,  JLisqiie-li'i,  n'avait  été  employée  que 
pour  les  formes  invarianics.  et.  à  c*l  eiïel.  il  allribue  aux  expres- 
sions svmbidiques  une  forme  ninoni'jue  {i.  e.,  p.  lî.   i  ()  sjmé- 
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Irique  par  rapport  aux  éléments.  Grâce  à  la  généralité  avec  la- 
quelle les  questions  sont  abordées  dès  le  début,  Tatiteur  retrouve 
non  seulement  une  foule  de  résultats  obtenus  par  Capelli,  Svivesler 
et  d'autres,  mais  il  parvient  en  outre  à  drs  propriétés  nouvelles 
qui  sont  d\ine  grande  portée. 

b.  —  Combinants  et  apolarile. 

Parmi  les  formes  à  plusieurs  séries  de  variables  sur  lesquelles 
on  eiïectue  des  transformations  linéaires  différentes  entre  elles, 
nous  avons,  à  plusieurs  reprises  ('),  mentionné  les  combinants. 
Ces  formes  se  rattachent  si  intimement  à  la  théorie  de  Fapolarité, 
qu'il  T  a  lieu  de  les  examiner  dans  leurs  propriétés  communes. 
Cependant,  il  n'est  guère  possible  de  donner  ici  une  idée  exacte 
de  cette  branche  de  la  théorie  des  formes,  vu  (|ue  les  applications 
les  plus  importantes  appartiennent  à  la  Géométrie;  et  nous  cons- 
tatons ici  précisément  ce  fait  que  certaines  propositions^  qui  en 
Algèbre  semblent  évidentes  ou  (pii,  du  moins,  iroffrenl  souvent 
qu'un  intérêt  très  particulier,  constituent  en  Géométrie  la  source 
de  recherches  très  étendues. 

Soient  yi, /"a  ... /^  des  fonctions  homogènes  de  degré /i  par 
rapport  aux  variables  X|,  j:'^,  .  . .  j*,,.  Parmi  h»s  invariants  simul- 
tanés des  y,  on  désigne  sous  le  nom  de  combinants  ceux  cpii  ne 
rhangent  pas  (à  un  facteur  constant  près)  pour  une  substitution 
linéaire  des  y. 

Si  Ton  constitue,  à  Taide  des  nouvelles  variables  (/,.  //^^  •  •  •  '^/>9 
lu  forme  linéaire 


r  •)  Voir  Bulletin,  XVIII,,  p.  i85;  \I\,,  p.  ()S,  loi-io'^  :>i7-ji9,  -.vji.  Dans  son 
ouvrage  sur  VApolarité,  publié  en  i8S.'{,  l\  Mever  dunnc  un  ensemble  iJc  renseigne- 
ments bibliographiques.  Quant  aux  travaux  qui  onl  conlribué  à  la  fondation  de 
U  théorie,  nous  signalcroos  ceux  de  Smith  et  de  Cliffoiu),  /Voc.  /..  M.  5.,  II, 
p.  H3-IOO  et  p.  116-118:  i8'>8,  et  de  DAnnorx,  Hulletin,  I.  iH-jo. 

L'n  des  combîoanls  les  plus  importants  est  le  déterniiniinl  fonctionnel  dt;  n 
formes  à  n  variables,  étudié  déjà  par  Jacori;  voir  <>oi(i>an,  l'orlcsunffvn,  1.  I. 
Consulter  aussi  dans  le  Jauni,  fiiv  Math.  :  CLKnsr.ii,  t.  IAI\,  p.  H.VV3.')K;  t.  IA\, 
p.   i-.'i-i8i;  i86f|:  H0HANE8,  t.  LXW,  p.  i'i'i-17?  (iH;:}),  ri  Pascii,  l.  L\\\,  p.  177- 

|H,    (187'»). 


c 
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senlér  à  l'aide  d'une  somme  de  puissances  de  facteurs  linéaires  ^* 
Tautre.  Cela  revienlà  dire  que  si  une  forme  binaire  d'ordre  n  po^^ 
srde  le  facteur  A  —  a,  elle  est  apolaire  à  la  /i'«"«  puissance     ^*^ 
A  —  a,  et  réciproquement.   Il  étendit  ensuite  ce  principe  au   ^ 
plus  général  des  formes  d'ordre  n  à  r  variables  (•). 

(Test  là-dessus  que  repose  la  possibilité  (^)  de  représenter  i* 
forme   générale  à   Taide  d'un  certain  nombre  de  puissances 
formes  linéaires;  ce  problème  avait  déjà  été  abordé  avec  su 
par  Ucve  ('),  qui  en  donna  une  interprétation  mécanique. 

l^*inlroduclion   de   la    notion  de    polygone    polaire   (*)   ( 
/i-£VA')a  permis  d'envisager  la  question  sous  une  nouvelle  fac^ 
d'exprimer  ainsi    cliaque   propriété  algébrique  dans  un  lan^ 
géomélrifjue. 

On  peut  se  demander  ce  que  signifie  Tapolarilé,  lorsqu'or"^ 
Irouve  en  présence  de  deux  formes  irréductibles.  Si  l'on  se  bo  ^^ 
au  cas  du  second  ordre  (-*)  et  à  ceux  qui  s'y  ramènent,  ce  [^ 
birme  est,  en  eflVl,  le  plus  ancien;  (|uoique  très   important 
(léomi'lrie,  il  est  cependant  «fune  nalure  Irop  spéciale  pour  aw 
une  intluenct*  féconde  dans  la  tbéorie  des  formes. 

Messe  ^°^  avait  (railleurs  déjà  démontré  que  Tapolarilé  de  d 
formes  du  se(*ontl  ordre  ^ou  <le  seconde  classe^  est  un  crileri 
pour  (|U(*  ces  deux  formes  puissent,  par  des  transformations 
néaires^^el  cela  d'une  infinilo  de  manières),  être  ramenées  à  i 
form»'  normale,  lelle  que  lune  des  forme>  ne  contienne  que 
earrés,  el  l'autre  >eulem<MU  les  produits  des  variablt*s  ['^, 


c 


\  M  J**tirn  fur    l/.///j..  I.\\\.  p.  .m»-^*^"«>:   i*'7"- 

*  ■'  haiiN  N,i  f,n*ntt/ri,-  i/r  tfnd^tion.  P.iris.  iMÙ).   P.  SKunnr  a\iiit  donné 
ovposo   «ii'l.iiilo  »ir  l'intorprt't.ilion    srMni<Mri«|iii*  «los  rrl,ition<  Jincaires  cnire  e: 

.  *^  Journ.  htr  \t.j:h..  l.WU,  p.   ^.»î->.Mi:  »>-■». 
M   I  1)»'   uno  \t»ir  lit»  uv,  v>>vvNN.  d,<nv  lo*»  <•••//.  \.,  n.  'id--'^ — :  tlcrembrc  1K7 
^  I  o  iM»».  (h)  ti.M^i<-iiio  or.liv.  iLtU"  lo  (litni.iiiio  lt»rn«irr.  a  clé  altordê  par  € 
>i  niiNi\..nî.   %.^ifh.    l.\N.\\\.p    J  »>- ,-7:  »^s-:  \\\l.  p.  iSî-»M);   iKK8.  —  I 
Pv.»ii>.    I«v.   /..    i<'^":  ri    1    '^;^,^^.    l/.j?',      I. '..»>.  \\\\l.  p.  .VI.V.'iSj. 
.  •  ^  J.^ui'ft     ♦■    l/.j/.*,  .  \1  \  .  p.  >•  ,1-^;  1**  -^ 
'  \  I  CH  o«M\'k.«]ninr,'v  c\  1,^11"  ,>ppiir.<ti*>n*»  .«n\  «■oni<|ue'»  cl  an\  surface»  du  ^ 
I  »Mui  «♦nlir  on!  «  !,'  ]<'n.;ii«  ini'i:t   <  ni.ni'»  par  Hi">'»,i!>C'^  cl  Uc\r. 

l<.>NxNtN.  ./.  ;.    V     *     1/.:.  \      :     I  WWlll.  \0.   \i  \  .  »  :   i*-'*o  à  iSS;. 

Km».  /..■■.  /<,        p    s      s;       :Nv.:  ./  ..    .-../,    MuU..  r.l\,  t'Ai.  TA  II.  i:VI! 
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qtiî  en  a  déduit  le  principe  fondamental  des  combinanls,  à  sa- 
voir que  les  combiiiaDls  de  deux  sjstrmes  apolaires  coïncidenl 
relaiivemenl  au  nombre  et  à  la  forme  (*). 

Le  cas  des  combinants  des  systèmes  binaires  offre  un  intérêt 
toul  particulier,  parce  qu'il  sert  de  base  à  ceux  des  systèmes 
<l'ordre  supérieur.  11  a  fait  l'objet  d'un  Mémoire  important  de 
Urill  (^),  qui,  dans  sa  démonstration,  examine  la  question  sous 
un  point  de  vue  nouveau.  Renonrantàla  représentation  des  inva- 
riants sous  forme  rationnelle,  Tauteur  substitue  à  la  forme  R  de 
Oordan  un  combinant  plus  simple  W  et  montre  que  tout  combi- 
nant des  formes  f  peut  être  représenté  comme  un  invariant  ou 
covariant  irrationnel  de  W  ("*). 

C'est  la  notion  des  systèmes  apolaires  qui  a  d'abord  servi  de 
base  au  principe  des  combinants.  Celte  notion  trouve  sa  source 
dans  l^extension  aux  systèmes  de  formes  de  la  représentation  ca- 
nonique, d'après  Sylvesler,  des  formes  binaires  en  somme  de 
puissances. 

En  187:2,  Rosanes  lit  un  premier  pas  dans  cette  direction  en 
démontrant  (*),  par  voie  symbolique,  qu'il  est  nécessaire  et  suffi- 
sant que  l'invariant  bilinéaire  de  deux  formes  binaires  de  même 
ordre  s'annule,  pour  que  cbacune  de  ces  formes  puisse  être  repré- 


1*72  ;  <lc  GoRDAN,  Math.  Ann.,  VII,  i33-/|'|8;  1874,  et  de  W.  Stahl  (  meiilionné  plus 
loin). 

(•>  Stépiia:«os  a  poursuivi  ces  recherches;  voir  Sav.  Étrang.y  i883;  son  tra- 
vail, déposé  en  1881,  a  été  analysé  par  Johdan,  (Ict.  1881.  Voir  en  nuire.  Brili.., 
Muth.  Ann.f  X\,  p.  335;  et  les  tli^ses  do  Fhikdkich.  Giessen,  i88<),  Ghoss,  7m- 
b:nçen^  1H-S7,  et  Math.  Ann.y  WXI,  p.  i3(>-iJo;  et  E.  Mëyrh,  Konigsbergy  188S. 

(  ■>  Math.  Ann.,  t.  IV;  1871. 

^')  Le*»  relations  entre  ce  déterminant  f.mctionncl  de/,  ou  combinant  prin- 
r-ipal,  el  la  forme/ont  été  approfondies  pur  Jgki.  dans  une  série  de  Mémoires  in- 
<«ré«  dans  les  Wien.  lier.  u.  Abh.;  l'auteur  en  déduit  des  mélhodes  pour  la  for- 
mation des  combinants. 

<  -j  Journal  /.  Math.,  LWV,  p.  17.^-170.  (^>uant  aux  applications,  voir  Meye», 
Apolaritài^ 

\V.  Stahl  a  approfondi  l'élude  des  systèmes  apolaires  binaires  cl  en  a  donné 

d'intéressantes  applications  à  la  théorie  des  surfaces   <Iéveloppables;  Journ.  f. 

Math,,  CI,   p.  73-98,   300-31.'),   18S7;  CIV,  p.  3S-()i,  3o2-3i<>.  Stldy,  Lcipz.  Ber., 

p.  3-o;  181W. 

Ld  exposé  purement  géométrique  de  rapolaritc  binaire  a  été  dunné  par  11. 
\Vik:«eii,  Habil.  Schri/t.y  Darmstadt,  83  pages;  i88j.  Voir  cnctire  Tiiikmk, 
Schlàni.  Zeit.y  ^X^V,  p.  i-xx  el  •.176:  Math.  Ann.,  \XIII,  p.  .'.«17 :  iS«'|. 
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scnlé<-  ù  l'aide  d'une  somme  de  puissances  de  facteurs  linéaires  de 
l'autre.  Cnla  revient  à  dire  que  si  une  Tonne  binaire  d'ordre  n  pos- 
st'-de  le  facteur  À  —  a,  elle  est  apolaire  à  la  n""  (tuissaoce  de 
A  —  a,  et  réciproquement.  Il  étendit  ensuite  ce  princi|ie  au  cas 
plus  général  des  formes  d'ordre  n  à  r  variables  {'). 

C'est  là-dessus  que  repose  la  possibilité  {*)  de  représenter  une 
forme  générale  à  l'aide  d'un  certain  nombre  de  puissances  de 
l'nrnics  linéaires;  ce  probli^nie  avait  déjà  été  abordé  avec  succès 
par  Hcve  ('),  ipii  eu  donna  «ne  interprétation  mécanique. 

]..'introduction  de  In  notion  de  polvgone  polaire  (*)  (Pol- 
n-EcI;)  a  permis  d'envisag;er  la  (piestion  sons  une  nouvelle  face  et 
d'exprimer  ainsi  cliaque  propriété  algébrique  dans  un  langage 
géojnétriipie. 

On  peut  se  demander  ce  que  slgnille  rapolarilé,  lorsqu'on  se 
trouve  cil  présence  de  deux  (ormes  irrédnclibics.  Si  l'on  se  borne 
an  cas  du  second  oidre  {'')  el  à  ceu\  qui  s'y  ramènent,  ce  pro- 
blème est,  en  elTet,  le  plus  ancien;  quoique  très  important  en 
(jéométrie,  il  est  cependant  d'une  nature  trop  spéciale  pour  avoir 
une  iulluence  féconde  dans  la  itiéorie  des  formes. 

Hesse  ("')avait  d'ailleurs  di'jà  dénionlré  que  l'apolarité  de  deux 
formes  du  second  ordre  (on  de  seconde  classe)  est  un  critérium 
pour  que  ces  deux  formes  puissent,  par  des  transforma  lion  s  li- 
néaires (el  cela  d'utie  inlinité  de  manières),  être  ramenées  à  une 
forme  normale,  lelle  (pie  l'une  des  formes  ne  contienne  que  les 
carrés,  et  l'autre  seulement  les  produits  des  variables  (M. 
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DiiDS  les  domaines  à  3,  4?  •  •  •  variables,  les  propriétés  de  Tapo- 
larîlé  et  des  combinanls  se  rattachent  à  la  théorie  des  combinants 
binaires.  Dans  son  Ouvrage  sur  VApo/arilé,  le  Rapporteur  a  bien 
fait  ressortir  ces  relations  à  Taide  d'une  série  de  principes  de 
réduction  (*). 

Le  lien  qui  existe  entre  les  domaines  binaires  et  ternaires  se 
présente  d'une  façon  très  simple  grâce  au  principe  de  translation 
rormulëy  pour  la  première  fois,  par  Sclilesinger  (-). 

Plus  récemment,  oo  s'est  occupé  des  combinants  prolongés 
d'un  système  de  formes  /"i, /"j,  ...,/»,,  qui,  outre  les  variables  a, 
contiennent  encore  une  ou  plusieurs  séries  de  variables  n  contra- 
g^rédientes  par  rapport  aux/.  Nous  mentionnons,  à  cet  cHet,  les 
recherches  de  Gross  ('),  F.  Mever  (*),  ïlilbert  (^)  et\V.  Slahl  ("). 

r.  —  liésuUants  et  dise  ri  minants. 

Par  leurs  nombreuses  applications,  les  résultants  et  les  inva- 
riants occupent  certainement  (^)  la  première  place  parmi  les  cas 
parliniliers  des  invariants.  Malgré  le  vif  intérêt  que  présentent 
ces  formes,  surtout  le  discriminant  dans  la  théorie  des  équations 
diiTérentielles  et  dans  la  théorie  des  quantités  algébriques,  nous 
ne  les  prendrons  ici  en  considération  qu'au  point  de  vue  de  leur 
représentation  sous  forme  invariante. 

En   i853,  Salmon  (*)  a  donné  une   formule  générale   pour  le 


{*)  Ces  principes  de  translation  ont  été  développés  par  Study,  dans  les  Leipz. 
Ber.y  p.  170  et  suivantes;  1890. 

{•)  Dissertation,  llreslau,  188a,  ou  Math.  Ann.,  X\II,  p.  3no-568.  La  démon- 
slration  s'appuie  sur  le  calcul  symboli(iue.  D'autre  part,  le  Ifapporteur  est  par- 
venu au  même  principe  par  une  voie  non  symbolique  {Math.  Ann.,  \\I,  p.  628- 
544:  «S*^^)  et  Ta  développé  dans  son  Traité  sur  l'Apolarité. 

•'*)  Dissertation,  TûbinçeUf  1887;  on  en  trouve  un  extrait  dans  les  J/a^A.  ^/i/i., 
\\\ll,p.  i36-i5o. 

(  •)  Math  Ann,  XXIX,  p.  '117  167;  \XX,  p.  3o-7i  ;  XX\[,  p.  96-i3.i:  1888. 

<•)  Côtt,  A'achr,,  1889,  en  partir,  p.  3<);  Math.  Ann.,  XXXVI,  p.  5iG. 

(•)  Math.  Ann,,  XXXVIII,  p.  56i.)8.î,  1891:  XL,  p.  \-y\\  1893.  Consulter  an- 
corc  SoinTHMAniiKn,  Math.  Ann.,  XXXVIIl,  p.  J98-3or);  1891:  et  Jolles,  llabil. 
Schri/t,  Aaclien,  1886. 

/')   \ou»  avons  signalé  ces  formes  à  plusieurs  repri'^os.  Voir,  nritaninieut,  Rull., 

\VIII„  p.  i«4»  »î)«;  M^»  P-  O'h  «o^»  3»8. 

I  •»    Voir,  par  c\eiu\}\v,Salmon'Cheniin,  n"  308-310. 
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rquations  (lijférentielles  algébriques  (').  —  Le  procédé  de     *^ 
composition  {Ueberschiebung)  peut,  comme  on  sait,  être  re**'' 
placé  par  un  procédé  de  diflTérenliation  et  toute  forme  invaria»'*^ 
peut  être  ramenée  à  un  composé.  Au  point  de  vue  lliéorique<9    * 
est  donc  clair  que  si  la  nature  invariante  d'une  forme  ou  d    •^'^ 
système  de  formes  est  déterminée  par  l*évanouissemenl  d'un  in^'^' 
riant  ou  par  l'évanouissement  identique  d'un  covariant,  la  foC^^ 
elle-même  devra  satisfaire  à  une  ou  à  plusieurs  équations  diffère '^^ 
tiellcs  algébriques;  il  est  vrai  que,  dans  la  pratique,  celte  mard*^ 
se  butte  contre  de  grandes  difficultés  de  calcul. 

Mais,  réciproquement,  de  pareilles  équations  différentielle^ 
étant  données,  il  est  encore  d'autant  plus  difficile  d'en  dédiiî'*^' 
les  caractères  de  Tinvariance. 

Le  problème  ci-dessus  donne  donc  lieu  à  un  théorème  impor 
tant  permettant  (refVectuer  ce  passage.  Celle  proposition  a  él< 
démoniréeon  premier  lieu  pour  les  formes  binaires  par  Bruno  (-}r 
puis,  dans  le  cas  général,  par  Ililberl  et  Perrin. 

Si  l\>ii  représente  pa r  y^^ .j* )  =  /o  une  forme  binaire  par  rapport 
à  la  variable  non  homogène  x  : 


»#i.r**    »  -*- . .  .-T-  ci^. 


cl  par  ./|../.»»  ....   leN  d»*ri\oo>  de   /*  par  rapport  à  .r  multipliées 
par  un  KioltMn*  numériqno 


loul  coxanaiU  \h*  /,,  pourra  élie  vlirtHMiMuonl  déduit  tie  sa  source, 
en  ivu)plavanl  Ion  ,f^  p,u  l«»x  f*.  ||  on  ivxuho  que  luule  fonction  V 
honio;;ène  tl   iNobau'  dt'>    ',  ^era    un  otuariant  de  f*jr\  et  devra 


vi  \v»n«*u»  V.::*     |v<     i»     »  ;  -  -  N      N.. 

^V'".  Uv*u\  ivSMi»oîîv>    ;•.:  t\v  t:.u-   •.»?.'   i*r**.-'^.;;   n  cttx>nv-^v   j^r  llf^-iF.  dans  le 
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Cependant  les  difficiiités  du  calcul  (sjmholique)  croissent  avec 
Tordre,  et  Ton  n'est  pas  encore  parvenu  à  les  surmonter,  lorsque 
ff  est  supérieur  à  7  (*). 

Quant  au  domaine  ternaire,  il  suflit  de  mentionner  ici  les  mé- 
moires de  GundelGnger  (*-*)  et  de  Mertens  (-),  dans  lesquels  on 
trouve  le  résultant  de  trois  formes  quadratiques  exprimé  en  fonc- 
lîon  de  deux  combinants  fondamentaux;  puis  le  travail  (*')  de 
Cionlan  sur  le  discriminant  d'une  forme  ternaire  C„, 

d.  —  Autres  formes  spéciales. 

a.  Formes  pour  lesquelles  le  liessien  (*)  est  identiquement 
nnl,  —  Une  des  questions  les  plus  importantes  de  la  théorie  des 
formes  est  la  recherche  d'un  critérium  permettant  de  reconnaître  : 
1"  quand  une  forme  proposée  F  à  n  variables  peut,  au  moyen  de 
substitutions  linéaires,  être  ramenée  à  une  forme  contenant  un 
nombre  moindre  de  variables;  •>."  quelles  sont,  dans  ce  cas,  ces 
substitutions. 

C'est  à  Gordan  et  Nœtlicr  que  revient  le  mérite  d'avoir  résolu 
€:e  problème  d'une  manière  générale.  Leur  démonstration  est  basée 
sur  une  équation  linéaire  aux  dérivées  partielles,  à  laquelle  doi- 
vent satisfaire  F  et  ses  polaires,  et  dont  les  coefficients  eux-mêmes 
dépendent  d'un  système  d'équations  aux  dérivées  partielles. 

^3.    Formes  spéciales  dont  la  nature  est  caractérisée  par  des 


(*)  Le  cas  /i  TT  ■;  est  traité  dans  les  Math.  Ann.,  \X\I,  p.  Sdfi-Goo;  1S88. 

Maisano  a  résolu  indirectement  le  cas  n  —  H;  Pat.  Rend.,  III,  p.  .Vi-jg;  IV, 
p.  1-8:  iH«i«.  Il  a  également  résolu  le  problème  pour  n  —■  G,  lorsque  /„  contient 
dcà  facteurs  multiples;  i>oir  Matli.  Ann.,  \\\I,  p.  ,'|()3-5(>()  ;  1HK8,  et  ht  Mémoire 
de  bOviDio,  Torino  Atti,  XXIV,  p    ir)i-i76;  1H8S. 

(•)  Journ.  /.  Matli.,  LWX,  p.  73-8J;  iS-;,.   Wien.  lier.,  XCIII,  p.  'i-J  77;  i«8<i. 

<  »  )  Munch.  lier.,  XVII;  1SK7. 

(•)  li'aulres  propriétés  du  hessien  oui  vlv.  >igiialrc.s  par  Voss,  dans  1rs  Math. 
Ann.,  XWII,  p.  5i.>536;  i88(».  Voir  aussi  un  Mémoire  i\v.  Bauv.h, Munch.  Abh., 
p.  i-i'i;  lé^Hil,  puis  par  Biuli.,  Math.  Ann.,  XIII,  p.  i7")-i8;»,  187S;  Wolkking. 
Oistertalion,  Tuhin};ue,  iH<)<>,  ou  Math.  Ann.,  XXXVI.  p.  97-i.»o,  et  par  riKUBALDi, 
Ptii.  Hend.,  III.  p.  Go-GC;  1K81,. 
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éqiMiioiis  (lij/é/eulielles  algébriques  (').  —  I^  (irocédë  de  lu 
coinpositiun  {Ueberschiebung)  peut,  comme  on  sail,  être  rem- 
rocétié  de  dilTérentialioa  et  toute  forme  invariante 
:oitipost^.  Au  point  de  vue  tliéorique,  it 
nature  invariante  d'une   forme   ou   d'un 


placé  par 

peut  être  ramenée  à 


est  donc  clai 


que 


système  de  formes  est  déterminée  par  l'évanouissement  d'un  in%'a- 
riant  ou  par  l'évanouissement  identique  d'un  covarianl,  la  forme 
elle-même  devra  satisfaire  à  une  ou  à  plusieurs  équations  différen- 
tielles algébriques;  il  est  vrai  que,  dans  la  pratique,  cette  marche 
se  butte  contre  de  grandes  diflicultés  de  calcul. 

Mais,  récipro(|uenient ,  de  pareilles  équations  différenlielles 
étant  données,  il  est  encore  d'autant  plus  difficile  d'en  déduire 
les  caraclères  de  l'invariance. 

I.c  prol>l<''ine  ci-dessus  donne  donc  Hou  ù  un  théorème  impor- 
tant penuettunl  d'circctuer  ce  passage.  Celte  ])roposition  a  été 
démontrée  en  premier  lieu  pour  les  formes  binaires  par  Bruno  (^). 
puis,  dans  le  cas  général,  par  llilbert  et  Perrin. 

Si  l'on  représente  par /(  j-);=/i,  une  forme  binaire  par  rapport 
à  lit  variable  non  homogène  x  : 


'■/.■/.. 


e.  ,1,-  /  ,„, 


I  X  DMiltipliées 
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satisfaire  à   réqualion 

^Vesl  en  parlant  de  ces  considérations,  que  Hilbcrt  (*)  étudie, 
au  point  de  vue  de  la  théorie  des  invariants,  les  fonctions  sphé- 
riques  et  celles  de  la  série  h^pergéométrique  F(a,  jî,  v,  x),  i\m 
sont  entières  et  rationnelles  par  rapporl  à  x. 


(M  /dissertation,  Konigsberg,  i885;  Matk.  Ann.y  X\X,  p.  \h''>.<^\  1887. 
En  ce  qui  coQcerne  d'aulres  formes  spéciales,  nous  mentionnons  encore  les  tra- 
vaux de  Battaolini  sur  les  formes  les  plus  simples  des  domaines  binaires,  ter- 
naires et  quaternaires.  Voir  les  Rend.  Ace.  Napoli,  i8G/|,  i865,  iSG^i;  le  Batt.  G., 
depuis  1870;  et  les  l\'ap.  Rend, y  depuis  1881. 

Dans  une  série  de  recherches  publiées  dans  le  Journ.  de  rKc.  Pal.  (t.  f.,  LI, 
LVl  ;  xB83-i886),  Poi.ngaré  a  examiné  réquivalcnre  algébrique  et  arithmétique 
des  formes  cubiques  ternaires  C,. 

Pour  ces  mêmes  formes  C,,  consulter,  entre  autres,  Guxdelfixoer,  Math. 
Ann.,  IVy  561-571;  1872;  Annali  di  Mat.  (-.j)»  l'i  P-  3a3-23G;  Goudan,  Math.  Ann., 
III,  p.  63i-633;  Brioschi,  Annali  di  Mat,  (2),  VII,  p.  .Vi-Go,  189-192:  et  Tiiakii, 
Jiaih.  Ann.,  XIV,  p.  545-556:  1875. 
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die  Erscheinungswelt.  Gr.  in-8",  59  p.  avec  fig.  Munchcn,  L.  Finsterlin. 
I  m.  -ÀO  pf. 
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G8  p.  avec  poilrail.   Leipzig,  Tenbner.   *  m.   jo  pf. 
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BIERMANN    (O.).  —  Ei.rmkntr  de»  hoiierkn  Matiiematik.    i    vol.    in-S"; 

\ii-38i  p.  Lei()/i<:,  Toiibner,  i8î)5. 

Le  Livre  que  M.  Bierinann  public  sous  ce  tilrc  est  destiné  aux 
élèves  des  hautes  écoles  techniques.  Il  a  pour  htit  de  les  initier 
aux  éléments  de  l'Algèbre,  de  la  théorie  des  fonctions  et  du  Cal- 
cul différentiel.  Sur  chaque  théorie,  Tauleur  devait  se  limiter 
strictement  aux  choses  les  plus  essentielles,  en  raison  des  besoins 
du  public  spécial  auquel  il  s'adressait;  mais  il  a  pris  soin  d'in- 
diquer les  lectures  qui  permettront  aux  étudiants  de  com])léler 
leurs  connaissances. 

Voici,  rapidement,  dans  leur  ordre,  les  sujets  qu'il  traite. 

Reprenant,  suivant  Thabitude  allemande,  les  choses  au  début, 
il  développe  successivement  les  notions  de  nombre  entier,  frac- 
tionnaire, positif  ou  négatif,  irrationnel.  Les  nombres  irrationnels 
sont  définis  au  raojen  de  suites  infinies,  dites  élémentaires; 
c^cst  ce  que  M.  Mérajr  appelle  des  varûtntes  cotn'er*^entes;  il  in- 
troduit ensuite  les  exponentielles  et  les  logarithmes;  puis  déve- 
loppe au  point  de  vue  de  la  convergence  (conditionnelle,  incon- 
ditionnelle, absolue)  les  propriétés  élémentaires  des  séries  et  des 
produits  infinis. 

Il  passe  ensuite  à  la  notion  de  fonction  d'une  variable  réelle  : 
fonctions  entières,  rationnelles,  limites  supérieure  et  inférieure, 
valeurs   limites,   continuité,   maxima   et   minima,    discontinuité, 

formes  indéterminées,  limite  de  (iH — \  pour  .r  infini,  ihéo- 
rème  de  Cauchy  sur  la  limite  pï)ur  x  infini  de (piand 

admet  une  limite,  fonctions  trigonométri(|ues  (définies  par  la 
Géométrie);  définition  de  la  continuité  pour  les  fonctions  de  plu- 
sieurs variables. 

La  notion  do  nombre  imaginaire  est  déduite  dr  la  notion  géné- 
rale  de   nombre  complexe  à  n  unités  et  du  princi|)e  d<*  perma- 

Huit.  des  ScienctË  matliém.,  a"  série,  t.  W.  (Juillet  iHiy).  ) 
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ncnce.  L'auteur  inlrotliiil  d'ailleurs  rapidemcnl  la  représenlation 
géoiiiéiri(|ue  et  irigODoméiriqiie  à  propos  de  laquelle  il  développe 
le  ihéoromc  de  Moivre  e(  înlroduil  la  notion  Je  racioe  primitive 
d'une  équation  binôme.  11  traite  ensuite,  au  point  de  vue  de  la 
convergence,  des  séries  à  termes  ima]i;ioaires  et  introduit  la  notion 
de  fonction  d'une  variable  imaginaire,  dans  le  sens  général  du 
mol.  de  la  pure  dépendance  entre  la  variable  et  la  fonction. 

Passant  à  l'Algèbre,  il  traite  succinctement  des  équations  du 
premier  degré,  des  déterminants,  puis,  avec  quelques  détails,  de 
la  fonction  rationnelle  t;ntière  :  la  démonstration  du  théorème 
fondamental  de  l'Algèbre  est  fondée  sur  la  possibilité  de  diminuer 
le  module  d'une  fonction  entière  qui  n'est  pas  nulle,  et  sur  ce 
qu'une  fonction  continue  atteint  sa  limite  inférieure;  la  résolu- 
tion des  équations  du  second,  du  troisième  et  du  quatrième  degré 
est  établie  systématiquement  au  uiujen  de  la  transformation  li- 


.  L'auteur 


lile  di 


lu  pi. 


s  grand  commun  diviseur, 
de  la  décomposition  en  fractions  sim|>les.  des  fonctions  symé- 
triques, des  fonctions  des  racines  d'une  équation  qui  prennent 
une  ou  plusieurs  valeurs  quand  on  permute  ses  racines,  puis  il 
fait  une  incursion  rapide  dans  le  domaine  de  l'Algèbre  supérieure, 
en  démontrant  l'impossibilité  de  résoudre,  par  radicaux,  l'cqua- 
tton  générale  dont  lu  degré  dépasse  quatre.  Si  courte  que  soit 
cette  incursion,  si  importants  qu'en  soient  les  résultats,  elle  est 
singulièrement  sigoilicative  dans  un  Livic  qui  s'adresse  à  de  fu- 
turs iugénicurs.  On  rentre  dans  un  domaine  plus  pratique  avec  la 
tbéorie  des  équations  numériques,  les  méthodes  pour  la  sépara- 
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Après  CCS  généralilcs,  il  Iraile  de  quelques  fonctions  spéciales, 
en  particulier  de  la  fonction  exponentielle  et  des  fonctions  qui 
s'v  rattachent,  logarithmes,  fonctions  trigonométriques  directes 
et  inverses.  Un  dernier  Chapitre  est  consacré  5  Texamen  de 
quelques  r(*gles  de  convergence  (Gauss,  etc.)  et  à  Tétiide  de  la 
convergence  de  quelques  séries  sur  le  cercle  de  convergence; 
Tauteur  termine  en  montrant  comment  les  produits  infinis  peu- 
vent donner  naissance  à  des  fonctions  analytiques.  J.  T. 


KRONëCKëR  (L.).  —  Werke.  Ilerausgcgeben  auf  Veranlassung  der  K.  P. 
Akadcmic  (1er  Wissenschafton,  von /T.  Hensel,  Erster  Band.  ix-483  p.  in-4". 
Leil»zi?,  Teubner.  1895. 

L^Académie  des  Sciences  de  Berlin  continue,  par  la  publication 
Aes  Œuvres  de  Kronecker,  la  série  où  figurent  déjà  les  Œuvres  de 
Jacobi,  de  Dîrichlet,  de  Steiner  et  de  Borchardt.  Il  est  inutile 
d'insister  sur  les  services  que  rendent  de  pareilles  publications, 
et  il  faut  se  borner  à  souhaiter  que  Texemple  donné  par  T Aca- 
démie de  Berlin  soit  suivi  ailleurs.  La  présente  publication,  qui 
ne  peut  manquer  de  faire  grand  honneur  à  M.  Hensel,  à  qui  elle 
est  confiée,  est  faite  d'après  l'excellent  sj'slème  adopté  en  Alle- 
magne pour  les  éditions  analogues,   c'est-à-dire  que  les  fautes 
<l*jinpression  ou  même  d'inattention  que  comportent  les  anciens 
lexCes  sont  purement  et  simplement  corrigées,  et  que  des  Notes 
sont  ajoutées  là  où  elles  paraissent  nécessaires.  Le  premier  Vo- 
lume,  d'ailleurs,   ne  contient  pas  de  telles  Notes  ;   elles  seront 
réunies  après  la  première  série  des  Œluvres. 

M.  Hensel  a,  en  effet,  divisé  les  Mémoires  de  Kronecker  en  trois 
séries  :  la  première  se  rapporte  à  ce  (|ue  Kronecker  appelait 
V  Arithmétique  générale^  c'est-à-dire  à  la  Théorie  des  nombres 
(bornée  à  ses  méthodes  propres),  à  la  théorie  des  (onctions  ra- 
tionnelles de  variables  indépendantes,  en  particulier  des  formes 
linéaires,  des  déterminants,  des  formes  bilinéaires  et  quadratiques, 
cl  enfin  à  celte  théorie  générale  des  systèmes  de  nombres  et  de 
fonctions  algébriques  qu'il  a  développée  dans  le  célèbre  Mémoire 
dédié  à  Kummer  {Festschrift). 


1)0  PREMIÈRE  PARTIE. 

La  seconde  série  compoiiera  deux  Parties  :  la  premitre  con- 
tiendra les  recherches  d^Algèbre  qui  se  rapporlcnl  à  la  résolution 
des  équations,  et  en  particulier  à  la  classification  des  équations 
d*après  leur  a ff'ect  ;  la  seconde  Partie  contiendra  les  applications 
de  VAnalj'se  à  la  théorie  des  nombres. 

La  dernière  série  contiendra  les  recherches  d'Analyse  propre- 
ment dite,  celles  qui  concernent  la  théorie  du  potentiel,  divers 
points  de  Physicpie  mathématique,  etc. 

Dans  chaque  série,  les  Mémoires  se  suivront  dans  l'ordre  chro- 
nologique ;  à  la  lin  figureront  les  travaux  inédits  ;  les  papiers 
laissés  par  Kronecker  contiennent,  en  ciïcl,  de  nombreux  Mé- 
moires entièrement  ou  presque  entièrement  terminés.  D'autres 
papiers  demanderont  une  étude  plus  difficile. 

Mous  relevons,  dans  la  Préface,  les  noms  de  MM.  Landsbeq; 
et  \  ahlen  cpii  ont  prêté  leur  concours  à  M.  Hensel,  et  celui  de 
M.  Hermite,  (|ui  a  voulu  revoir  les  Mémoires  écrits  en  français. 

Le  présent  Volume  contient  les  Mémoires  de  la  première  série, 
publiés  depuis  i8.(5  jusqu'en  avril  iSy.f*  H  ^^^  orné  d'un  beau 
portrait  de  Kronecker.  J.  T. 
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SUR  LA  RÉDUCTION  DES  INTfiGRâLBS  ABËLIENNES  DËPENDANT  O'UHE 

ÉQUATION  ALGÉBRIQUE  BINOME; 

t\vn  XL  J.  IH^I-UMV. 

L  On  connaît  plusieurs  ovomplos  do  nMluclion  des  intégrales 
aboi  ion  nés  do  la  forme 


^ r 

au\  inlôcr^ilos  olUpliquo^.  M^i>  oo>  exemples  sont  isolés,  nVlant 
liÔN  p^r  auouno  uloo  ^onor^lo.  ot  \a  roduotion  mémo  est  basée  sur 
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des  substiliilions  accidentelles,  n^a^ant  d^uiilre  raison  dVtre  qu'un 
simple  hasard.  Comme  sur  un  exemple  d^une  résolution  impar- 
faite de  celle  question,  citons  Tinlégrale 


proposée  par  Serret  dans  le  Cours  de  Calcul  intégral,  1868, 
p.  G5.  Cette  intégrale  est  réduite  aux  elliptiques  moyennant  une 
suhstîliilion  irrationnelle,  tandis  que  Tinlégrale 


w  = 


=/ 


V^(a:'-H«)(^*-h  b) 


presque  tout  à  fait  pareille  à  v  ne  peut  être  réduite  aux  elliptiques 
par  aucune  substitution  possible.  Les  autres  cas  connus  de  la  ré- 
duction des  intégrales  du  t^pc  J  ne  sont  pas  importants  à  cause  de 
leur  simplicité  et  par  le  caractère  accidentel  des  méthodes  de  ré- 
duclion.  En  outre,  pas  une  des  méthodes  ordinaires  n^olTre  les 
moyens  pour  découvrir  de  nouvelles  intégrales  réductibles.  EnHn, 
la  classification  admise  des  intégrales  abéliennes  J  nous  semble 
imparfaite. 

A  la  suite  de  celle  imperfection  les  intégrales,  appartenant, 
sans  aucun  doute,  au  même  genre,  sont  traitées  comme  difle- 
renles.  Nous  nous  convaincrons  bientôt  de  la  vérité  de  cette 
remarque.  Pour  donner  un  critère  possible  de  la  réductibilité  des 
intégrales  J,  ainsi  que  les  conditions  par  lesquelles  on  pourrait 
Juger  que  plusieurs  intégrales  différentes  appartiennent  au  même 
genre,  il  faudrait  faire  une  nouvelle  définition  concrète  du  genre 
de  l'intégrale  J,  définition  entièrement  indépendante  de  la  théorie 
générale  de  Riemann. 

Après  rintégrale  donnée 

dx 


J     V(x  ^a)^{x  — 


0)?{x  —  r;Y.  .  Ax  —  /  )'• 

composons  l'intégrale 

X''  V  r  cKr 


=/ 


H/    ■  -   —  •     ■  -    -    - 

V\{x  —  ft)^{x  —  h)P(x  —  r  »".  .  .(f        h'  \f 


1 
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où 

^  =  1,   2,  3,   ...,  m -^  I , 
/>  =  o,  I,  a,   ...,  j  —  i\ 

¥ X  est  une  fonction  entière  de  la  forme 

prise  de  façon  que  l'intégrale  A  n'ait  pas  de  points  critiques 
logarithmiques  à  une  distance  finie.  Nous  nommerons  genre  de 
l'intégrale  J  le  nombre  des  intégrales  du  tjpe  A  conservant  une 
valeur  finie  sur  toute  la  surface  de  la  sphère.  Par  exemple,  défi- 
nissons le  genre  de  l'intégrale 


J  V^(^ 


àx 


^(x  -^  a){x  —  ô){x—  c)^{x  —  d)^ 
dont  nous  aurons  besoin  dans  la  suite.  Formons  la  formule 


r  XI 

A7  =  / ,_ 


xPFix^  ()r 


ô)(x  —  c)*(x  —  d)^y/ 


Apres  celle  formule,  nous  aurons  : 
1°  Pour  r/  :=  I 


A,:r- 


j     l'\ 


Fx  =  1,        ^  =-  o, 

()x 


y{x  —  a){x—  0){.v  —  c)^{x--  d)^ 
r^*^  Pour  q  z=  -i 

J   \/{x  —  a){x  —  h){x—  c)^(x  —  d)"' 
^''  Pour  7  :=  3 

F.r  —  (x  —  c){x  —  d),        /?  —  (). 

f)x 


J    \^^~—<i){x^h)^ 
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1*'   Pour  q  =  \ 

Fj^  =  (JT  —  C)(a7  —  d)^  y?  =  o, 

^*  =  Tir ^" ^^  ; 

5**  Pour  <7  =  5 

Fa*  =  (J-  —  c)(a:  —  rf),         />  —  o,          r, 
A'.  =   r—  '^•^        ; 


,  _^   r  X  dx 

J  )/{x  —  a)^lx  —  b )^{x  —  c)^{^x  —  d)^ 


l^cs  résultais  obtenus  se  trouvent  dans  le  Tableau  suivant  : 


Le  nombre 

des 

intégrales 

L.*ex  posant 

L'exposant 

V 

exposant 

L'exposant 

L'exposant 

de  la 

du 

de 

de 

de 

de 

première 

1- 

radical. 

X  —  a. 

X  —  b. 

X  —  c. 

X  ^  d. 

espèce. 

t.. . 

6 

I 

I 

•À 

x 

o 

2..  . 

3 

1 

I 

'}. 

'). 

I 

3..  - 

^ 

1 

I 

o 

o 

o 

4.-  . 

3 

a 

2 

1 

I 

I 

5... 

6 

5 

5 

4 

4 

•;► 

Le  ^enre  de  l'intégrale  est  défini  par  le  nombre  l\  et  se  caracté- 
rise par  quatre  intégrales  de  la  première  espèce.  Nous  nommerons 
les  inlégrales  de  la  première  espèce,  appartenant  au  môme  genre, 
inié*^rcilcs  conjuguées.  En  outre,  l'intégrale  de  la  troisième 
espèce 

A,=  r,  _ 

J   \(x  —  a)(x—  ù){x  —  c)*(x  —  d)^ 


dx 


appartient  au  même  genre.  Parmi  les  six  intégrales  obtenues 

Al,       Aj,        A3,        A;,        A;,        A5.        Afi. 

il  y  en  a    trois 

Aj,     A5.     Aj, 


lOo  PHEMIEHE  PARTIE. 

qui  dépendent  du  radical  du  sixième  degré.  Nous  nommerons 
intégrales  caractéristiques.  Deux  inlégrales 

•A„     A; 

dépendent  de  Fexposant  trois;  nous  les  désignerons  comme /lo 
caractéristiques. 

Il  est  facile  de  prouver  que  les  intégrales  non  caractéristique 
forment  un    groupe    complet  du  genre  deux.  Le  lien  entre  les. 
intégrales  caractéristiques  et  non  caractéristiques  n'est  fondé  qiif^ 
sur  la  combinaison  donnée  des  exposants  sur 

(x  — a),     (ar  — 6),     (a?  — c),     (x  —  d). 

Ou  peut  s^attendre  que  ce  lien  pourra  être  détruit  à  la  suite  de 
quelques  substitutions,  et  alors  le  genre  des  intégrales  caracté- 
ristiques sera  diminué  de  deux  unités.  Nous  verrons  dans  la  suite 
que  les  intégrales  caractéristiques  sont  toutes  réduites  aux  ellip- 
tiques au  moven  d'une  seule  et  même  substitution.  Pour  éclaircir 
la  question  très  importante  de  rinfluence  des  substitutions  ration- 
nelles sur  Taltération  du  genre  de  Tintégrale  abélienne,  considé- 
rons un  exemple  assez  compliqué  et  typique.  Etant  donnée  Tin- 


tégrale 


/ 


ou  plus  simplement 


f 


Ot 


2i 


/j-"^(  j*  —  a  )'(T    -  t*)' 


Lo  giMuv  di*  celte  intégrale,  d'apris  la  formule  générale  de 
Kiemann,  est  égal  à  onze.  Ln  appliquant  à  l'intégrale  donnée 
notre  méthodtMle  la  dôtormination  du  genre,  formons  le  Tableau 
suixant  : 


es 
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Le 

i()i 
nombre 

L'exposant 

L'exposa  m 

L'uxposant 

des 

intégrales 

du 

L*exposa 

ni             de 

de 

de  la 

^- 

radical. 

de  X. 

X  —  a. 

x  —  ô. 

première  espèce. 

!..  . 

24 

lO 

7 

7 

o 

2..  . 

t'A 

lO 

7 

"7 
/ 

I 

3   .  . 

8 

x 

/ 

I 

4... 

6 

1 

I 

1 

o 

a4 

2 

II 

1   1 

o 

6--  . 

4 

•À 

3 

3 

I 

7..  . 

a4 

11 

1 

1 

o 

8.     . 

3 

1 

1 

1 

o 

9..  - 

8 

<) 

5 

5 

1 

lO..  . 

la 

'À 

1 1 

II 

• 

1 

11..  . 

M 

II 

5 

5 

o 

1±.  .. 

2 

O 

1 

I 

o 

13. .  . 

24 

lO 

«9 

«9 

1 

14... 

12 

lO 

1 

I 

0 

lîS..  . 

8 

•2 

S 

3 

o 

16..  . 

3 

2 

2 

•>. 

1 

17..  . 

^ 

2 

23 

23 

1 

18..  . 

4 

2 

I 

I 

o 

19..  - 

24 

22 

i3 

i3 

1 

20..  . 

6 

2 

5 

5 

1 

21... 

8 

6 

1 

1 

o 

22... 

12 

2 

0 

1 

23..  . 

24 

i4 

17 

17 

1 

Nous  avons  obtenu  onze  int(^grales  de  la  première  espèce  dont 
quatre  seulement 


dx 


dx 


r  dx 

J    *)/x*{x-^-a)i 


/Ox 


sont  caractéristiques.  Les  intégrales  non  caractéristiques  consistent 
dans  deux  groupes. 


I.   Groupe  du  genre  cinq. 
conjuguées  : 


Consiste  dans  cinq  intégrales 


/• ôx_ 

t)x 

^x^{x  n-a)*{.v  -\-  ù)^ 


{x  4-  6  )>' 


/Or 
^X' (X  -{-  a )''*(x  -^1))^ 
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appartiennent  au  même  genre;  de  même  les  intégrales 

/f)T  r  dx 

y^x  —  a)*{^x  —  b)'*{x  —  c)'^  J   y/{x  —  a)^{^x  —  b)^{x  —  c) 

appartiennent  au  même  genre.  Par  conséquent,  nous  devons  nous 
occuper  des  intégrales 


'-h 


ôx 
y{x  '—a)*{x  —  b)^{x  —  c)* 


Ox 


b){x  ^c) 


La  détermination  du  genre  de  ces  intégrales  amène  au  Tableau 

suivant  : 

Le  nombre 
L'cxposunt      L'exposant      L^cxposant       L'exposant        des  intégrales 
du  de  de  de  de  la 

q.  radical.  x  —  a.  x  —  b.  x  —  c.        première  cspècr. 

\ 6  2  5  5  I 

2 3  7.  '2  '2  I 

3 '  <)  I  1  o 

•4 3  1  I  I  o 

5 ()  4  1  I  o 

L'intégrale  mentionnée  appartient  au  genre  deux.  A  ce  genre 
appartiennent  deux  intégrales  caractéristiques.  Conjuguée  à  l'in- 
tégrale 


/ 


ôx 

I»     y      i    '  — ^  -  .      I  ■■      ■  ■       ■  ■   ■  ■        « 


se  trouve  l'intégrale  non  caractéristique 


/ 


ôx 
y^x  —  a  )^(x  —  6  )*(.r  —  o*  ' 


du  genre  un  et  de  première  espèce.  Il  est  naturel,  par  conséquent, 
de  cherclicr  une  substitution  simplement  rationnelle  sous  Tin- 
(luencc  de  laquelle  le  lien  entre  les  intégrales 

r____^___.___..      /•____  .-_:>^: 

./   ^{x —  a  )'\x  —  hf{x  -  cr  J   y/{J'—a)^KX—'b)^{x  —  c  j* 
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sera  délruit.  Comme  suilc  de  celle  alléralion  nous  aurons  lu  ré- 
duction de  rintégrale  J|  au  genre  un,  c'est-ù-dire  aux  inlégralcs 
ellipiiqueâ. 
Posons 


1 
T  —  a  =  -  » 


alors 

J    î/[^^-6)5-M|*[(rt~C)3-hlJ 

on 


i 


Jt  =  -V^* 


'J  ^[('^ '-¥)■- i'-^ïf 


a  —  b  ^       a  —  c 

En  posant 

nous  avons 


fv-'i- 


-(^')"j 


L'intégrale  obtenue,  comme  on  sail,  appartient  à  la  catégorie 
des  cilipliqucs.  La  réduction  de  Tinlégrale  J|  aux  elliptiques 
peut  cire  obtenue  encore  par  un  procédé  qui  s'emploie  souvent 
avec  succès.  Nous  avons 

En  posant 


nous  obtiendrons 

où  J>(i)  6^^  ^^^  fonction  de  Weierstrass  avec  les  invariants 


/Tt  =  o,         /Ts 


=-(H^y 


(•  )  HttUeiin  des  Sciences  mathématiques^  à*  scric,  t.  WII,  mui  1893. 


Par  consi'^iicnt 
£n  posant 
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nous  aurons 


Ji  = 


74/<-(^)' 


A  la  catégorie  mcDlionnée,  apparlieni  l'inlégrale  citée  dans 
l'Ouvrage  tie  Serrct  ('),  et  sa  réduction  aux  intégrales  cll!pii(]ues 
ne  présente  aucune  iliflicullé.  Soit  donnée 


l'osoni 

alors 


l'osons  encore 


et  coUf  intrgraU-. 


i  Ç-J'- 

ons  de  It-  prouver,  peiil  se  r^- 
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i.    La  réduction  de  l'inlégrale 


J,  =  f      _  '^-^  


aux  elliptiques   peut   être  adaptée  à  la  résolution  du  problème 
suivant  : 

Problême.  —  Trouver  les  conditions  pour  t/ue  V intégrale 

dx 


ù)ix —  C  ) 


s^ exprime  par  des  logarithmes. 


ai 


Posons  d'abord 

»r< 

1 
X  —  ^  =    -» 

J3  = 

yr^Ç         '1' -    ..-. 

'  J   5i/<^-i-a)(5-i-  p; 

a  —  b  ^       a  —  b 

Va\  posant  maintenant 

nous  aurons 

■  ~  V('H'-yoiv''-(M) 

H r^  /a? 


(•^;-î)'Jv/'t-f--S)1. 


I^a  première  des  intégrales  oblenurs 


^^^_tlt    r ^'1 


iX  IMtKMtËltl':   l'AUTIË. 

•  rôtliiil  imiiii;(ltul(^menl  aux  logarithmes,  el  la  seconde 


est  0lli|,li,|UC.  Si 

c'esl-à-dir 


'"'fi-C^ïK^^^Hm'] 


f 


se  réduil  aux  logarilhines.  Ce  résultat  ne  donne  rien  d(^  nouveau 
car  dans  le  cas  donné  J,  se  réduit  à  la  forme 


et  celte  iiUéj;ralc  s'cx|friine  facilement  par  des  logarilhnios  jiar  la 
subsliliiti[>n  ordiniiire 


Pour  trouver  les  conditions  générales  dVxpiimuliilîlé  par  de- 
logaritlimes  rinlégrate 


f  '- 
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nous  avons 

N,  =  - - 


l*ln  posant  ici 

dz 

—  dt, 


v/¥Fl)"=' 


el  en  exprimant;;  parréqualion  diflcrentielle 


aT)'=^(-i)'='. 


ainsi  que  par  la  condition  que  z  a  son  infini  pour  (  =  o,  nous  ob- 
tiendrons (') 

z  =I20p3(/)^ 


r 


N,= 


307' 

»/6 


a?(a-P)/5 
En  posant  ici 

wfm  -y — i5 — ^"^^'^ 

et  en  répétant  les  raisonnements  que  nous  avons  déjà  employés 
plusieurs  fois,  on  peut  formuler  le  théorème  suivant  : 

Soient  donnés 

2   (a  — 6)«(«  — c)' 
^,  =  o,        ^,  =  -  7, ^çzr^^ 


a(i> 


^1    /©==  —  ^^^  '^'^^  partie  commensiuable  d'une  période^ 


(«)  Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  i"  série,  l.  XVII,  p.  13-;. 
Bull,  des  Sciences  mathém.t  a*  série,  t.  XX.  (Juillet  1896.  )  n 


178 
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d» 

yix-a)-{!r  —  b)(x  —  v) 

se  réduit  aux  logarithmes. 

Exemple.  —  Soit  donnée  l'intégrale 

r dx 

j  *y/{x-ay-ix-b)(j!-c) 
OÙ 

a  =  a.         6  =  1,         c^  — -±4/3. 
Nous  avons 

Après  la  Tormule  de  la  duplication  de  l'argumeot,  nous  avoni 
ou 

c'esl-à-dire 
par  cons<;queiit 
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Deux  suppositions  seules  sont  possibles 

a-h  p  -I-  Y  =  l'i, 
a-h  P-+- Y  =  2Î. 

des  deux  suppositions  amènent  évidemment  à  une  seule  relation 

a  H-  p  -+-  Y  =  a4  ; 

car  les  intégrales  satisfaisant  à  la  condition 

a -4-  p  -h  Y  =  12 

sont  des  intégrales  de  la  troisième  espèce  avec  le  point  critique 
logarithmique  à  l'infini. 

Toutes  ces  intégrales  dépendent,  comme  nous  le  verrons,  des 
arg-uments  de  la  première  espèce  satisfaisant  à  la  condition 

a-h  P-h  Y  =  24. 

Ne  désirant  pas  entrer  ici  dans  des  détails  concernant  peu  la 
question  et  ne  présentant  point  d'intérêt,  disons  simplement  que 
le  type  des  intégrales  mentionnées  se  réduit  aux  cinq  suppositions 
suivantes  : 

(■> 

(a) 

(3) 

(4> 
(5) 

L#a  recherche  du  genre  de  l'intégrale 


et  =  10, 

P  =  7, 

Y  =7. 

«  =  6, 

M7. 

Y  =  ii, 

«  =  7, 

M». 

Y  =  9. 

a  =  5, 

p-8, 

7  =  11, 

a  =  5, 

M9. 

Y  =  10. 

/■ 


^^{x  —  ay»{x  ^  ù y  (X  —  cf 

amène  au  Tableau  suivant  : 


i'IlliMIKHl'    l'AIITIE. 


lies  inlégnlcs 
de  ta 


On  voil,  d'apri's  le  Tableau,  que  l'inLegrale  apparLÏenl  au  genre 
cinq.  Le  genre  menlionné  se  distingue  par  deux  inlégralcs  carac- 
térislîqiies  de  la  première  espèce 


j '{/(ï::!^ 


fw 


el  par  deux  intégrales  caraclérisliques  de  la  Iroisième  espèce 
f  f 

J    'Vi.^  —  a)"'{X'~b)lx  —  C)  J    Y(a:— 0)»(j:  — èjHi'  — c)i 

La   réducLJon    de   toutes    ces    quatre  intégrales   sera    faile   en 
même  temps  cl  au  inoyeo  des  mêmps  s 
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peut  ëvidennment  donner  à  Tinlégrale 


f 


iii 


^(x  --  ay^{x  —  b)T {x  —  c y 
la   forme  suivante 


main  tenant  rinfini  est  un  point  de  ramification.  Nous  avons 


on-Q 

x~\ ^ 


)'--r-^)T 

En  posant 

nous  obtiendrons 

dt 


'"/i/"h(^)T 


En  faisant  Tinfini  un  point  ordinaire,  nous  amenons  l'intégrale 
donnée  à  la  forme 

J.=  f '—^ 

J  ^\/{x  —  a)^{x  ^  b)T (x  —  cy^ 

Les  autres  intégrales  caractéristiques  sont  réduites  conformé- 
ment à  la  forme  suivante  : 

/dx  r  âr 

6.    Analysons  Tintégrale 

j,=  r, ^f 

L'analyse  de  celte  intégrale  amène  au  Tableau  suivant  : 


i'IlEMlÈRE  PARTIE. 

iiposant        L'eipi-saQl        Le: 


delà 
preniïére  espé 


1 


*....            la                   G                     7                   II                       1 
2....              6                   o                     I                     5                      0 
3....              4,31                       1 
4....              î                   o                     r                     a                       o 

a....         12             6              M               7                t 

6....                  3                        o                           1                            1                             o 
7....              13                     a                       1                        5                         o 
8....              3                   o                     a                     ., 
9....              4                   a                     I                      1                       o 
10....               6                     o                       5                        1                          o 
il....            la                   6                     5                     1                       o 

Ainsi,  l'intégrale  donnée  du  genre  cinq  esl  rédnile  à  l'intégrale 
(In  genre  trois,  comme  il  fallait  le  prévoir.  Ce  nouveau  genre  se 
dislingue    par  deui    intégrales    caractéristiques    de    la    première 
espèce 

OLP 

/ 

Er 
genr 

r  deux  intégrales  caraclérisliqties  de  la  troisième  espèce                    ■ 

y\_x-a)Hx-b)(j^-c)''            j   '^[i  —  a)>{^~b,>(x-c,                    M'' 
conjonction  avec  ces  intégrales  se  trouvent  les  intégrales  du            V 

^H 
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nous  aurons 

Il  suffit  de  se  borner  à  Tintégrale 


/xdx 


J         


OU 


J  J^(a7-i)î| 


Supposons  maintenant 


1 
d? —  I  =  -» 

z 


alors 

J  = 


ou 


i_    r (1-4-  z)dz 

""         /ï  J    î/^(;5«H-5-+-l)«(5«H-5)» 
J L      r (\'\-z)dz 


En  posant 

Dous  avons 

j^ '-  f  <>!:  _ 

4v/3j  v';'(î:+i*i)Mc-i)' 

Le  problème  est  réduit  aux  deux  intégrales  de  la  première 
espèce 

^  v;'(ï+tV)'(î-1)' 

f/int^grale  Ma  est  elliptique  et  M,  est  une  intégrale  du  genre 


• 

Ija                                     PREMIÈRE  PARTIE, 
deux.  Ainsi,  loules  les  inlégrales  caractéristiques 

soni  rcdciites  rinaicment  au  genre  deux. 

Les  iolégrales  caractérisliques  pour  la  combina 

sonl.  aussi  réduites  au  genre  deus. 

7.   Considérons  niainleniinl  la  combinaison 

,  =  ;,         ;j  =  8,         -f  =  D. 
La  recherche  du  genre  de  l'inlégrale 

r                 "^ 

pour  la  combi- 

U  nombre 
l       des  inivgrain 
de  U 

'amène  au  Tableau  suivant  : 

L'exposa  ul      L'ei  prisant       L'en  posa  ni       L'cxposaa 
du                   de                      de                    d<- 
q.                radical.            x-a.             x  -  b.              x-c. 
)....              la                     7                        K                       9 
2....               6                     t                        2                       t 
3....              4                   3                     ..                     . 
4..,.              3                   .                     a                    u 
ri....              la                    IL                        4                       9 
C...               a                     1                        1.                        1 
7....              Il                      1                        8                       3 
8....               3                      '                        1                        (> 
9....              ,1                    r                     Ml 

^M 
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r 


f'/ 


On     voit    qu'en  conjonction    avec   les   intégrales    données   se 
trouve  l'intégrale  elliptique 


r dx 


l^a  substitution  simplement  rationnelle  doit  détruire  cette  con- 
jonction, et  le  genre  de  l'intégrale  donnée  sera  diminué. 


Il  suffit  de  se  borner  à  l'intégrale 


Posons 
alors 


J?=  /3; 


ou 


Posons 


S  =  3  C  ^"^^ 


mj  -h  « 


on   m  J  n  satisfont  aux  conditions 

2  mn  ~  (  /;i  -+-  /i  )  -f-  '2  =  o, 

7.  mn  —  (m  -r-  n)  —  o. 
Nous  aurons 

En  posant  enfin 

;   —  ^, 

nous  réduirons  S  aux  deu\  intégrales  elliptiques 

/âz  r  ()z 

8.    Considérons  maintenant  la  combinaison 

ar.=  >,         ?-tH,         y -II. 


^ 
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La  recherche  du  genre  de  Tîntégrale 

dx 


f 


1? 


v/(a?  — a)»(j7  —  6)»(ar  — c)i» 


amène  au  Tableau  suivant  : 


Le  nombre 

Uex  posant 

L'exposant 

L'exposant 

L'exposant 

des 

intégrales 

du 

de 

de 

de 

delà 

7- 

radical. 

X  —  a. 

X  —  b. 

X  —  c. 

prem 

iére  espèce 

1.... 

12 

5 

8 

II 

I 

2... 

6 

5 

2 

5 

1 

«5. . .  • 

4 

1 

0 

3 

0 

4.... 

3 

2 

2 

2 

1 

«j.  •  •  < 

12 

I 

4 

7 

0 

6. . . . 

2 

1 

0 

1 

0 

7.... 

12 

II 

8 

5 

I 

o*  •  •  < 

3 

I 

I 

1 

0 

•f .  •   . 

4 

3 

0 

I 

0 

10... 

6 

I 

4 

I 

0 

11... 

12 

/ 

4 

1 

0 

On  voit,  d'après  le  Tableau,  que  l'inlégrale 

d-F 


/ 


11 


)/{x  —  a)^{x  —  b)*{x  —  cy^ 


appartient  au  genre  quatre.  Le  genre  mentionné  se  distingue  par 
deux  intégrales  caractéristiques 

/dx  r  dx 

de  la  première  espèce  et  par  deux  intégrales  caractéristiques  de  la 
troisième  espèce 

r^  _ -t^-. ^,     i\  '' 

J    ^\\x  —  a\\^x  —  b\^yx  —  oT  j    *v^(X  — a)'(-r  —  6)*(a?  —  c) 

On   voit  qu'on   conjonction  avec    les   intégrales  données,    se 
trouve  le  groupe  complet  du  genre  deux 

/'  i\r  r  dx 

1  i"i —  ~  ~  ~      _■-  —  ~    — ;,^*  I  —  % • 

J       \  \^X  —  <1)^{X  —  (»)*{.V  —  c  \^  J    \\x  —  rt)*(j*  —  6)'(J? —  C)« 

La  substitution  simplement  rationnelle  doit  détruire  cette  con- 
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jonction,  et  le  genre  de  l*inlégrale  donnée  sera  diminué  de  deux 
unîtes. 

Il  suffît  de  considérer  l'intégrale 


J       V^(  37  —  a  )«  07» 


Supposons 

alors 

/tdt 
_-  • 
*•(/»- a)W» 

En  posant 


nous  aurons 


'=-'fw^ 


(i-^y)dy 


Ainsi,  pour  résoudre  le  problème,  nous  aurons  Tintégrale 

._/•  (x  -\-  a)dx 

J  v^(:r«-4-/>a7-4-y)*(a7*H- rj?-+- 5;» 

En  employant  la  substitution 

X  = i 

l-T-  Z 

OÙ  a,  p  satisfont  aux  conditions 

2ap-4-r(a  -4-p)-h  25  =0, 

nous  réduirons  Tintégrale  donnée  à  la  forme 

_  r        (Xz-+-B)dz 
J  {^(5*-+- m)* (^«-1-/1)' 
Eln  posant,  enfin 

nous  aurons  défînitivement 
Ainsi    rîntëg^rale  donnée  est  réduite  aux  elliptiques. 


i8o  PREMIÈRE  PARTIE. 

9.   Considérons,  enfin,  l'întëgrale  abélienne  de  la  forme 

a-hP-hY  =  o        ( mod.  8 ). 


/ 


Deux  suppositions  seules  sont  possibles 

a  -h  p  -h  Y  =  8- 
(iOs  deux  suppositions  amènent  évidemment  à  une  seule  relallon 

an-  p-f-Y  =  «. 
et  nous  aurons  les  trois  suppositions  suivantes  : 

(I)  a  =  i,         ?  =  i,         Y  =  ^*' 

(i^  a  =  I,         ?  =  -i,         Y  =  ^' 

(3)  ar^I,  prrj,  ^  =  \, 

La  rechorclie  du  g^enrc  de  Tintégrale 


/•  ôx  ' 

J   ^(x  —  (t){x  —  h)-{x  —  O* 


a  mono  au  Tabloau  suivant  : 

Le  nombre 

l/o\pi)«iaiil      I/o\posanl  KVxposanl  I/oiposanl  îles  iotégrales 

du                     lie  ilo  de  de  la 

Y-                  radical.            x  —  a.  x  —  0.  x  —  c.  première  espèce. 

I S                       I  *  j  o 

îî I                       I  >  I  o 

;i s                i  t;  7  I 

I À                                 I  o  I  o 

r» s                  ■»  »  I  o 

t» 4                  i  -j  >  I 

7 8                  -  ù  ;  I 


Ou  M>iL  vl\iprÔN  If   r.ibloau.  ijuo  Tinlôi^ralo 


.ipparlionl    .ni  ^onio  troi^.  |  r  ;;«Mnf  mouliiMtnr  n»»  di<«lingiir   par 
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deux  inlégrales  caractéristiques 

J* dr /• dr 

Je  la  première  espèce  et  par  deux  inlégrales  caraclérisliqucs 
âx r ÔT 


0)^{x  —  c) 

de  la  troisième  espèce.  On  voit  qu'en  conjonction  avec  les  inté- 
grales données  se  trouve  Tintégrale  elliptique 


/ 


Ô.r 


^{x  —  af{x —  b)'^{x  —  c)^ 

L.a  substitution  simplement  rationnelle  doit  détruire  celte  con- 
jonction, et  le  genre  de  l'intégrale  donnée  sera  diminué  d'une 
unité  au  moins. 

Il  suffit  de  considérer  l'intégrale 


s  =  f^  t^— 


En  posant 

X  —  a  =^  t^^ 
nous  aurons 

s=      ^  ^'''' 


J  \/Kt 


^b  —  aWt  —  ^b  —  aY 
Par  consvqucnl,  nous  aurons  l'inlégrule  de  la  forme 


x=f— ^ 

J   y{^x-af{x  — 


Kn  employant  la  substitution 


I 
X  =  m  -\ —  » 

y 


nous  réduirons  l'intégrale  donnée  à  la  forme 

j^_  r ^yi^^^'^^iy 

Il   est    facile    de   prouver  que    celle    intégrale    appartient    au 
troisième  genre  et  se   caractérise  par   les    trois  inlégrales   con- 
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jiiguécii  de  la  première  espèce 

u,=  f  ^^ 

^^  ^  r ^y ^ 

J  \/{y~f^)(y-h(x -'")'- y-'*)' 

dont  la   troisième  esi  elliptique.  Présentoos  la  fonctioD  sous  le 
radical  dans  la  forme 

(/ -  *)Cr  -  0(/ -  "'Xr  ~  n)  =  (r'+/>r  +  ?  )(7*-+- '■r -^  *). 

et  employons  la  substitution  ordinaire 


où  oc,  ^  satisfont  aux  conditions 

2»!n-/'("  +  P)  +  *?  =  o, 

Par  cette  raison,  nous  aurons 

„,,,._pir, lit?."" 

,,.=i.-Bir     !"-»■" 

Ces  inLégrales  se  réduiront  aux  deux  suivantes  ; 
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Il  esl  clair  que  M  et  N  sont  elliptiques. 

10.    Considérons  la  combinaison 

a  =  2,         p  =  7,        Y  =  7. 
Lok  recherche  du  genre  de  Fintégrale 

amène  an  Tableau  suivant  : 

Le  nombre 

L'exposant  L'exposant  L'exposant  L'exposant  des  intégrales 

du  de  de  de  de  la 

Ç'                    radicaL  x  —  a.  x  —  b.  x  —  c.  première  espèce. 

i 8  2  7  7  I 

2 4  2  3  3  I 

3 8  6  5  5  I 

4.      .  .  .  2  G  I  1  O 

5 8  2  3  3  o 

6.  • . .  .  4  2  I  I  o 

7 8  6  I  I  o 

Ce  Tableau  prouve  que  l'intégrale  donnée  appartient  au  genre 
trois.   A.  ce  genre  appartiennent  deux  intégrales  caractéristiques 

dx r dx 

v/(  J?  —  <^)^(^  —  à)T(x  —  c)^  '  J  ^{x  ^a)*(x  —  ù)^(x  —  c}* 

de  la  première  et  deux  intégrales  caractéristiques  de  la  troisième 
espèce  : 

/dx  r  dx 

\/{jc  —  a;«(^  —  by{x  —  c)» '  J  v^(^  —  «)*(^  —  ^)(i  —  c~) 

Kn  conjonction  avec  les  intégrales  caractéristiques  de  la  première 
espèce  se  trouve  Tinlégrale  elliptique 

dx_ 

\/(X'-a)^{x  —  b~f  (  J-  —  c  f 

Cette  circonstance  donne  lieu  de  prévoir  que  la  substitution 
simplement  rationnelle,  en  détruisant  cette  conjonction,  dimi- 
nuera le  genre  de  l'intégrale  d'une  unité.  Prenons  l'intégrale 

/dx 
—  —        —        -  • 

]/{,x  —  a)*{x  —  b)'  {^x  —  c)' 


jH4 
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En  posa  ni 


X  —  a  =^  -t 


nous  aurons 


v=.-l/ 


dz 


lH^')'-('-^)T 


a  =  — 

a 


—  h 


M- 


a  —  c 


lin  posant  encore 


nous  aurons 


L^inlô^rale  obtenue  est  équivalente  à  Tinlégrale 


qui  appartient  au  j;enre  doux  el  se  caractérise  par  deux  intégrales 
caractéristiques  de  la  pivmière  espèce,  comme  le  prouve  le 
Tableau  ci-dessous  : 

Le  nombre 

l/o\po«ianl      l*V\|H»>;ini       LV\[H>s*»nl       L'ex|H>sant        ties  intégrales» 

de 
w  —  f>. 


7 
I 


«    .     V       . 


.lu 

do 

ruiiiv.«l. 

.V 

(f 

S 

i 

i 

»» 

S 

) 

) 

*» 

s 

4 

1 

\» 

s 

4 

:> 


de 

de  la 

X  —  c. 

preni 

ièrc  espèce 

• 

1 

•» 

t> 

• 

1 

1 

(t 

«» 

1 

o 

1 

o 

COMPTES  UKNDUS  ET  ANALYSES.  i8» 

COMPTES    UKNDUS    ET    AWLVSES. 

J.  TANNERY  et  J.  MOLK.  —  Ëlkaiknts  dk  la  tiikorik  i>ks  fonctions  kllii»- 
TiQVSS.  Tome  II  :  Calcul  différentiel  (II"  Partie),  i  vol.  in-8",  vi-ioo  p. 
Paris,  Gaiilhier-Villars  et  fils,  iHtiO. 

Happelons  luut  d^abord  que  le  premier  Volume  du  bel  Ou- 
>ra^e  cjue  sonl  en  Irain  de  publier  ^IM.  Tauiiervel  Molk  est  con- 
sacré ù  rexposilion  des  propriétés  essentielles  de  la  fonction  (iu 
et  lies  Ibnclions  qui  en  dérivent,  ainsi  qu'à  la  tliéorie  de  la  Irans- 
formation  des  fondions^;  il  contient,  (^n  outre,  une  Introduction 
où  se  trouvent  réunis  les  éléments  tie  la  théorie  des  séries  et  des 
|iro<iuits  infinis,  et  aussi  de  la  théorie  des  fonctions  transcendantes 
entières. 

Le  présent  Volume  termine  la  partie  de  rOuvra*j;e  qui  se  rap- 
porte au  Calcul  différentiel  ;  il  contient,  en  deux  Chapitres,  les 
Chapitres  III  el  IV  du  Calcul  différentiel,  une  magistrale  ex|M»si- 
tion  des  propriétés  des  fonctions  3  et  des  fonctions  (|ue  Ton 
ublieulen  prenant  les  quotients  des  fonctions  a*  ou  des  fonctions  ^ 
deux  à  deux  ;  c'est  d*ailleurs  la  théorie  de  la  transformation  de 
toutes  ces  runctions  qui  occupe  naturell(*ment  la  plus  lar«;e  plac<' 
dans  cette  exposition. 

Ajoutons  tout  de  suite  (|ue  les  auteurs  ont  eu  Tidée  singulière- 
ment heureuse  de  réunir  les  nombreuses  f(»rmules  obtenues  suc- 
cessivement au  cours  de  leur  exposition  dans  un  Tableau  placé  à 
la  lin  du  Volume,  et  qui  n'occupe  pas  moins  de  soixante-huit  pages. 
Ce  Tableau,  qui  correspond  au  texte  par  un  sxstème  particulier 
de  iiuiiiérola^e,  d'ailleurs  très  facile,  constitue  un  xéritable  résumé 
de  la  théorie  et  rend  l'Ouvrage  d*un  <!m|)loi  partirulièr<*ment  com- 
mode pour  les  applications. 

Le  Chapitre  III,  intitulé  Les  fonctions  S?,  contient  neuf  para- 
graphes ;  le  Chapitre  IV,  intitulé  Lfs  (/uolients  des  fonctions  3* 
ei  des  fonctions  &,  contient  cin<|  paragraphes.  Tous  ces  para- 
graphes sont,  en  réalité,  autant  de  Chapitres  (|ue  nous  allons  ana- 
lyser siiccessivenieiil,  nous  estimant  heureux  >i  nous  réussissons 
à  donner,  par  une  analyse  aussi  succincte,  un<»  idée  exacte  de  la 
richesse  des  matières  contenues  dans  ce  \  olume,  et  surtout  de:s 

Bull'  de*  Science*  mal/iitti,,  a*  »<':rit',  i.  W.  (  \oùl  i8i|f).)  i3 
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qualités    toutes    particulières    ({^exposition    qui    distinguenl    les 
auteurs. 

CHAPITRE  III.  —  Les  fonctions  â. 

1.  Développement  des  fonctions  tf^/,  <J'a'/.  —  Dans  les  fonc- 
tions c^w,  ^a"  telles  qu^on  les  a  considérées  jusqu^à  présent,  les 
périodes  jouent  le  même  rôle  :  cette  svmétrie,  avantageuse  par 
certains  côtés,  présente  aussi  des  inconvénients,  car  elle  laisse 
confondues  certaines  propriétés  de  ces  fonctions,  pent-élre  les 
plus  importantes.  Détruisant  cette  sjmélric  afin  d'obtenir  les  fonc- 
tions de  Jacobi,  MM.  Tannerv  et  Molk  font  loul  d'abord  Thjpo- 
thèse  essenllelle  suivante  : 

Le  coefficient  de  i  dans  le  rapport     '-  est  positif  :  par  suite, 

ou  a 


7:/ 


En  outre,  si  Ton  remplace  le  couple  primitif  (2 C0|,  2(03)  par  un 
couple  équivalent  (2Û1,  lià^)^  on  supposera  toujours  ces  deux 
couples  proprement  équivalents. 

Les  notations  des  auteurs  sont  en  gros  celles  de  M.  Schwarz,  sauf 
les  différences  qui  résultent  de  la  supposition  Wi -h  lOj-j-  10, -- o. 
Si  Ton  fait 


u 

Ois 


—  » 


q  -   e"^"^' , 


la  valeur  absolue  de  q  est  inférieiin*  à  1,  «*t  Ton  |)eul  poser 

/Il  n    z\ 

/j        «e  /iiL  « 

les  |)roduils  infinis  qui  figurrnt  diins  les  seconds  membres  étanl 
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absolument  convergents  :  on  a,  d^ailleurs^ 

En  Iransformant,  à  Taide  des  nouvelles  notations,  une  formule 
déjà  obtenue,  qui  donne  l'expression  de  la  fonrlion  <iu  sous  forme 
de  produit  infini  à  simple  entrée,  on  obtient 

TT  'Al        MU        I     -  r/^"      RM      I  —  (/^" 


#1  -  I  «  —  I 


*^  ..     ,9.(t)i      .  |-T    I  —  ^rZ-'M-OS^i-Tr-^- 

r  ±1  il  —  q*")i 


Des  formules  analogues  existent  pour  les  fonctions  ^«/z. 

L.a  plupart  des  résultats  obtenus  au  (Chapitre  11  peuvent  se  trans- 
former de  la  même  façon. 

I^es  développements  nouveaux  que  l'on  vient  d'obtenir  pour  les 
fonctions  ^  et  ^a  fournissent  aisément  les  valeurs  de  s'oia  et  ^^Mol', 
on  a,  par  exemple. 


^  lUl 

0*10  j  — 

^^W* 

crti>3  — 

/»f 


dans  ces  formules,  comme  partout  dans  la  suite,  les  symboles  q" 


m 


QU  ^'q'^n  i"  ou  f  1*"  ont   une  signification   précise  définie  par  les 
égaillés 

On  a  encore,  comme  conséquence, 


ir 


2  (0| 


♦^'■-"^iti'i''^'' 


^ex  —  e,  =r  ^-^Jy* 


iKH  premiE:re  partie. 

(.'l  l'on  en  di'diiil  celle  nouvelle  relalion  entre  q,  g,,  Çt  et  ?* 


On  (léfînil  sans  unibiguïté  les  racines  quatrièmes  des  difTé- 
reuces  Ca  —  e^  cl  la  racine  huitième  du  discriminant  (j,  par  les 
formules 

dans  lesquelles  la  signilication  de  l/;—^  est  la  même,  arbilraire 
d'ailleurs. 

Lu  procédé  de  transforma  lion  dont  le  principe  esl  <lâ  à  Cauclij, 
et  qui  a  été  développé  par  M.  Bieliler,  permel  de  développer  les 
produits  infinis  qui  figurent  dans  les  expres$îonsdes S'a»  en  séries 
conver(;enles,  et  les  résultats  olitenus,  indiqués  plus  bas,  amènent 
lout  nalurellemeiil  l'introducliun  des  fonctions  S, 

â.  lii-ltitions  entre  fes  fonctions  ï  et  les  fondions  S.  — 
MM.  Tuuuerv  el  Molk  posent 
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sont  des  fondions  transceDcianles  entières  ;  les  séries  des  seconds 
membres  peuvent  être  diffërenliées  lernie  à  terme,  par  rapport 
à  i',  qr  ou  T. 

S"il  est  nécessaire   de   mettre  en  évidence  le  rapport  t  ou  le 
nombre   q   à   Taide  desquels   sont  formées  les   fonctions  S,  on 

écrira  ^^(^v\'z)  ou  Sa(^>  î)  î*"  'J<^"  de  Sa(^')- 
A  raide  des  fonctions  à,  on  a 

1 

<7o7|3'ja  =  r«^n">«"' 273(1'), 


on  encore 


^i(o)  '  "^  2raH-,(o) 

l..es  formules  données  pr  'cédemment  permettent  alors  de  mellre 
les  2ra(i')  sous  forme  de  produits  infinis  ;  on  peut  aussi  conserver 
au  lieu  de  r  la  variable  z  et  introduire  quatre  fondions  pa(^)  i*<'^~ 
peclivement  égales  aux  fonctions  ^/«(r). 

Signalons  encore  les  expressions  suivantes  des  fonctions  2?. 
souvent  utiles, 

ir/i'*  ./       1     I'  V» 

— =-  e_    ^      V  I    V^  .  V         TTC/  (  «H h  -  ) 

1C/«»'  /  1         i'  .' 

n 
— r-Q,    /  VI      T7C/(/H--) 

r  ^   2r,(r;=     ^<?     ^      ^S 


TTCl 


e  »    âi(«')=     2(— i)"»- 


■(--;-,) 


Les  zéros  des  fonctions  &  se  déterminent  aisément  ;  d'ail- 
leurs 2^1  (^)  est  impaire,  tandis  que  les  trois  autres  fondions  soûl 
paires. 

Quand  on    clian<;[c  //  en   ^/-|-2(o,,   ou    //-H  9.(03,   ou  ^/-ho),, 

ou  u  -H  coj,  ceci  rcvienl  à  changer  v  en  i'  -h  1 ,  ou  i'  -f-  t,  ou  r  4-  -> 


1 


igo  PREMIERE   PARTIE. 

ou  i'  H — ;  il  est  facile  alors  de  voir  les  effets  de  ces  changements 

Jà 

sur  les  fondions  S,  et  Ton  constate  que  ces  fondions  ne  font  que 
se  reproduire  ou  s'échanger  les  unes  les  autres,  à  des  facteurs  près, 
de  sorte  qu'en  particulier  leurs  quotients  sont  des  fonctions  dou- 
blement périodiques,  aux  périodes  2  et  2 t. 

Enfin,  on  remarque  que  les  fonctions  S  vérifient  toutes  les 
quatre  l'équation  aux  dérivées  partielles 

3.   Sur  quelques   fonctions  du  rapport  des  périodes.  For- 
mules diverses,  —  Les  valeurs  des  dérivées   des  fonctions   S, 

lorsque  l'on  donne  à  v  les  valeurs  i,  -*  t,  -t  m  -h  ^t,  — '—^j  s'ex- 

priment  aisément  à  l'aide  des  quatre  constantes  2r',  (o),  273(0), 
S8(o)î  2^4(0),  qui  peuvent  remplacer  q^^  qs-,  q^i  q%t  et  qui  sont 
liées  par  les  deux  relations 

^J(o)-  3y|(o)-f-2rj(o). 


A  l'aide   des   nïémes  quantités  et  dt»  — —  s'expriment    sans  diffi- 

culte  ^' ij  el  les  \  e^ —  e^,  ainsi  (juc  les  e^^  xTa  el   i^s- 
\\y\.  TannerN  et  Molk  |)()seul  avec*  Jacobi 


d'où 

el  avec  M.  H  ermite 


V  A"  - »  ^  h   —  ^ » 


-   .'  '/i  ;  -■     fi,  c       y 


Ç(  T  )  -r    V^A—    v/'l  </«»  '^  -  ,  'vi  T  )  -    i   /•     - 


/^  ^    ..    ...\     » 


» 


//-)=  \  jy 


t  i 


'Ji  7ï  Ci 


r 


K    — 


dans  ces  formules  y  2  el  {  à  sonl  des  quanlilés  |>osilives,  el  \A\ 

\  Ik \  \  A\  \  k'  sonl  des  ftindioiis  univo(|ues  de  t. 
On  a  (railleurs  le<  relalioiiN 

-*  I  T  I    --  -l/^  .  -  »  ---    I  .  'Z,     -  •  'v  ;  T  I  --    /  •  »  T  ». 

>  ■  f. 
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Enfin,  à  ces  fonctions,  MM.  Tannery  et  Molk  joignent  celle  que 
ÎVI-  Dedekind  a  désignée  par  r^(':)  et  qu'ils  représentent  par  h(T), 

ils  signalent  aussi  les  fonctions  /(t),  /i  (t),  /ai*:)  de  M.  Weber. 

Toutes  ces  fonctions  ne  sont  définies  que  pour  des  valeurs  de  t 
représentées  par  des  points  situés  au-dessus  de  Taxe  des  quantités 
réelles. 

On  peut  aussi  introduire  les  dérivées  d'ordre  supérieur  des 
fonctions  2r  pour  v  =  o,  et  obtenir  des  résultats  intéressants.  En 
g^roupant  convenablement  les  ternies  dans  S'3(<')  et  &4(r),  on 
obtient  tout  de  suite 


et  en  posant 

b  -  v'^^'^  i  -  ), 

on  a,  par  suite. 

1  —  x/P 

0  —  -    -  : — 

Le  paragraphe  se  termine  par  l'élude  de  la  variation  des  fonc- 
tions 2r  pour  les  valeurs  réelles  de  Çj  lorsque  10,  et --.- sont  des 
quantités  réelles  et  positives. 

4.  Transformation  linéaire  des  fonctions  ^,  —  MM.  Tan- 
nery et  Molk  remplacent  le  couple  primitif  •>.  0)1 ,  'a  0)3  parle  couple 
proprement  équivalent  2U,,  Sill.j,  tel  (|ue 

a,  6,  c.  d  étant  des  entiers  vériliant  la  rondition  (td — t)r —.  1. 
On  emploie  de  petites  ca|)itales  pour  désigner  les  (piuntités  rela- 
ti\es  aux  nouvelles  périodes  (et  Ton  fera  de  même  dans  chaque 
problème  de  transformation  ),  de  sorte  (|uVn  particulier 

V  r  -    f/r 

\  -= ,->  T-       — r-'  0'    '•'^'.  

Fin   flésignanl  pars,  s',  s",  i'"  i\r^  rarine>  liuitirmcs  dr  runilé. 


19*  l'HKMlBKK   l'AHTIH. 

dont  les  valfMirs  ili'-potxlcnl  do  a.  b,  r,  d.  on  a  les  formules 

<     ^'^"T^**''™^,        (i-|T)=3,(v|T). 

t-  V-^TTÎT;  «i-'^.&^+.f^  [  T,  =  &,(  V  î  T), 
E-ï/^":r6^«-*-«3v*,(<-|T)=Sv(v|T), 

1rs  nombres  Â,  ^,  v  élaiit  le.x  iionibrcii  i,  u,  3  ranges  dans  un  cer- 
tain ui'di-c  dôteimiiié  suivant  les  valeurs  paires  ou  impaires  de  a, 
h,  c,  (f,  comme  ijuand  il  s'agit  de  la  transformalion  linéaire  des 


fonctions  rf;  le 
une  fois  fixi'-c. 
Knréalilo,  il 
d'iiur  racine  <:i 
caiixi  Ka  — i-a^ 


ïillcal  \  >/  -H  li-z  i\  il'ailleiirs  une  valeur  arbitraire, 

ps'a<-it  vraiiiirnl  qiiede  la  dclerminalioii  du  signe 
réc,  car,  dans  chaque  cas,  les  valeurs  des  radi- 
nt  déteruiinées  sans  ainbiguïlé,  et  les  £,  e',  e",  e"' 
iiônie  lotiips  que  les  radicaut  ^  >:« —  Kp  ;  enfin  il 
lier  s.  car  e',  e",  e'"  se  déduisent  sans  difficiillé  de 


suffit  de  dclermin 
la  coiuiaissance  de  e. 

Le  problritie  difficile  <le  la  d<'-lerniiiialion  de  e  en  fouclion  espli- 
citc  de  a,  b,  r,  i/  a  éli-  résolu  pour  la  première  fuis  par  M.  Her- 
mile.  Avant  d'en  donnf-r  la  solution,  les  autours  indiquent  le 
nioven  de  <téierminer  effoclivenient  e,  toutes  les  fois  que  les 
nombres  n,  b,  r,  d  sont  donnés,  cl,  dans  ce  but,  ils  donnent  les 
formules  do  transformation,  faciles  à  obtenir  directement,  pour 
les  deux  substiiutious  propres 
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Kn  posant 

les  formules   générales  de  Iransformalion  pour  \//c  et  \/k'  s'ob- 
tiennent encore  sans  difficulté. 

Les  formules  établies  montrent  que  le  (|uotient  de  deux  fonc- 
tions svmélriques  entières,  de  même  degré,  des  cpiantités  2r!J(o  |  t), 
27J(o|t),  2fJ(o|t)  ne  change  pas  quand  on  effectue  sur  t  une 
transformation  linéaire  quelconque  ;  un  tel  quotient  s'exprime, 
par  suite,  en  fonction  rationnelle  de  Tinvariant  absolu  J(t),  pour 
lcc|uel  on  a 

j,,^      «  |^î(o|^)-t-Sr;(o|T)-^2rî(o|T)|3 
^^■"  8         &î(o|T)S5(o|T)Sr}(o|T) 

0.  Généralités  sur  les  transformations  linéaires,  Trans/or- 
ni€ition  linéaire  des  fonctions  'f  (t),  'i(')'  '/('^)*  —  Remplacer  t 

par ^>  a,  6,  c,  d  étant  définis  comme  précédemment,  c'est 

eflectuer  une  transformation  linéaire,  représentée  par  le  symbole 

(c  -h^t\ 

MM.  Tannerj  et  Molk  établissent  la  notion  de  composition  des 
transformations  linéaires,  en  parlant  de  Téquivalence  des  sym- 
boles 


(- 


-+-€/-:     c'-hd-.X  a'-^b'z 


—    I» 


a  -t-  o  1 
et  généralisant. 

Tonte  transformation  linéaire  peut  élre  représentée  par  un  sym- 

liole  de  la  forme 

/  >  »  '  \ 

I    ...,"-4-/11,  — >    T-4-/*j,  -»    T-I-Tls,  -»    •••    !♦ 

/»!•  /i^y  /ta,  •  •  •  étant  des  entiers  positifs  ou  négatifs. 

Les  notions  de  groupe  et  de  sous-groupes  s'étendent  d'elles- 
mêmes  aux  transformations  linéaires. 

Une  fonction  modulaire  est  une  fonction  univoque  de  t  appar- 


leii 

aiit  : 

à  iir 

1  finn 

i|>e; 

de 

-,  tj. 

li  m 

■  r"i 

I  jnei 

on 

l'au  : 

•,iAÙ 

r  il  T  1 

LIIIC    l 

1 

..ei  8 

lulei 

m. s  (l 

l'Ii'rn 

tiei 

inen 

t  le»  fonc 

lioiiTi 

lys. 

^  (le 

M. 

Solilii 

illi,  1. 

ces  troi 

sf..i 

IClilll 

is.  •lii 

■s  roniiiil.-s  s 


l'REMIËllE  l'AItTIR. 

i)  en  est  ainsi  de  lonte  fonction  univuque 
ndre  (]it'iin  nortilirc  limité  de  valeurs,  quand 
Iransrorniulii'in  litiL^aire  quelconque, 
iiincnt  d'altord  les  gi'ou|ie3  auxquels  appar- 
s  y(':),  ■■{'(1)  el  -/(t)  ;  puis,  en  suivant  l'ana- 
es  formules  de  liunsformatton  linéaire  pour 
ans  cliacuii  des  six  cas  distincts  qui  peuvent 
lion  explicite  des  eitliers  a,  b,  c,  <l.  On  sait 
rd.Jcsà  M.  Il.rmileC). 


6.  r>t''lenninatioii,  l'it  foncli'in  tit's  coefficients  de  In  trans- 
formation lini'-nire  (irs  fondions  S,  <ii's  rncincs  huitièmes  de 
l'unité  qui  figtirent  diiits  ces  forittulfs  du  Iriiris/ormation.  — 
Dans  ce  pura;>raplie,  MM.  Taiinervei  M.ilk  résulveut  le  problème, 
posi-  précédeniiin'nt.  «le  la  d.'leniiiimlion  de  i  eu  fonction  expli- 
cite des  coeflicieiirs  de  li<  truiisriirmiilion.  Ils  se  placent,  avec 
M.  Dedeki.id.  au  poitil  de  vue  de  la  foinliou  li(-7),  pour  laquelle 


»=tV 


^b-.h 


Sl^c^tiiul.  on 


lis  réel,   et  Ton 
|ue  de  T  :   il  est 
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On  arrive   rinalenient,  par  une  analyse  assez  longue,  à  la  for- 
mule suivante, 


h.T)=[j].-^''^'* 


—  *jfn /»(-♦-  tn'ib*  —  1)  -  hffi-i-d.]  4  / 


\^  —{ft  -h  l)-Z}^  h(  T), 


OÙ  sgn  A  désij^ne  dz  1,  suivant  <|ue  A  est  positif  ou  négatif,  et  où 

le  svinbole  1  t  |>  généralisation  du  symbole  arilhmélique  ( -;  j  de 

l^egendre  et  Jacohi,  est  délini  par  les  propriétés  suivantes  : 
a  el  />  élant  premiers  entre  eux,  on  a. 


a 
Z 


1j 


A'.''*— I    (Jf-Krft 


—   .-i''      li(A— II— '»!rnrt  -  l>'»ifn/»      1< 
e      ♦ 


r.l-     [-^J  = 


^^    M 


fri= 


7^'       ,        I 


dans  la  dernière  de  ces  fornnih's.  //  est  impair  ;  dans  la  seconde, 

c  et  d  ne  figurent  (pTen  apparence,  [.e  svndxde     j     est   toujours 

éjral  à  Tim  des  «pialre  nombres  ir:  1 .  :*   /. 

Ka  fornuile  obtenue  pour  b(T)  donne  Immédlalement 


Va  I» 


et  la  question  est  résolue. 

Les  formules  obtenues  pcuveni  t»ncore  ^Verire  de  façon  à  ne 
contenir  que  le  symbole  de  Legentire-Jacobi. 

7.  Transformation  qnadrat'uinv  drs  fomlions  S.  —  Va\  gé- 
nëraK  une  lransforniatii)n  où  les  entiers  a^  />,  c,  cl  sont  tels  (|ue  le 
délennînant  ad — bc  soit  égal  à  un  enlier  po>itif  //  est  dite 
d'ordre  n. 

Pour  obtenir  tout  ce  qui  concerne  les  tran^^formations  dont 
Tordre  est  'i  ou  une  puissance  de  >.,  il  suffit  d'étudier  les  Irans- 
formalions  de  Landen  et  de  (jauss.  Dans  la  première,  on  cliange  c 

en  ar,  el  t  en  9.7  ;  dans  la  seconde,  on  (diangt»  simplement  t  en  -• 

Les  formules  s'obtiennent  aisémenl  :  appll([uéeN  aux  (onction^ 


1 
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modulaires,  elles  nionlrenl  le  rôle  prépondérant  de  la  fonc- 
tion h(T)  ;  enfin,  la  combinaison  des  deux  transformations  con- 
duit à  l'expression  des  fondions  ^«(a  i^)  à  l'aide  des  fonctions  ^a{^*)- 

8.  Transformation  d'ordre  impair  des  fondions  3.  —  ïonl 
se  ramène  à  changer  soit  v  en  nç  et  t  en  /it,  soit  simplement  à 

changer  i  en  -y  n  désignant  Tordre  impair  de  la  transformation. 

Tous  les  cas  possibles  résultent  ensuite  de  la  combinaison  de  Fen- 
semble  des  formules  obtenues  pour  hs  transformations  linéaires 
et  quadratiques. 

En  partant,  soit  des  formules  relatives  à  la  transformation  des 
fonctions  3*,  soit  des  formules  qui  donnent  les  fonctions  2f décom- 
posées en  facteurs,  on  obtient  des  expressions  telles  que  celles-ci  : 


Ki) 


^'('|s)  =  »'""'''"-<"n=''(-*7r) 


t  ri 


^-'^'^^.(onui.uo- 


./•) 


les  quantités  ('/o+n  ^'n  f^\j  A|,  A',  drsignanl  des  constantes  conve- 
nablement choisies,   cl   /*  parcourant,  suivant  les  cas,   n  —  i   ou 

valeurs  assujetties  à  de  certaines  conditions. 

Les  lonclions  modulaires  se  transfornicnl  aussi  aisément.  Enfin, 
la  combinaison  des  dtMix  svslèmes  de  formules  permet  d'exprimer 
les  fonctions  S>a(''*')  '^  Taide  des  fonctions  ?j^{v),  par  des  for- 
mules telles  (jue  celle-ci  : 
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où  iX»  désigne  une  constante,  et  où  [x,  v  parcourent  n  valeurs  con- 
venablement choisies. 

Finalement,  on  voit  que  les  fonctions  &(^  [t),  à  part  un  facteur 
exponentiel  facile  à  calculer,  sont  des  polynômes  homogènes  de 
degré  ad — bc  par  rapport  aux  fonctions  2r(v,T).  Les  expres- 
sions de  ces  polynômes  dépendent  des  nombres  X  et  [x  tels  que 
€td  —  bc  =  Xa,  ayant  même  plus  grand  commun  diviseur  que  les 
nombres  a,  b^  c,  d. 

9.  Sur  un  théorème  de  M.  Ilermite.  Belations  entre  les 
fondions^.  Théorèmes  d'addition,  —  M.  Ilermite  a  fait  voir 
que  la  fonction  ^{u)  définie  par  l'égalilé 

— 
*(a)  =  y"  A„<7^  e»'"'^*', 

n 

OÙ  les  A/,  sont  des  constantes  se  reproduisant  périodiquement 
de  h  en  A,  est  la  fonction  transcendante  entière  la  plus  générale 
jouissant  des  deux  propriétés 

*(a  -f-  2C0|)=  *(m),  *(M-h2C03)=e       ^x  *U/). 

Si  Ton  écrit 

*(m)=  Ao*o-f-  A, *!-+-... -h A/,_i<I»/i_,, 

on  voit  que  Ton  a 

4>o(a)=:  &,(/*!'  |/^T), 

Les   carrés   des   fonctions  S( )  sont   des   fonctions   <!>(//) 

pour   /<  =  2  ;  ce  sont  donc  des  fonctions  linéaires  de  4>o(//)  et 
4^1  (i/)^  et?  pâi"  suite,  on  trouve  aisément  les  relations 

qui  ne  sont  pas  distinctes,  au  fond,  des  relations  connues 

De  même,  on  exprime  les  produits  Sra(i-f-  <*).^a(^  —  ^'),  où  r 


^ 
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est  une  constante,  a  Taide  des  carrés  de  deux  fonctions  2r  ;  une 
voie  analogue  conduit  sans  peine  aux  expressions  des  produits 
S7ex(i^ -f- ^•)27p{i^  —  ^)  en  fonction  des  produits  Sx (r)  S|x(r).  Plus 
gënéralemcnl,  ou  a  l'idenfité 

^  &!  (  i»  H-  ri  )  STi  (  r  —  a  )  2^1  (  ^  -4-  c*  )  3?!  (  ^  —  c  )  =  o, 

la  sommation  étant  étendue  aux  permutations  circulaires  des 
lettres  a,  6,  r,  et  Ton  en  déduit  les  identités  de  Jacobi,  que  les 
auteurs  établissent  encore  en  partant  d'une  belle  formule  de 
SchnUer. 

(IHAPITRE  IV.  —  Les  (^iotients  hes  fonctions  3*  et  des  fonctions  S^. 
l.   Les  fonctions  $.  —  MM.  Tannery  et  Molk  posent 


_      ^U \ 

;oa"        s~  '  -■     r —    — ;~  » 


Jtj.. //  —  -i—-  —  ^-4— î;. 

^Y  "        v^p  //  —  <»>. 

Les  douze  fonctions  ;  sont  des  fofictions  uni\o(pies  de  //,  les 
unes  pain*s.  1rs  autres  impaires,  n\iyaiit  d'aulrcs  singularités  nue 
(les  pôles  :  leurs  zéros  et  leuis  ptMes,  tous  simples,  sont  en  «*vi- 
tlenee. 

Les  (oiielion»^  ;,  loiiclions  al«;<'l)rif]ues  de  p//,  sont  liées  pardes 
relations  al<;él)ri(pier>  faciles  à  tiélermiuer;  ou  voit  de  même,  sans 
diiiiculté,  ce  (pTelles  deviennent  (juand  Tar^ument  //  augmente 
de  •/»(«)a  ou  de  (i)ot  :  eu  |>arlieulier,  on  constate  ipie  leurs  carrés  sont 
des  lonclions  doiihlemeut  périodiipies  admettant  ->. d),,  vco^,  comme 
couple  tie  périodes  primilives. 

Les  fonctions  ;  M-rilieiit  i\v>  ecpiations  dillerenlielles  inie  Ton 
obtient  aisément  <*n  parlant  de  la  relation  cpii  Vm  pu  et  p'// ;  de 
ces  ('(pialions  r<'*>ullent  d  iutér<*ssanl(\s  formules. 

Les  fonctions;  (le  //  -r-  d  >'e\primeut  rationnellement  au  moven 
des  fonctions  ;  de  u  et  de  r/ ;  on  arrive  ainsi  aux  formules  fonda- 
mentales d'addition  pour  les  fonctions  ;. 


COMPTKS   IIHNDUS  i: T  ANALYSKS.  199 

Kn  terminant  ce  paragraphe,  MM.  Taiinery  el  Molk  éludienl  le 

cas  spécial  011  eu,  et  -.-  sont  des  quiintilés  réelles  et  positives,  puis 

montrent  qu'en  désignant  par  ^  une  l'onction  homogène  de  03| 
et  ci>j,  de  degré  —  1 ,  les  fondions 


?;«a(^    w,,cu,j.      tpv('^    w,,cu,j 


ne  dépendent  que  de  l'argument  //  et  du  rapport 


W3 

0)1 


2-   Les  fondions  sn,  en,  dn.  —  En  supposant  positive  la  partie 
réelle  du  rapport  -  *  ♦  les  auteurs  posent 


çi3     — - — ^-  .  cui,  c),     ; 


diM  l/,X)  — 


les  fonctions  sn(^,/'),  cn(//,/t'),  dn(//,  X)  ou  simplement  sn^/, 
CDtt,  dn  M  ne  dépendent  ipn»  de  u  et  de  t,  ou  si  Ton  veut  de  // 
et  de  X'. 

On  a,  entre  autres  formules, 

«n'tf  =  en  II  dnfi,         cn'i/ = — «nadiw/,         <Iii'«  — — A*sn«/ciw/, 

su' Il  -♦-  en' Il  —  I,         lin* M  -f-  A*  sn*«  ~  1, 
sn'*M  —  (1  --  sn*/i){  I  —  /*  su' il), 

^1  —  ^.1 
p  li  =  e- j  H ^—  , 

sn  o  -T  o,         en  (»  —  1 ,         (hi  o  —  1 , 
sn'o  —  I.  rn'o  —  o,  dii'o  —  o. 

Avec  Jacobi,  on  a  encore 

K  =  u>,  /e,  —  f  3  —  7  37|  (  o  I  T  ), 


K'  = 


K' 

q  —  e       ^  , 
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et  si  (0|  ot  -  '  sont  réelï  et  positifs,  de  sorte  que  A*  est  positif  et 

infi^ricurù  l'unité,  il  vient 

K=  r'- — ^-- K=  /•'       ^ 


les  radicaux  étant  positils. 

Les  fonctions  snu,  en»,  ànii  s'expriment  uisémenl, à  l'aide  des 
fonctions  ^,  par  les  formules 

Ces  formules  incitent  en  évidence  les  zéros  et  les  pôles  des  nou- 
velles fonctions,  et  montrent  ce  qu'elles  deviennent  quand  Paq;H- 
meiil  augmente  d'tino  somme  de  multiples  <le  K  et  îK'  ;  en  parti- 
culier, on  voit  que  les  fonctions  anii,  cuti,  linu  sont  des  fonrtJuns 
doublement  périodiques  admettant  respectivement  comme  |ié- 
riodes   primitives    les   nombres    ^K,  uf'K' ;    .{^i    ïKh-^(K'; 

I^s  formules  d'addition  bien  connues  pour  les  fonctions  sn, 
en,  dn  résultent  immédiatenieut  des  formules  établies  pour  les 
jonctions  Ç;  on  en  déduit  aisément  la  résolution  des  éf|uations 
snj^=;sna,  cnx^cna,  dnjr^^dna. 

Après  avoir  étudié  la  variation  des  iionvi-lles  fonctions  lorsque  A'^ 
est  positif  et  inférieur  à  l'unité.  iMM.  Tauuerv  et  Molk  définissent 
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Les    fondions    snx,    cnx,    dnj"   de    M.    Ilormile    sont    colles 

que   les  auteurs  désignent  par  sn(j^yei  —  f  3  ),  rn(.ryV,  —  e^), 

dn  (  jr  Y  V|  —  ^8  )  ;  les  fondions  A(j:'),  |J».(»r ),  v(  .r  )  de  Briot  et  Bou- 
<|iiet  ODt  la  même  signification. 

3.  Transforma  lion  linéaire  des  fonctions  elliptiques,  — 
Si  Pon  remplace  le  couple  'Jt(i)|,  9.(03  par  un  nouveau  couple  pro- 
premenl  équivalent,  2Û1  aii),  les  douze  fonctions  \  ne  font  que 
s'échanger  les  unes  les  autres  ou  ménr^e  se  conserver. 

Si  k  et  k\  K  et  K'  deviennent  respectivement  /,  /',  L,  L',  les 
formules  de  transformation  relatives  à  ces  quantités  et  aux  fonc- 
tions sn,  en,  dn  s'obtiennent  aisément  dans  chacun  des  six  cas  pos- 
sibles ;  on  a,  par  exemple,  pour  a  ==  b  ==  c  ==:  \^  cl ^  o  (mod  2), 

u  ,     u 

811  -Tî-î  fin  -.77 

*n  <#/,/)=  lA'' •  m (//,/)—  *  dii(i/,/)= ; 

u  u  u 

'"IP  '"w  '"w 

/=(-  !)"«-,,  /'=(—  ,,î-- 

4.  Transformation  quadratique  des  fonctions  elliptiques.  — 
Tout  revient  aux  transformations  de  Landen  et  de  Gauss,  dans 

lesquelles  on  remplace  o),  ou  (03  par  —  ou  —  • 

Pour  la  transformation  de  l^anden,  on  a,  entre  autres  formules. 


u  u 

I  ^n T  ^" r 

'  I  -4-  A-  ,         w 

dn 


I  ^  k' 


I  — (r-h  A-  )sn* r;  1       «  1  —  A  »  sn' 


I  ^-  A-'  .  ,  I  ^  X' 

cm  M,  /)  = »  dit(  M.  /)  ^- , 

dn T.  dn 


I  -f-  A'  \  v-k' 

/désignant  ce  que  devient  k. 

Pour  la  transformation  de  Gauss,  on  a  de  même,  en  appelant  X 
Bull,  d€9  Science»  mathém.y  a'  série,  t.  XX.  (Aoùl  1896.)  i4 


iT 
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=  V  ■■* 


={l  +  /)- 


H-  k 


Les  rormiilds  de  transformation  qiiadru tique  des  fonclionâ  3<. 
d'où  ri'siiltent  les  formules  précédenics,  permettent  aussi,  comme 
l'a  montré  M.  Hermite,  d'ubienir  d'importants  dévelop[iemenls 
pour  les  fonctions  sn,  en,  dn  ;  on  a,  par  exemple, 
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o-  Transformation  crordre  n  des  fonctions  elliptiques.  — 
Tout  revient,  comme  précédemment,  à  diviser  Tune  des  deini- 
|n*rioclcs  par  un  nombre  impair  n.  Pour  al)ré<;er,  on  |)ose 


f'r,r'  — 


irK  -r-  •?.  /•'  K'  / 


// 


/•  ft  /•'  étant  deux  entiers  cjuelconques. 
l^uand  on  remplace  toi  par—»  on  a 


/*  parcourant  n  —  i  valeurs  convenaMemenl  choisies;  puis 


"     1 


M  = 


1^<?1  —  <?3  TT  f'Iï'^/NO 


n 


V^Ei  —  K,  -■-JL    sn*^/^.o(ln*r/,.,o 


/'  =  ! 


\M  /  M  M.JL  SIW/;.  0 


(r) 

i„(^./)=     .i„«f[ 


(ri 

en  (  //  -4-  a,.,(,  ) 


riw/,.,0 

ir) 


(\lï(  N  -4-  </;..0  I 


Os  formules  peuvent  ensuite  se  transformer  de  hien  des  façons. 

Des  formules  analogues  ont  lieu  [xnir  la  flivision  de  (o^  par  //. 
La  combinaison  des  deux  systèmes  de  formules  conduit  sans  peine 
à  la  solution  du  probl(>mcde  la  multiplication  de  rargumeni  par//. 

Si  Ton  admet  que  la  quantité  .p(''— )»  où  /*  est  un  entier,  est 

une  fonction  alf^ébricpH*  de  ^?,,  e^,  ^31  on  voit  tout  de  suite  qu'il 
existe  une  équation  algéhricpic  entre  /et  A,  et  aussi  une  équation 
alg<^brique  entre  M  et  /*  ;  ces  équations  sont  respectivement  l'équa- 
fîon  modalaire  et  Téquation  au  multiplicateur.  Les  mêmes  faits 
subsistent  quand  il  s'agit  de  la  division  de  (.>;,  |)ar  //. 

En  lerniinanl,  MM.  Tanncrv  et  Molk  monlrent(iuc  le^  foruiules 
obtenues  permettent  de  former  // -f- 1   solutions   rationn<»lles  de 


loi  PItKMIÈHB  PARTIE, 

réqnaliuii  ditrciviiliellc- 


M/d-a-iJ,!-*»^-') 


/  el  M  tiHiiL  des  fuiKiiuii^  algébriques  c.ouvenaliles  de  k. 

H.  A.NDUYEH. 


HITTËK  i^E-'niiuÉRiu^.  —  François  Viëtb,  NorinB  sir  s«  vie  et  son  (xtv  .^h 
iCKi  pages  iii-H".  Paris.  \ii\K\  Ji'  la  /ici-iie  wt-ieleniale,  iHgS. 

Frédéric  Ritter,  iiiorl  en   t8çi3,  avail  ciinsacré  les  It^isîrs  de 
ciiiTière  d'ingénieur  des  Honts  el  Chaussées  à  Iradiiire  Viéte,  à 
commenter,  et  à  recneiliir  des  dociimenls  sur  la  vie  du  créalet    ' 
ik'  l'Algèbre  niuderne.  Il  a  [>n  achever  le  travail  qu'il  avait  enlre^^ 
))rts,  mais  il  n'en  a  publié  qne  la  traduction  de  Vlsagoge  et  lie.  "^ 
.\oUtf  priores,  dans  le  Bulletin  Boncompagrii,  en  1868,  C'est  ai^ 
même  recueil  qn'il  avait  destiné  la  Notice  insirée,  deiiT  ans  après    * 
sa  mon,  dans  la  Revue  occidentale,  par  les  soins  de  son  beau- 
frère,  M.  Ch.  RilterC). 

Résumé  succinct  des  résultats  obtenus  à  la  suite  de  longues  et 
patientes  recherches,  cette  Notice  ne  donne  pas  sculemenl  une 
sérieuse  analvse  de  toutes  les  œuvres  de  Viète  réunies  dans  Tûdi- 
lioD  de  Schoolcn  (Elzévirs,  lO.^fi);  elle  a  une  grande  importance 
par  les  détails  qu'elle  présente  sur  la  vie  du  célèbre  mathémati- 
cien, sur  la  bibliographie  de  ses  œuvres  et  surtout  sur  le  Canon 
mathemalicus,  ouvrage  assez  rare  pour  qu'aucun  des  historiens 
qui  en  ont  parlé  ne  semble  l'avoir  fait  devisu. 

La  vie  (U-  Wt-U:  Î'Va'w  en  M'aViVi''  Irt'S  mal  coiume,  loisijiie  Ritter 
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maiiifues,  Monlfcrrier,  en  i843i  déclarai l  avec  raison  qiron  n'en 
savait  pour  ainsi  dire  rien.  Les  aulres  liistoriens  ne  se  sont  pas 
fait  faute,  en  génrral,  d'accueillir  des  légendes  sans  conUôle  ou 
des  hypothèses  gratuitement  forgres  pour  combler  les  lacunes 
entre  les  rares  dociTmenls  que  Ton  possédait.  Le  travail  de 
M.  Ritler  permet  de  faire  justice  de  toutes  (*es  erreurs  et  il  est 
parvenu  à  con*>tiluer  une  biogra[)hie  complète  et  ap|)uvée  sur  des 
preu\es  irrécusables. 

Je  voudrais  seulement,  sans  reprendre  le  récit  qu'où  trouvera 
dans  la  Notice  de  M.  Ritter,  insister  sur  quelques  points  essentiels. 
Vîèle  a  été,  presque  toute  sa  vie,  extrêmement  occupé  d'aflaires 
publiques  et  privées;  il  prenait  sur  ses  nuits  pour  ses  recherches 
malhémaliqueset,  en  fait,  il  sVst  tué  de  travail.  Il  n*a  eu  que  deux 
périodes  de  loisirs  relatils,  Tune  de  1564  î^  156*8,  pendant  la- 
quelle, avant  quitté  <\  vingt-<piutre  ans  le  barreau  de  Fontena v  pour 
le  service  de  la  maison  de  Soubise,  dans  Tintervalle  d'autres  tra- 
vaux de  toute  sorte(*).  il  dirige  l'éducation  de  Thérilière,  Cathe- 
rine de  Parlhenay,  à  laquelle  il  devait  plus  lard,  m  oqi,  dédier 
son  Ars  itnalytica  ;  la  seconde  période  correspond  à  une  disgrûce, 
de  la  fin  de  i584  au  mois  d'avril  i  58(),  pendant  laquellr,  sousPin- 
fluence  des  Guise,  il  fut  suspendu  de  ses  fonctions  de  maître  des 
requêtes  de  l'Ilùtel  et  membre  du  conseil  privé,  auxipielles  il  a\ail 
été  appelé  en  i58o. 

C'est  pendant  la  première  de  ces  périodes  (pi'il  conçoit  le  plan 
de  son  llarmonicon  cœlcsle  et  commence  à  compo^jcr  son  Canon 
maihenîaticus;  cVst  pendant  la  seconde  (ju'il  arrête  tes  grandes 
lignes  de  son  Ars  analyùca,  L'im[)ression  du  Canon  commença 
en  lo'i.niuis  ne  fut  terminée  (iu*en  i5-'<i;  il  est  d'ailleurs  faux 
que  dès  1571  \  iéte  ail  commencé  à  faire  im|)i-imer  à  se.N  frais  et 


(')  Il  rut  tout  d'abord,  pour  défendre  |p  chef  de  la  riiai>ofi,  Jean  de  l*artlicnay. 
fiiear  de  Soul>isc,  à  rédiger  un  Discours  des  choses  advenues  à  Lyon  pendant 
qme  M.  de  Soubise  y  commandail,  c*esl-à-dirc  lorsdu  sièjredi^  i.S»ii-iôh3.  Ce  Dis- 
cours a  été  inséré  par  Théodore  de  liiv.e  dans  son  Histoire  ecclésiastique  des 
Église»  rt formées.  Viéte  écrivil  êgaien>ciil  alors  des  Mémoires  de  la  vie  de  Jean 
fit  Parthenay  (édités  en  iS^fj  dans»  le  Bulletin  de  la  Société  de  l'histoire  du 
protestantisme  français  )  e l  une  Généalogie  de  la  maison  de  l'arthenay-Lusi- 
gman,  nîftée  manuscrite.  Des  cahiers  de  ieçon<«  qu'il  a\ail  rédiges  pour  son  eli'\e, 
il  »ubsi«le  des  Principes  de  €osmn*^raphie,  impiini«^<  rn  iH.i-  rt  n-rdiU'*  «'n  \*^\  \. 
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à  répandre  des  écriu  malhémaliques  qui  se  seraient  perdus.  Tout 
ce  qu'il  a  publié  de  son  vivant  subsiste;  ce  sont  les  manuscnls 
qu'il  a  laissés  qui  ont  ci(^  perdus  en  partie,  quoique  des  copies 
aient  dû  en  circuler  dès  sou  vivant,  en  particulier  pour  les  livres 
de  Réponses  variées  (ï  des  questions  mathématiques,  qui  ont 
(■videmnient  été  formés  de  pièces  réellement  adressées  à  diverses 
personnes.  Viète  a  publié  en  i  jy3  le  huitième  de  ces  livres;  les 
sept  premiers  sont  perdus  et  on  ignore  même  de  fait  à  quelle 
époque  remontaient  les  premières  pièces.  Mais  il  est  clair  que  ce 
n'est  qu'à  pariir  du  commencement  de  i5^i  que  Viète,  établi 
momenlanément  à  Paris  comme  avocat  au  parlement,  se  trouva 
pour  lu  première  fois  dans  un  milieu  nfi  il  put  essayer  de  se  poser 
comme  malhémaltcien  (<). 

Sa  fortune,  qui  ne  fut  jamais  considérable,  quoi  qu'on  en  ail 
dit,  ne  lui  auiail  gui'-re  permis  au  reste  les  dépenses  d'impressions 
que  l'on  a  siipposr'es.  Le  Itntil,  rapporte  par  Pierre  de  TEstoile, 
qu'il  serait  mort  avec  ioooo  écus  au  chevet  de  son  lit,  s'explique 
irés  simplement  parce  que  Henri  IV,  lorsque  Viéle  demanda  à 
quitter  ses  fonctions,  voulu!  lui  donner  une  gratification  qui  fut 
apportée  an  lit  de  mort  du  mathématicien;  mais  il  n'a  jamais  été 
un  thésauriseur. 

Un  des  traits  remarquables  d(;  la  vie  de  \  iète,  c'est  l'airoction 
que  lui  ont  témoignée  deux  grandes  daines;  l'une  est  son  ancienne 
élève,  qui,  mariée  vi\  ifi(>Sà  un  baron  dc(>uellenec  tué  à  \a  Sainl- 
Karlhélemj.  épousa  eu  secondes  noces  Hené  di;  lUihan  et  le  perdit 
infants  au  parc  de  Soubise, 
(hins    1.-    1,11 
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ce  tnariagc.  L^aflfaire  se  termina  en  i38o  par  une  transaction,  à  la 
^uiie  de  laquelle  le  mariage  fut  considéré  comme  rompu  par  di- 
i^orce;  le  roi  Henri  III  créa  en  même  temps  le  duché  de  Loudu- 
noîs  en  faveur  de  Françoise  de  Rohan  (*)  et  récompensa  la  part 
que  Vièle  avait  prise  aux  négociations  en  se  rattachant  officielle- 
menl.  Mais,  dès  1576,  quoique  le  grand  mathématicien  fût,  depuis 
15*^2,  conseiller  au  parlement  de  Rennes,  Henri  III  Tavaità  plu- 
sieurs reprises  dispensé  de  service,   pour  le  charger  de  missions 
spéciales  ou  de  travaux  auprès  de  lui.  Ce  ne  furent  donc  nullement 
des  difficultés  tenant  aux  questions  religieuses  qui  empêchèrent 
Vièle  de  siéger  régulièrement  à  Rennes,  ni  la  recommandation 
du  chef  proies  tant  René  de  Rohan  qui  le  fit  nommer  maître  des 
requêtes.  Vièle  n'était  pas  homme  à  se  rendre  impossible  quelque 
pari  pour  des  motifs  d'ordre  religieux,  el  Henri  111  avait  su  le  dis- 
tinguer de  lui-même  pour  ses  capacités  admlnislratives  (^). 

C'est  lantûl  auprès  de  Catherine  de  Parthenay,  tantôt  auprès 
de  Françoise  de  Rohan,  tantôt  dans  sa  propriété  de  la  Bigotière  a 
Mcrvenl,  près  de  Fontenaj-le-Comte,  que  Vièle  passa  le   temj)s 
de  sa  disgi*âce,  comme  il  y  passait  auparavant  les  moments  de 
vacance  qu'il  pouvait   prendre.    S'il   devait   sans   doute   rendre, 
comme  conseil,  des  services  sérieux  à  ses  deux  amies,  l'aircction 
qu'elles  lui  lémoignèrent  prouve  au  moins  qu'il  était  personnelle- 
ment homme  de  relations  agréables. 

J'arrive  au  Canon  mat  lu^.  ma  tic  us,  qui  est  en  réalité  une  table 
des  six  lignes  trigonométriques,  calculées  de  minute  en  minute 
pour  le  rayon  100 000  (parfois  avec  une  ou  deux  di'^cimales  en  sus 
de  la  partie  entière).  Ce  fut  la  première  Table  complète  de  ce 
g^enre;  elle  était  d'autre  part  accompa<;née  de  formules  pour  la 
r«-solulion  des  triangles  plans  ou  sphériques. 

La  rareté  de  cet  ouvrage  s'explicpic  suflisammenl  par  le  succès 
des  Tables  postérieures  de  VOpus  pa/atinum  de  i5(>(),  el  du  The- 


(  •  >  Celle-ci,  qui  possédait  do  son  rhof  la  presque  tolalitr  du  iiiurais  vondôeii 
rn  face  de  Noirmoiilirr,  y  iiiainleiiHil  lu  unilrulitc  religieuse  cl  était  dans  ics 
mcilleun  termes  aver  le  roi. 

(■)  L'hostilité  du  parti  ligueur,  qui  amena  la  di.>s;ràrc  de  \  ièle,  visait  le  ron- 
ftriller  politique.  Henri  III  le  reprit  auprès  de  lui  dès  qu'il  rompit  avec  les  Guise. 
rt  Hcori  IV  le  maintint  dans  les  m^mes  fonrtijins.  \ièle  ne  semble  nullement,  au 
'-'iDlrairr,  avoir  fait  partie  du  parlemeni  royaliste  réuni  à  T'»ur>. 
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sauras  mathemaiicus  de  Piliscus  (i6i3),  puis  par  rinlroduclS.  ^^*» 
dos  logarithmes.  La  légende  veut  qu*elle  ait  été  amenée  par        '' 
desiniclion    systématique  de   tous  les   exemplaires  qu*aurait      f^^ 
recouvrer  Viète,  mécontent  de  fautes  d^impression  qui  aurai^^** 
déparé  son  travail.  Diaprés  M.  Rittcr,  l'impression  serait  au 
Irairi»  très  correcte,  et  la  légende  ne  reposerait  que  sur  le  dire 
rédiïcur  de    1646,    qui,   pour  se  dispenser  d'une  réimpressi^^ 
alors  inutile  de  fait,  a  allégué  qu'il  y  aurait  eu  à  refaire  tous 
calculs.  Si  Viète  parle  d'ailleurs  en  iSgS  du  Canon  comme  i/l 
Ucifer  editus,  il  fait  probablement  allusion  surtout,  à  mon  se 
à  un  insuccès  de  librairie;  M.  Ritter  remarque  aussi,  à  juste  ti^ 
(|uc  Taulcur  devait  regretter  les  dénominations  incommodes  q^ 
avait  autrefois  adoptées  pour  les  lignes  trigonomélriques,  peut-ét^ 
aussi  la  multiplicité  des  formules,  qu'il  réduisit  dans  son  Li 
ovia^'us  de  i5()ii,  où  intervient  pour  la  première  fois  la  considé 
tion  du  triangle  polaire  (i/irer^w/w  per  enallagen,  îrXeupsYwv'.xi^v )* 
et  où  il  introduit  sa  nouvelle  nomenclature. 

Dans  le  Canon,  il  disait,  comme  Rhœticus,  fécond  de  l'angle 
(ii^N  au  lieu  de  tangente  ('),  hypoténuse  du  fécond  ^n  lieu  de  sé- 
cante, hypoténuse  du  reste  et  fécond  du  reste  pour  colangentc 
et  coséeante.  Il  a  dit  plus  lard  prosinus  pour  tangente,  trans- 
sinuosa  pour  sécante:  les  lignes  des  angles  complémentaires  n'ont 
p*is  d'ailleurs  elie/.  lui  de  nom  particulier;  seulement,  dans  les 
notations,  la  lettre  (lêsi&^nant  Tangie  est  marquée  d'une  barre. 

Je  crois  inutile  de  nrélendre  sur  les  autres  écrits  imprimés  de 
N'ièle,  (|ui  ont  été  suftisauiuient  étudiés  par  les  divers  historiens, 
(^uant  à  l//(trmoiiir(»n  rœ/rste,  M.  Kilter  ne  nous  apprend  rien  de 
nouveau;  st»n  a»erhon  qu'il  aurait  cerlaineuicnl  existé  deux  manu- 
scrits complets  do  cet  ouvrajic  nie  semble  même  assez  douteuse;  car, 
celui  qui  a  appiirlenu  ;i  Pierre  Dupuis  est  passé  entre  les  mains  de 
Houlliau«  (|iii  le  cèila  au  prince  Léopoltl  de  Médicis:  il  existe  tou- 
jours à  la  Ma^li.iheccliiaiia  «le  Fhïrence,  en  même  temps  qu'une 
copie  au  niM  \^\v  >erontl  mainiMMil  auquel  fait  allusion  M,  Ritter 


ri  1.0^  l«*rinr-*  Jr  M'jj:»*'i/r*  fl  «Ir  si'cnnt^  apparaissent  pour  la  pmiiicrc  f«i* 
«lan^  la  r«Vi>/Mf';fM  ••>/«>». /i  ilc  l'hoin^t  Kinrk  (i"ki3);  c'vsl  la  lahlf  i\c  Pilisriis 
1)111  Ifs  mit  vt\  \omu'.  N'^  lormo*  ilf»  comiui*.  rie.  *oiit  dus  à  (•tinter.  If  ralciilateur 
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t'icitii  n'esl  pas  perdu  davantage).  Mais  s'il  faut  s'en  fier  ù  Libri, 
les  manuscrits  de  Florence  seraient  incomplets;  rien  ne  prouve 
donc  que  Vièle  ait  jamais  achevé  son  œuvre.  Quant  au  fragment 
concernant  le  même  ouvrage,  et  dont  EIzévir  fait  mention  dans  sa 
pr«*face  de  1646,  ce  doit  être  très  prohahlement  celui  <pii  existe  à 
'*   ^alionalc,  latin  727I  (ancien  Colherlinus). 

I-' Algèbre  de  Viète  fut  propagée,  en  dehors  de  ses  écrits,  par 
■es   disciples  qu'il  forma  directement  et  aussi  par  dassez  nom- 
breuses traductions  ou  paraphrases  (pii  parurent  en  français  dans 
'*   {Première  moitié  du  dix-septième  siècle  (Nasset,   i63();  Vaule- 
^^■'Jr    i63o;  Jacques  Hume,  i()id;  Durel,  i()i4)-  Aujourd'hui  son 
^^^  vrc  latine  est  malheureusement  illisible  pour  un  mathématicien  ; 
'^     t^r-minologie,  très  compliquée,   exige  un  travail  d'assimilation 
^^^^ssivemeiit  pénible;  ou  ne  comprend  guère,  à  première  vue,  que 
'^^   formules,  relativement  faciles  à  transcrire  avec  les  notations  mo- 
^****^s;   mais  Tenchainement  des  idées   et   leur  portée  véritable 


^^■^^ppent  presque  complètement.  La  publication  complète  du  tra- 
"^«•■1  deRitler  sur  Vièle  peut  donc  oHVir  de  l'intérêt,  au  moins  pour 
^^^^■^î'  qui  désirent  approfondir  les  débuts  historiques  de  TAIgèbre. 
**  ■"«marquerai  toutefois  qu'il  pourrait  y  avoir  besoin  de  revoir 
••■-••^n  livement  ce  travail,  car  je  ne  m'explicpie  pas,  par  exemple, 
^'^^  clans  la  Notice,  on  ait  imprimé  couramment  svnclirèsc  comme 
**^*iMclion  du  terme  syncrisis, 

^ri  tout  cas  Riiter  a  travaillé,  ce  (lui  était  important,   sur  les 

^■l-îons  originales  et  non  sur  celle  de  i()i6.  (.A'pendant  en  ce  qui 

^•^Cïcrnc  les  notations  réelles  de  \  ièle,  on  aurait  tort  de  se  lier  à 

'^^  Titien  quelconque,  car  les  imprimeurs,  pour  ménager  la  place, 

"^^   singulièrement  modifié  la  forme  des  équations,  si  l'on  en  juge 

v^^*"  les  manuscrits  qui  subsistent. 

Ainsi  Téqualiou 

^^  Elzëvir  (p.  98)  a  imprimée  sous  la  forme  : 


«   Ë  cuhus  —  B  in  E  qnu«I.  3  -r-  B  qiiad.  ^  —  i)  piano  in  1^ 
«eipiabitur  R  cubo  —  D  piano  in  E  —  Z  «olidu.  n 

apparaît  page  |3  v.  du  MS.  lat.  nouv.  acq.  i<>4(  (copie  ancienne) 


1 
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sous  la  forme 

«  E  cubiis  \ 

J  i       B  cubo 

—  B  in  K  quadratum  1er  f  i         »^     ,  .     ., 

>  spquabitur  \  —  D  piano  m  K 
-+-  B  quadrnto  ter  il  i 

^  >  in  E  I  [  —  Z  solido.  » 

—  1)  piano  )  ; 

Dans  les  noies  marginales,  la  même  forme- apparaît,  mai?>  les 
mois  indiquant  les  puissances  sont  réduits  à  leurs  initiales;  l'éga- 
lité n'est  manpiée  que  par  une  barre  verticale  séparant  les  deux 
membres  de  récpialion. 

Avec  ce  système,  on  comprend  que,  dans  le  manuscrit,  il  faille 
une  pajje  pour  Téquation  de  la  dernière  proposition  du  traité  De 
emrndatione,  qui  donne  la  composition  des  coefficients  de  l'équa- 
lion  du  cinquième  degré  en  fonction  des  racines;  mais  on  ne  peut 
nier  quVn  thèse  générale  les  équations  ne  soient  plus  claires 
(pravec  la  mise  de  tous  les  termes  sur  une  même  ligne. 

Je  note  encore,  pour  la  formule  dite  de  Cardan,  sur  Téqualion 

i  Z  <olid<>  soliili 
«    L\  rZsolidi  •+-  L  J 

r  —  B  piano  piano  piano 

(  Z  solido  solidi 
-*   l.\  rZ  solitli  —  I.  J 

(   —  B  piano  piano  plam» 

1*^1    V  k\c  qiia  qutrrittir.  » 

On  Noil  que  If  sij;no  pour  racint*  est  L  [iains).  W  s'interprète 
ftifus  ///i/\'t'/\\<//<\  v{  manpie  qur  l'exlraolion  porte  sur  Tensemblc 
do  IV  qui  >uil  >ur  la  mémo  li;;ne.  Le  <*  aprè-i  le  \  signilîe  (lue  la 
raoïno  o>l  cubiquo.  La  b  tti^'  L  est  d\iilleiir>  figurée  comme  un 
au:;lc  ai^u,  vie  uiémo  iiuo  lo  >i;;ne  \  :  mais  la  brandie  inférioure 
e>l  uollemenl  liori/onlalr. 

J'ajoute  un  doruior  mol.  Nou>  a\on>  pris  Lbabilude  d'écrire 
\  iole:  il  poul  ého  ni  do  vIo  rt  inarquor  qu  au  sei/.iènie  siècle  et  au 
di\-^oplioino.  Laroul  plioiu  tiquo  tlan>  lo  oorp«  ilos  mots  n'était 
n\dloiuonl  on  u>ai;o  ;  Ion  rv'nxail  \  lolo  imi  \  ioUe.  La  première 
lormo  o^i  oolloqu  axaM  aJoph  i*  lo  cr^nd  malnomalieion,  mais  c'est 
uuo  lonno  H.ix.nuo  i  vmuîuo  ;,v;-  do  :*.  t  tn  :  I  orlbograpbe  con- 
lonno    au    b,M^    mn»^o    vbi    t.'^nps    ,x(    x.njN   oonttodit    \  ielle,    nom 
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assez  fréquent  encore  aujourd'hui  en  France  et  que  conservent  au 
reste  des  descendants  d'un  frère  du  mathématicien. 

Paul  Tajnwery. 


OVIDIO  (E.  I)').  —  Geometria  anamtica.  Uii  vol.  in-8",  xvi-4î3  p. 

Torino,  Bocca  frères,  189G. 

Tant  qu*il  ^  aura  des  gens  qui  s'intéresseront  à  la  meilleure  ma- 
nière d'enseigner,  on  discutera  pour  savoir  s'il  vaut  mieux  s'élever 
du  particulier  au  général,  ou  s'il  vaut  mieux  introduire,  dès  qu'on 
le  peut,  des  vérités  générales  pour  en  tirer  la  foule  des  proposi- 
tions particulières  qu'elles  contiennent.  (Ida  dépend  du  maître  et 
dtrs  élèves,  et  la  première  méthode  est  bonne  si  le  maître  sait 
vraiment  montrer  le  général  dans  le  particulier,  comme  aussi  la 
seconde,  si  le  maître  sait  faire  descendre  à  tem[)s  les  idées  géné- 
rales et  les  incarner  pour  ainsi  dire  dans  le  concret  ;  mais,  à  coup 
sûr,  les  vérités  particulières  sont  stériles  cjuand  elles  sont  bornées 
ù  elles-mêmes,  quand  on  n'en  voit  ni  le  lien,  ni  Tunité  et  aussi  les 
idées  générales,  quand  on  s'y  complaît  uniquement,  comme  dans 
une  sorte  de  rêve  philosophicpie,  et  (pi'on  est  incapable  de  les  pré- 
ciser dans  les  applications  particulières  (|u'elles  contiennent  en 
puissance. 

Ce  dernier  danger  n'est  pas  à  craindre  pour  ceux  qui  voudront 
ëliidîer  la  Géométrie  analytique  de  JJ.  <l'Ovidio,  tant  Tauleur  a 
eu  soin  de  multiplier,  aux  bons  endroits,  les  exemples  et  les  exer- 
cices, de  montrer  à  quoi  servent  les  méthodes  et  comment  on  les 
applique.  On  serait  mal  venu,  dès  lors,  à  lui  reprocher  d'avoir 
voulu  mettre  un  peu  plus  d'ordre  (pie  n'ont  fait  ses  devanciers 
dans  un  livre  qui  entend  rester  élémentaire  et  où  il  est  vrai  qu'en 
peut  apprendre  la  Géométrie  analjticpie. 

C'est  Ja  notion  des /ormes  fondamentales,  d'après  Steiner,  qui 
a  fourni  à  Fauteur  ses  divisions  essenlielles  ;  il  étudiera  d'abord 
les  formes  r/r?  première  espèce  :  droite  comme  lieu  de  points, 
faisceau  de  droites  dans  un  plan,  faisceau  de  plans.  Pour  toutes 
ce»  fonne>,  un  élément  est  fixé  par  une  seule  coordonnée.  Le 
premier  Chapitre  lui  donne  l'occasion  de  traiter  du  ra|)port  anliar- 
monique,  des  ponctuelles  homo<>raphi<pics.  de  l'involution  ;  dans 
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^ 


1  qiicl({iie5  pages  ce  qu'il 
B,  el  il  iriiiirodtiii-a  les  eour- 

r,  ail  plan  comme  lieu  de  points 
abord, 
1  de  lai 


le  second  Cliapllre,  il  résumera  c 
d'essenliel  dans  la  Géomélrie  plat 
données  propremenl  dites  rjiie  loi 
de  seconde  espèce  et,  en  pnrlîculic 
Ce  sont  les  coordonnées  triliiiéaires  (ju'il  délintld 
du  rapport  auliannonique,  mais  il  se  garde  bie 
l'ombre  les  coordonnées  de  Descaries  et  de  ne  pas  en  recom- 
mander l'usage  là  on  il  est  commode  de  les  employer;  peut-être, 
à  ce  propos,  me  perinetira-t-on  de  faire  observer  que  le  rôle  pri- 
mordial donné  aux  coordonnées  Irilinéaires  est  légitime  et  naturel 
dans  un  livre  où  l'on  se  propose  essentiellement  de  fumilÎRriser  le 
lecteur  avec  la  GéoméliJe  projeclive,  où  l'on  entend  ne  pas  dé- 
passer cette  Géométrie  et  même  à  peine  la  théorie  des  coniques 
et  des  quadriques  ;  mais,  si  l'on  se  place  à  un  autre  point  de  vue, 
le  concept  de  coordonnées  esl  si  général  el  lu  notion  de  coordon- 
nées trilinéaires  si  spéciale,  qu'on  peut  bien  n'encourir  aucun 
reproche  pour  dédaigner  celle  petite  généralisation  des  coordun- 
nées  de  Descartes  ;  il  \a  sans  dire  tjue  cette  observation  u'a  rien 
à  faire  avec  le  livre  de  M.  d'Ovidio,  qui  suit  bien  un  plan  logique, 
parfaitenienl  ordonné,  mais  il  serait  possible  d'en  trouver  nillcnrs 
des  applications.  Quoi  qu'il  en  soit,  l'auteur,  après  avoir  Iraîlé 
du  plan  comme  lieu  de  points,  traite  du  plan  comme  lieu  iJe 
droites,  puis  des  étoiles  de  droites  el  de  plans.  Il  passe  ensuite  d 
l'espace  comme  lieu  de  points,  ou  de  plans,  puis  à  l'espace  réglé  ; 
dans  ce  dernier  Chapitre,  il  donne  quelques  notions  sur  Ie!>  coin- 
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mi:l\n(;ks. 

HOTE  SUR  LA  SÉRIE  DE  LAGRAN6E; 
Par  m.  mm  RICK  HAMY. 

I^^éciualîon  de  La^rangc 

ra    qu'Anne    racine,  s»  ^^  rintérieiir  d\in  contour  fi^riné  S,  décrit 
Il  lotir  du  point  a^  lorsque  Ton  a  tout  le  lon^  de  ce  contour 


I  > 


«/(5) 


<i. 


Tai  été  conduit  à  former  le  développement,  suivant  les  puissances 
i^ceodantes  de  a,  d'une  fonction  de  ^,  uniforme  à  l'intérieur  de  S, 
admettant  comme  pôle  le  point  z=^  a, 

L»a  c|uestion  peut  se  résoudre  en  étendant  la  méthode  que 
Vf.  Hermile  expose,  dans  son  cours  à  la  Sorbonne,  pour  calculer 
es  coefficients  du  développement  d^une  fonction  holomorphe  de 
rette  racine. 

Soit  11(5)  une  fonction  telle  que  le  produit  {z  —  aY  11(5)  soit 
liolomorphe,  à  Tintérieur  de  S,  et  non  nul  pour  z  =  ^/. 

Décrivons,  autour  du  point  a,  une  circonférence  ï  de  ra^on 
assez  petit  pour  que  la  racine  ^  ^oit  extérieure  à  cette  circon- 
férence ainsi  que  les  racines  de/(3). 

La    fonction  pT-^?  est  uniforme  à   rinlérieur  «le  Taire  comprise 

entre  S  et  X;  elle  y  ^st  finie  et  continue  sauf  pour  la  valeur  w  =  ^ 
oui   est  racine  simple  de  F(^).  Le  résidu  relatif  à  ce  pôle  avant 

pour  valenrp~T)'  "  ^"  résulte 


F 


I^*jn€*iralilt5  (1)  étant  satisfaite,  le  long  du  cliemin  S,  on  sait  que 
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ta  premièi-e  inléf;riilc  peut  se  dévrlopper  comme  it  suit 


Or  on  pciil  ('■crih' 


ft  cotnino  la  fonclion  (s  —  //)''II(;}  est  holomorphe,  à  rînlériciir 
(l(!  S,  on  a  tDanifcsIemml 


La  seconde  întépjrale  so  calcule  en  parlant  de  l'identilé 


t\^i     V(-)      «'/'(ï» 


_<_=-a)P- 


<J  — « 


tp/»'(;)         .V''(-=)FU) 


^liilliplianl  les  deux  menilires  |iar  7^^  11(5)  rf:  et  intt^^rant  le  lonp 
de  ï),  on  trouve,  en   observant  que   la 
liolomorphe  à  rinléricur  de  ce  contour 


de  S,  on  trouvp,  en   observant  que   la  fonclion  ~ — 2 —      _*■■  est 
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En  r«*«iunié,  on  peul  écrire 


n  = 


•—«/(;>  OLP     Ad     (/«-H/>)îL     "       •  /''i.^)  iz    a 


n-r-p—Q 

OU,  plus  simplemenl. 


»--  » 


Si  l'on  pose  mainlenaiit 

II(5)  =  [i~a/'(3)|4>(^), 

4^(^)    étanl    une    nouvelle    fonction    admettanl    le    polo    z  =  a, 
d'ordre  /?,  il  vienl, 


fl=.se 


*(»>=  i  2  ^!d?/''(-)«i'(-)(i-«/'(-)i;=  - 


»=0 


en  faisant 

ce  qui  peul  s'écrire 


11=0 


En  parliculier,  pour  /?  =  o,  la  Ibnclion  M'''(v)  se  rédiiil  à  ^{z) 
et  l'oii  retrouve  la  formule  relative  au  cas  où  ^(z)  est  liolomorphe. 

Jtemarque.   —    On   parvient  directement   à   retle   expression 

de  ♦(î)  en  appliquante  la  fonction  --M''(v),  qui  est  uniforme  finie 

el  continue  pour  z  =  ri,  la  formule  ordinaire  établie  pour  une  fonc- 
lion  holoinorphe  de  ^  Il  suffit  de  remarquer  (|ue  Ton  a 

à  cause  de  l'identité 


=  I 


olp/p(X) 

t 

qui  esl  une  conséquence  de  Téquation  de  Lagrange. 
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Muiâ  ce  niisonnemcnl  ini])lique  la  supposition  que  la  fonclion 
y(2)  est  holomor|ihe,  à  l'iiilt-rieiir  du  conlnitr  S,  et,  par  suite, 
que/(2)  n'a  pas  de  racine  à  l'intérieur  de  ce  contour. 

La  mélliode  que  nous  avons  suivie  montre  l'inutilité  de  cette 
restriction. 
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de  ses  parties.  H'  édii.  ln-8*,  xvii-56.i  p.  et  planches.  Paris,  Gaulhier- 
Villar»  et  fils.  \i  fr. 

HotiEL  (J.).  —  Tables  de  logarithme*  à  cinq  décimales  pour  les 
nombres  et  les  lignes  tri gonomé triques,  etc.  Noiiv.  édil.  ln-8*,  xlvii- 
1 18  p.  Paris.  Gauthier-Villurs  el  lîls.  i  fr. 
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Sauvauk  (  L.l.  —  Théorie  générale  des  systèmes  d'iqui 
tielles  linéaires.  In-i",  "Sj  p.  Paris,  Gauihier-VillKrs  et 


Stieltjes  (T.-J.)- 


bret.   Premiers 


COMPTES  U  EN  DUS   Eï  ANALYSES.  ?i 


/ 


COMPTES   HENDIJS   ET  ANALYSES. 

ELLIOT  (  E.-B.  ).  —  An  introduction  to  tue  aloebra  of  oiantics. 

Un  vol.  in-H",  xiii-.|'23  p.  Oxford,  1895. 

CjC  livre,  relalivement  élëinenlairc,  est  le  développement  d'un 
rours  fait  par  Tanteiiraux  élèves  du  Queen's  (^»llefie,  à  Oxford  ;  il 
nous  en  prévient  dans  sa  Prélace,  vl  cela  élall  presque  inutile, 
tanl  on  sent  le  soin  qu'a  pris  jM.  Ëlliot  pour  rendre  les  théories 
qiril  expose  pleinement  accessibles  à  des  étudiants.  Des  exemples, 
des  illustrations,  comme  on  dit  en  Angleterre,  trrs  nombreux 
dans  lous  les  Chapitres,  montrent  bien  aussi  (|ue  c'est  à  de  vrais 
(•Indîants  qu'il  s'adresse  et  qu'il  a  l'habitude  de  s'adresser.  Il  faut 
lui  savoir  gré  d'avoir  pris  la  peine  de  rédiger  et  de  développer  ses 
leçons,  car  ce  livre  est  bien  fait  pour  introduire  le  lecteur  dans  la 
ihéorie  des  formes  binaires,  et  plus  d'un,  sans  doute,  quoique  ce 
ne  soît  certainement  pas  l'intention  de  M.  Eiliot,  pourra  s'en  con- 
tenter. Quant  au  terme  anglais  k  quantic  »  qu'il  a  adopté,  on  sait 
assez  que  c'est  le  terme  qu'employait  Caylej,  qui  est,  à  coup  sûr, 
un  des  principaux  créateurs  de  la  théorie,  et  cela,  ù  nos  yeux, 
suffit  à  le  justifier. 

On  trouvera,  dans  les  cinq  premiers  Chapitres,  avec  les  défini- 
tions et  les  propriétés  les  plus  immédiates  des  invariants  et  co va- 
riants, leur  interprétation  géométrique,  la  notation  symbolique  de 
Cavley,  la  constitution  des  invariants  et  covariants  d'une  forme 
binaire  au  moyen  des  racines,  l'application  aux  formes  du  second, 
du  troisième  et  du  quatrième  degré.  Deux  importants  Chapitres 
sont  ensuite  consacrés  aux  équations  aux  dérivées  partielles  aux- 
quelles satisfont  les  invariants,  covariants,  semi-invariants;  au 
théorème  de  Cayley  sur  le  nombre  de  semi-invariants  de  type 
donné,  à  la  loi  de  réciprocité  de  M.  Hermile.  L,'auleur  passe  en- 
suite à  la  théorie  des  fonctions  génératrices,  puis  à  la  belle  dé- 
monstration du  théorème  de  M.  Gordan,  que  Ton  doit  à  M.  llil- 
bert  ;  il  poursuit  la  théorie  des  semi-invariants  et  dévelop|)e  leurs 
divers  modes  de  formation.  Un  chapitre  est  consacré  aux  formes 
canoniques  pour  les  premiers  degrés  (jusqu'au  huitirme);  on  y 
traite  naturellement  de  la  résolution  des  écpiations  du  troisième 

Buil'  dcM  Sciences  mathém.,  a*  série.  I.  XX.  (Scpteml»ro  189^».)  1') 
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et  du  (jiialritane  degré.  QueUgucs  paragraphes  se  rapportent  aux 
formes  ternaires  et  quaternaires.  Les  formes  binaires  du  cinquième 
et  du  sixième  oidrc  sont  l'ubjct  d'une  6U\tie  spéciale  qne  mérilent 
assurément  les  beaux  travaux  dont  elles  ont  élé  l'objet.  M ,  Elliot 
s'occupe  ensuite  des  formes  binaires  simultanées  ;  la  tltëorîe  du 
changement  de  coordonnées  caricsicnnes  fournit  d'inléressanies 
applications.  Enfin,  un  dernier  Chspiire  se  rapporte  aux  foraies 
ternaires  du  second  et  du  troisième  degré.  J.  T. 
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SUK  UNE  rORHULE  DE  H.  G.  FDNTENÉ; 
P.ni  M.  CiT    IIKKMITK. 

\Ln  désignant  par  /(.r)  une  fonction  donblenienl  périodique, 
avant  deux  pôles  simples  p  et  p\  et  par  R  le  résidu  qui  correspond 
à  //,  M.  Fonlené  a  donné  dans  les  Comptes  rendus,  t.  CXXII, 
p.  172,  la  formule  suivante 

Ce  résultat  intéressant,  dont  l'auteur  lire  comme  cofiséquence 
immédiate  les  expressions  des  quantités  sn(3;+_j'),  cn(x+j') 
et  dn(x  +y}  peut  s'obtenir  par  une  autre  voie  qu'il  ne  me  paraît 

"    utile  d'indi*] 
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que  nous  pourrons  encore  écrire  sous  une  «nutro  forme,  en  chan- 
geant les  deux  membres  de  signe,  à  savoir  : 

•ADalog[îp(«)  — <p(x-f-7)]  =        (Da— 2Dj.)l0g[cp(a)  — ©(fl-t-^)] 


Cela  étant,  soit  «=/?  +  £,/?  désignant  un  pôle  simple  de  o{x) 
et  £  une  quantité  infiniment  petite.  Nous  développerons  suivant 
les  puissances  croissantes  de  e,  et  nous  remarquerons  que  si  Ton 

néglige  les  termes  en  e,  e^,  . . . ,  on  a  simplement  'f  (^)  = h  C, 

R  étant  le  résidu,  C  une  constante,  puis  ^((f^y)  =  "f{p-\'j)' 
De  là  résulte  pour  le  premier  membre  d^abord 

log[<p(a)  — <p(j--+-j^)]  =  log    -  -hC  — o(j'-+- v)L 

,       R     ,    C-cp(.r -+->') 

=  '^«7  -^ "1^ — -    ^' 

el,  en  prenant  la  dérivée  par  rapport  à  e  qui  est  la  même  que  par 
rapport  à  a^ 

On  trouve  ensuite  dans  le  second  membre 

Iogt?(a)  — ç(arH-^)]  =  log  T- h- G  -  :p(/?  4- j)  1, 

La  dérivée  par  rapport  ky  donnant  un  terme  en  e  peut  être  né- 
clî^^ée,  de  sorte  quMl  vient  immédiatement 

puis  par  le  même  calcul 

Si  Ton  substitue  maintenant  dans  la  relation  considérée,  on  volt 
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que  les  termes  en  -  disparaissent  ainsi  que  la  constante  C,  et  l^on 
parvient  à  cette  égalité 

Cela  étant,  j'observe  que  si  Ton  fait  a:  ==/>'-{- s,  en  désignant 
par/;'  le  second  pôle  de  <p(^)  et  R'  le  résidu  correspondant,  on  a 
pour  £  infîniment  petit,  d'après  ce  qui  précède, 

mais  R'=  —  R  ;  celte  relation  devient  donc 

'^  ?(p'-^y)  =  ^(p  -+-r)  ^-  ?(p  —y)  —  ?(p  -+-r  )  -+-  ?(p  — r  ). 

ou  bien 

?(p'-^J')  =  ?iP-'J')' 

Nous  pouvons,  par  conséquent,  écrire  sous  une  forme  plus 
svmélrique,  en  introduisant  le  pôle />', 

ce  qui  donne  le  résultai  obtenu  par  M.  Fontené  en  remplaçant 

o(p-{-y^  et  ?(/>'-Hv)  par  ?(/>'— v)  et  o{p  —  y).  J'ajouterai 
onooro  mu*  rtMiiarque  :  on  on  lire,  >i  Ton  change  y  en  — y^ 

OU  bioH 

Kn  ivIt.uuIkuU  mombrt*  à  mombrt*  avec  régalité  précédente, 
nous  iunvns  donc  la  rt^Ulion  forl  >implo 

ï^.r   ♦■  »  »  —  i     r  —  »  ^     -  KO.  loc      -      •  -^ : — , 

ol  Ton  on  Oi>nolnl  1 1  Mo  inloiiralr  i)<  liiiio 
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CALCUL  DE  MONS.  DES  CARTES 

ou 
INTRODUCTION  A  SA  GÉOMÉTRIE,  1638, 

Par  m.  IIeniu  ADAM. 

I^  Bibliothèque  royale  de  Flanovrc  possède,  parmi  les  papiers 
de  Leibniz,  un  cahier  manuscrit  inlilulé  :  Calcul  de  Mons,  Des 
Caries.  H  est  catalogué  n"  381,  au  tome  IV  du  Catalogue  imprime 
par  le  Bibliothécaire  en  chef  M.  Eduard  Bodemann.  Ce  n'est  pas 
récriture  de  Descartes,  et  ce  n'est  pas  non  plus  celle  de  Leibniz; 
et  il  ne  porte  point  de  nom  d'auteur,  ni  de  date.  Mais  on  y  trouve 
plusieurs  renvois  à  une  Géométrie*,  et,  vérification  faite,  les  pages 
citées  ainsi  sont  celles  de  la  Géométrie  de  Descartes,  dans  la  pu- 
blication de  1637  :  Discours  de  la  Méthode ^  etc.  plus  la  Diop- 
irique,  les  Météores  et  la  Géométrie,  qui  sont  des  Essais  de 
cette  Méthode  (Leyde,  Jan  Maire,  C'O  [OC  XXXVIl  achevé  d'im- 
primer le  8  juin  i63-).  Celle  Géométrie  (p.  2()5-4i3  inclus)  est 
en  français,  comme  tout  le  reste,  et  le  Calcul  de  Mons.  Des  Cartes 
est  aussi  en  français.  Ne  serait-ce  point  le  travail  dont  Descartes 
parle  à  plusieurs  reprises  dans  sa  Correspondance  de  iG38,  et 
qu'il  envova  à  Mersenne,  en  l'appelant  7/i^ro(^/wc^/o/î  à  sa  Géomé- 
trie (•)?  Ce  second  titre  n*est  pas  celui  du  manuscrit  qui  doune 
seulement  :  Calcul  de  Mons.  Des  Cartes.  Mais  les  deux  choses 
n'en  font  qu'une,  comme  le  prouve  la  simple  lecture  des  textes 
suivants  : 

Descartes  à  Mydorge,  24  février  i638  :  «  yiu  restCy  permettez- 
nuïy  que  je  vous  demande  comment  vous  gouvernez  ma  Get^- 
metrie.  Je  crains  bien  que  la  difficulté  des  calculs  ne  vous  en 
dégoûte  d'aùord;  mais  il  ne  faut  que  peu  de  Jours  pour  la 
surmonter  y  et  par  après  on  les  troui^e  beaucoup  plus  courts  et 


(•)  Leibniz,  Bemarques  sur  t'alfrégé  de  ta  Vie  de  Mons.  des  Cartes  :  «  J'dv 
tA  le  pelit  écrit  qui  deroit  servir  d'introduction  à  la  Géométrie  ôc  M.  des  Ctirtcs. 
Feu  Moas.  Thevenotnie  le  communiqua.  Il  est  as>e7.  court,  mais  je  n'y  remarque 
rien  de  cette  excellence  que  M'.  Baillct  dit  qu'on  luy  atlrihuoit  et  qui  faisait 
rroîre  que  M.  des  Caries  en  estoit  l'auteur  lu>  mcsmc.  n  (Kdit.  (icrliardl.  I.  IV, 
p.  319.) 
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plus  commodes  que  ceux  de  Vie  te.  On  doit  aussi  lire  lel^ 
sième  Livre  avant  le  second,  à  cause  qu'il  est  beaucoup  f^ 
aisé.  Si  vous  désirez  que  je  vous  envoie  quelques  adresses  f^ 
ticulières  touchant  le  calcul,  J^ay  ici  un  ami  qui  s^ offre  de 
écrire;  et  je  ni'y  offrir  ois  bien  aussi,  mais  j'en  suis  moins 
pable  que  lui,  à  cause  que  je  ne  sais  pas  si  bien  remarquer 
quoy  on  peut  trouuer  de  la  difficulté,  »  (Lettres  de  M.  Descarl 
édit.  Clerselier,  t.  III,  1667,  p.  197  :  8.) 

A  Mersenne,  3i  mars  i638  :  «  Je  suis  extrêmement  aise 
ce  que  M''  Des  Argues  veut  prendre  la  peine  de  lire  ma  Ge 
metrie;  et  tant  s'en  faut  qu'il  me  faille  prier  pour  luyenuoye 
ou  à  vous  y  ce  que  ie  croy  estre  utile  pour  en  faciliter  Vintellm 
gence,  je  voudrois,  au  contraire,  vous  prier  de  Vaccepter 
Celuy  qui  m'avoit  promis  d^en  écrire  quelque  chose  n'est  pi 
ici,  et  a  des  affaires  qui  me  font  craindre  qu'il  ne  le  puiss 
faire  de  cinq  ou  six  semaines;  toutefois,  je  le  hâteray  le  plu: 
que  je  pourrai.  Et  je  tâcherois  de  le  faire  moi-même  san^ 
m\tttvndre  à  un  autre;  mais  mon  calcul  m* est  si  commun,  qum 
je  ne  puis  imaginer  en  quoi  les  autres  y  peuvent  trouuer  de  L 
difficulté.  »  {Ib.,  i.  III,  p.  399.) 

A  Morsonne,  17  mai  i()38  :  «  J'ous  aurez  i)  ce  voyage  ou  ai^ 
prochain  récrit  que  je  vous  avois  promis  pour  rintelligencer^^ 
de  ma  Géométrie  :  car  il  est  presque  achevé  et  c'est  un  Gentil- 
homme  d^iry  de  très  bon  lieu  qui  le  compose.  »  {Ib.,  t.  III,  Sgo.) 

Kl  à  la  lîn  do  la  monio  loUre  :  u  Je  vous  envoie  une  partie  de 
r Ecrit  que  je  vous  avais  promis  pour  rinteltigence  de  ma 
Géométrie.  I.e  reste  n\i  pu  être  transcrit;  e*est  pourquoi  je  le 
gftrde  pottr  un  autre  voyage.  Il  a  principalement  été  fait  pour 
J/**  lh*s  Argues:  mais  je  ne  serai  pas  marri  que  tous  les  autres 
qui  tfuront  envie  de  s\'n  servir  en  aient  des  copies,  au  moins 
eeu.r  qui  ne  se  vantent  point  d\tvoir  une  méthode  meilleure 
que  la  mienne:  car  pour  eeux^'i.  ils  n\*n  ont  que  faire,  et  je 
me  suis  erpressémrnt  rendu  un  peu  obs'ieuren  quelques  endroits 
tifin  que  telles  gens  ne  se  pussent  vanter  d\ivoir  su  sans  moi 
A  V  nténtes  ehoses  qnr  j\n  irrites.  ••  yll»..  l.  III,  p.  39 J.) 


'■^ 
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-V    Slcrscnoc,  i.'i  juillet  i638  :  «  Jtf  vous  prie  ct\ibor<t  de  tnex- 

ci^^0*^  de  ce  que  le  paquet  est  un  peu  fros J\)us  y  trouverez 

ff    ^^^"Mc  de  r Introduction  à  ma  (réométriey  que  je  k^ous  a\'ois 

ef9  %,  ^^^'ê  ci-devant;  ce  reste  ne  contient  que  cinq  ou  six  exe  m /des, 

^'*^-^*    desquels  est  ce  lieu  plan  dont  M,  Fermât  a  tant  fait  de 

"^'^^yM;et  le  dernier  est ^  ayant  quatre  f^lohes  donnés,  en  trouver 

'""*     <:' cinquième,  qui  les  touche,  duquel  je  ne  crois  pas  que  vos 

^^  ^*  ^^  Jystesde  Paris  puissent  venir  à  bout.  Et  vous  leur  pourrez 

P^^^--^j^^oser^  si  bon  vous  semble,  mais  non  pas  comme  de  moi;  car 

y*     ^^*  e  contente  de  parer;  et  je  ne  veux  point  me  mettre  en  pos- 

'"  ^•^^  pour  les  combattre,  »  (Ib,,  l.  II,  p.  .'iS5.) 

^  — ^  dernier  prnl)lèiiie  avail  drjà  éic  cnvoxé  à  Mrrsonnc  par  Dcs- 
^•^  **  •■  «îs,  le  1.*)  avril  i().'îo,  en  ers  termes  :  «  ./'/v/  mrttrav  ici  trois 
^r*  ^^*^>  blêmes)  que  j\ii  autrefois  trouvés  sans  aitle  que  de  bt  (ién- 
"*  ^  '  ^  ^'ie  simple,  cest~à-dire  avec  la  ré^le  et  le  rom/nts  : 

-^ ^^venire  Diametrum  Sphera*  tan*;eutis  alias  quatuor,  posi- 
*^-*^^  ^  et  ma^nitudine  datas,  etc,  {Ib,,  t.  Il,  p.  {7.1). 


Mersenne,  '^-juillet  itïM  «  :  Que  si  on  tnatve  que  l'Intro- 

^^^ion  que  y  ai  dernièrement  envoyée  y  puisse  aider  (à  com- 

^^^^^^^dre  ma  Géométrie),  Je  ne  serai  pas  marri  que  les  Jésuites 

*     ^"c^iV/t/  aussi;  car  Je  vou rirais  bien  que  plusieurs  la  pussent 

*  ^^-^ndre.   »  (Paris,  Bibl.  IS'al.,   MS.,  KK,  n.  a.,  SUM^,  fol.   i4, 


Mersenne,  aS  aoiil  i().'^8  :  «  Pour  r  Introduction  ù  ma  Gétt- 
rie  y  Je  vous  assure  quelle  nest  nullement  de  moi,  et  Je  Vai 
*^  bernent  à  peine  ouï  lire  un  peu  devant  que  l'enfermasse  en 
^"^  ^'^  paquet  ;  et  J^ai  honte  de  ce  que  vous  avez  écrit  à  M.  Fer- 
^'^  ^,  que  J^y  ai  résolu  son  lieu  plan  ;  car  il  est  si  facile  par  ma 
métrie  que  cest  tout  de  même  que  si  vous  lui  aviez  mandé 
j*ai pfi  inscrire  un  triangle  ditns  un  cercle,  >»  (///.,  fol.  20, 

0.) 

Mersenne,  1 1  octobre  i()3«S  :  a   Pour  l'Introduction  à  ma 

^^     ^^niétrie,  J'en  ai  parlé  à  celui  qui  ra  composée,  qui  est  un 

^^tilhomme  de  ce  pays,  de  très  bon  lieu;  niftis  il  ne  désire 

^  ^t  aussi  qu'elle  soit  imprimée;  si  ce  n'est  qu'on  en  voulût 
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seulement  faire  tirer  une  douzaine  ou  deux  d^Exemplain 
pour  ceux  à  qui  vous  en  voulez  donner  des  Copies ^  ce  qui  serai 
peut-être  plus  commode  que  de  la  faire  transcrire.  Et  pour  le    ^ 
caractères,  vos  Libraires  les  auront  tous;  ou  s^il  en  manqu^m^ 
quelques-uns,  ils  les  peuvent  faire  fondre  à  fort  peu  de  frais. 
Mais  pour  en  faire  une  impression  publique,  il  dit  quil  aime — - 
roit  mieux  la  faire  faire  luy-même  en  ce  paySy  et  qu^en  ce  cas^s- 
ily  voudroit  encore  ajouter  beaucoup  de  choses;  ce  qu^il  offre^^ 
de  faire  avec  le  temps, . . .  Pour  la  question  des  quatre  globes,^ 
je  crois  bien  que  M,  Fermât  peut  voir  de  loin   le  moyen  rfV"" 
par venir;  mais  la  difficulté  est  à  en  démêler  le  calcul,  ce  que  -^ 
j'ai  peine  à  croire  qu'il  puisse  faire  par  l'Analyse  de  f^iète. 
Et  pour  preuve  de  cela,  vous  pouvez  le  convier  à  vous  en  en-    - 
voyer  le  fait  :  à  savoir^  posant  les  quatre  rayons  des  sphères 
données  être  par  exemple  a,  h,  c,  d,  lui  demander  quel  est  le 
rayon  de  la  plus  petite  sphère  concave,  dans  laquelle  elles 
puissent  être  enfermées  ;  car  vous  verrez  bien  s'il  s^ accorde 
avec  le  fait  que  vous  avez,  »  (LeUres  de  M.  Descartes,  édil. 
Clerselier,  t.  II,  p.  4oo.) 

A  Mersenne,  i5  novembre  i638  :  «  S'il  se  trouve  encore  en 
recy  quelque  chose  qui  ne  semble  pas  assez  clair,  je  ne  doute 
point  que  celui  qui  corrige  les  copies  de  r Introduction  ne  le 
puisse  facilement  éclaircir,  »  {Ib,,  l.  II,  p.  \o(j,) 

A  Mersenne,  déc.  i638  (parlant  de  M.  de  Bcaiine)  ;  a  //  a 
raison  de  trouver  r  Introduction  trop  brève  pour  lui,  à  cause 
qu'il  sait  déjà  ce  quelle  contient;  mais  aussi  n  est-elle  faite 
que  pour  ceux  qui  en  savent  moins,  et  ce  n\*st  pas  un  Commen- 
taire,  mais  seulement  une  Introduction,  »  {Ib,,  l.  Il,  p.  4'*9') 

L'inlroductlon  circulait  donc  et  vovai^roail.  On  en  entendit 
parler  en  Angleterre,  et  le  \\  février  i(34o,  Dig[)j'  écrivait  de 
Londres  à  Mersenne  :  «  Je  n'ai  pas  vu  encore  le  Discours  de 
M.  Des  Cartes  sur  tes  iMécha niques,  ni  son  Introduction  à  la 
Géométrie,  lous  nt' obligerez  beaucoup  de  me  le  faire  voir,  et 
je  vous  le  renvoyerai.  »  Mersenne  Tenvova  donc,  et  Di^by  la  lut 
aussitôt,  car,  le  i5  mars  i()io,  il  parle  à  Mu'rsenne  d'une  lellrc 
envoyée  par  lui  il  v  a  (piinzc  jours  «  accompagnée  de  llntroduc- 
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//b/»  de  M.  Des  Cartes  à  r Algèbre,  »  (Paris,   Bibl.  nal.,  FR, 
n.  a.,  6â&l,  p.  3 12.) 

Dans  tous  ces  textes,  à  vrai  dire,  Descartes  ne  parle  que  d^unc 

lni^€>duciion  à  sa  Géométrie,  xMais  déjà  dans  le   premier,   du 

a  f    fé^TÎer  i638,  il  parle  d'envoyer  «  quelques  adresses  particu- 

fî^^^^s  touchant  le  calcul  n^  ce  qui  répond  bien  au  contenu  de 

ce   C^^lcul  de  Mons,  Des  Cartes;  et  Ton  voit,  par  tous  les  texlcs 

*1  tiî    suivent,  que  c'est  bien  la  même  chose  que  celle  Introduction. 

"   V    «r  plus  :  cellc-cî  se  termine  par  «  cinq  ou  six  exemples  »,  dit 

Desciarles  (i3  juillet  i638);  or  le  Calculée  termine  aussi  par  des 

*^^^»*ii  pics,  non  pas  cinq  ou  six  y  il  est  vrai,  mais  seulement  quatre; 

«encore  le  quatrième  reste-t-il  inachevé;  loule  la  fin  de  ce  travail 

"^ancjue.  Il  j  a  plus  encore  :   Descartes  donne,  dans  ses  lettres, 

**^U"^  de  ses  exemples.  L'un,  qui  est  le  dernier,  n'est  autre  que  le 

P'^^^lilème  d'une  sphère  tangente  à  quatre  sphères;  on  ne  le  trouve 

pas     dans  le  Calcul^  puisqu'il  est   le  dernier  et  (pie  justement  le 

■^^a'ïi.iscril  est  incomplet.  Mais  l'autre  exemple  est  ce  lieu  plan 

^'^^«  ^  M.  Fermât  a  tant  fait  de  bruit  »  (i3  juillet  i()38)5  il  se 

^""^^A  v-ail  donc  dans  la  dernière  partie  de  V Introduction  ù  la  Géo^ 

^^^"f^^ie;  or  il  se  trouve  aussi  a  la  fin  du  Calcul  de  A/ons.  Des 

^^*^^^es  :  c'est  le  troisième  exemple,  tout  à  l'ail  semblable,  on  s'en 

coo  Vaincra  en  le  lisant,  au  contenu  d'une  letlre  de  Fermât  à  Ro- 

^■^v-^l,  de  février  iGi*]  (Œuvres  de  Fermât,  édit.  Tannerj  et 

/^'^«•j,  i.  II,   p.    loo).   Cette  preuve  est  décisive  :  le  Calcula 

"«#»  ^ s*oduction  sont  bien  un  seul  et  même  opusctilc,  et  l'on  est  en 

^^^*  t  de  rinlituler  comme  nous  avons  fait  :  Calait  de Mons.  Des 

^^^es,  ou  Introduction  à  sa  Géométrie, 


^^'•^Icn  est  maintenant  l'auteur?  A  plusieurs  reprises,  Descartes  déclare  ex- 


ment  que  ce  n'est  pas  lui.  Cependant,  il  a  dû  donner  nu  moins  des  iiidica- 
'**^  «t  des  conseils.  Il  désigne  comme  Tautcur  un  f^en  lit  homme  d'ici,  de  trvs 
_      ^^eu.  Quel  peut  bien  être  ce  gentilhomme?  Si  l'on  prend  d'ici  au  sens  strict, 

e  Desrartes  demeura  toute  l'anncc  i(>:iS  »  l'trcclit,  ce  serait  donc  un  {;cn- 


ff^^^  ^•^me  d'L'trecbt.  Au  sens  large,  d'ici  peut  vouloir  dire  tout  simplement  de 
t^^^^^^^de  :  ce  serait  donc  un  gcntilliomme.  Iiollandais.  A  un  sens  plus  larpe  cn- 
^^  «      (fici  peut  signifier  établi  (comme  Desrartes  lui-même)  en  Hollande,  sans 

V^or  cela  originaire  du  pays.  Kxaminons  ces  trois  hypothèses  : 

f^^  (taillet,  dans  sa  Vie  de  M.  Descartes,  t.  11,  p.  3j,  parle  d'un  ««  sieur  Gode- 

\    ^  -*^    de  Naestrecfit,  Gentilhomme  du  pays  de  Liège,  qui  éloii  vrnu  >'liahituer  h 

^^       ^^ht.  el  qui  demeun>it  actuellement  au  châlean  de  Itenoudr.  villaf:c  à  la  dis- 

jj       ^^  d'une  demi-lieue  de  la  ville,  où  il  cultivoit  la  IMiilosophir  d«'  M.  Doearte". 

'^•iliea  du  rrpos  el  des  commodilés  de   la  \ic  ».   Mlleur*.    il    l'appelle  M.  I«- 
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La  Table  suivante  donnera  une  idée  de  Topuscule  et  de  son  im- 
portance. Le  numérotage  des  alinéas  manque  dans  le  manuscrit; 
on  l'a  établi  pour  plus  de  commodité,  en  le  mettant  entre  cro- 
chets [],  comme  tout  ce  qui  est  ajouté. 

[CVLCUL   DES   polynômes]. 

[§  1].  [.iddilion  et  Soustraction], 
[§  2].  Multiplication. 
[§  3].  Division. 

[II]. 

Fractions. 

[§  1].  [Simplification]. 

[§  2].  Réduction  au  même  dénominateur. 

[§3].  Addition  et  Soustraction. 

[§  4].  Multiplication. 

[§  5|.  Division. 

Baron  de  Haestreclit,  p.  3i6,  et  il  le  nomme  en  compagnie  d'autres  amis  du  phi* 
losophe.  Descartes  parle  aussi  de  ce  Monsieur  Haestrech  (lettre  à  Schooten, 
septembre  1689;  édil.  Clersclier,  t.  III,  p.  470*  O"  voit,  par  ce  passage,  qu'il 
annotait  la  Géométrie  de  concert  avec  Schooten.  Seulement,  tous  deux  Tanno- 
taient  en  latin^  et  notre  Calcul  de  Mons.  Des  Cartes  est  en  français.  Est-ce 
là  une  difficulté?  Ce  M.  de  Haestrecht,  qui  d'ailleurs  était  du  pays  de  Liège, 
savait  certainement  le  français,  et  pouvait  fort  bien  travaillera  une  introduction 
française  de  la  Géométrie  pour  les  curieux  comme  lui,  et  à  une  annotation 
latine  on  vue  d'une  édition  nouvelle  pour  les  savants 

a"  Baillet  nomme  aussi,  parmi  les  amis  de  Descartes  à  Utrerht  ou  dans  le  voi» 
sinagc,  \Vaesser\aer  (t.  11,  p.  35).  lis  élaicnt  doux,  le  pore  et  le  fils,  et  juste- 
ment en  i«)ii|)-i(î|0  Doscartes  soutiendra  le  fils  de  ses  conseils  et  de  ses  écrits, 
dans  une  querelle  matiiciiiatiquc  de  celui-ci  avec  Stampioen.  Bien  plus,  dans 
cette  querelle,  NN  aesscnacr  reprendra,  ou  Dcsrartos  avec  lui  et  pour  lui,  une  ques- 
tion qui  fait  la  suite  d'un  certain  passage  de  cette  Introduction  à  la  Géométrie  : 
c'est  là  un  indice.  Mais  il  y  a  une  grosse  diffirullé  :  Waessenaer  ne  répond  gnèrc 
à  ce  signalement  d'un  i^entilhomme  d'ici,  de  très  bon  lieu.  Une  lettre  de  Des- 
cartes, d«mt  Tautograplio  ost  au  Britisli  iMuseum  de  Londres  donne  celle  simple 
adresse  :  A  Monsieur  J.  A.  IVaessenaer,  Arpenteur  demeurant  à  Claerentfergh 
près  d'Ulrecht.  Vx  le  pore,  que  Dcsoartcs  avait  connu  d'abord  à  Amsterdam  avec 
Henry  Kenery  en  ir))(^.if).M>,  était  modeoin.  Il  est  vrai  que  Baillet  ajoute  ce  ren- 
seignement :  ((  M.  de  Wacssnaer,  (tentilliomme  de  l'une  des  plus  anciennes  mai- 
sons de  la  province,  étoit  réduit  à  professer  la  médecine.  »  (T.  I,  p.  189.) 

3"  Enfin,  Dcsoartcs  venait  de  faire  connaissance  avec  un  autre  étranger,  Al- 
phonse de  Pollotj  d'une  faunlle  protestante  de  Droniera  (  marquisat  de  Saluées), 
réfugiée  à  Genève  pour  fuir  los  persécutions  du  duc  de  Savoie  :  deux  frères,  les 
doux  cadets,  Jean-Baptislo  et  Alphonse,  étaient  venus  en  Hollande  se  nicttrc  au 
service  du  prince  d'Orango  et  Desoaiics  los  connut  tous  deux.  Alphonse  s'inté- 
ressait fort  aux    travaux  du    |>liiloso|ilio  :  il   arracha  prosijue  de  force  des  mains 
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[III]. 

EXTR.VCTIOX  DB   L\   RACINE  CARRKE. 

[IV]. 
Quantités  sourdes. 

T§  M-  [Définition]. 

ï§  2].  Réduction  des  quantités  sourdes. 

t§  3J.  Addition  et  Soustraction. 

(§  4].  Multiplication. 

[§  5].  Division, 

[§  6].  Extraction  de  la  racine  des  binômes, 

[V].  Des  .«qu.vtions. 

[§  1].  Premier  exemple. 
(§  2].  Second  exemple. 
l§  3].  Troisième  exemple. 
1§  ^]-  Qi^olf'ième  exemple. 


CALCUL  DE  M^  DES  CARTES. 
[Calcul  des  polynômes]. 


Getle  nouvelle  arithmétique  consiste  es  lettres  a,  b,  c,  . , .  ^ 
aussi  es  chiffres  i ,  2,  3,  . . . .  S*il  y  a  des  chiffres  devant  les  lettres, 
comme  %aj  36,  ^c,  cela  veut  dire  que  la  quantité  a  est  double, 
celle  de  b  triple,  et  celle  de  c  est  un  quart.  Mais  s^'l  s'en  trouve 
après  les  lettres,  comme  a',  6*,  c*,  cela  veut  dire  que  la  quan- 
tité 4M  esl  multipliée  3  fois,  celle  de  6,  4  fois,  et  celle  de  c,  5  fois. 


<le  Constantin  Huygtens  le  petit  écrit  des  Afechanigttes  ou  <le  l'Explication  des 
£ngin9^  que  celui-ci  avait  reçu  de  Descarlcs  en  ociobre  1G37;  plus  tard,  en  H^.., 
il  ft'eDtremît  entre  Descartes  ci  la  prinœsse  Klisabeth;  ce  fut  lui  qui  porta  la 
«olutioD  qu'elle  avait  donnée  du  problème  des  trois  cercles,  et  peut-ùlre  l'avait-il 
aidée  lai* même  à  la  trouver.  Or,  ce  problème  est  analogue  à  celui  d'une  sphère 
ta«ggntg  à  quatre  autres  sphères,  qui  était  le  dernier  exemple  de  V Introduction 
gj^  i^  Géométrie.  Est-ce  là  une  coïncidence  fortuite?  ou  Pollot  s'ctait-il  déj<'i 
occupé  de  cette  même  question  en  i638?  Mais,  d'autre  part,  ses  occupations  comme 
^^pîtaine  an  service  du  prince  d^Orangc,  el  bientôt  gentilhomme  de  la  cliambic 
loi  laissaient-elles  le  temps  de  rédiger  cette  Introduction?  I^t  enfin,  cette  année 
tfiZS,  se  trouvait-il  &  Utrechl? 
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[§  I.  Addition  et  Soustraction], 


I"  L^addilion  se  fait  par  le  signe  H-.  Comme,  pour  ajouter  a 
et  l)y  j'écris  a -{- b;  item,  pour  ajouter  a -|- 6  et  d-^-f^  j'écris 

a  H-  6  -f-  6/  -h  y* ... . 

La  soustraction  se  fait  par  le  signe  — .  Comme,  pour  soustraire  a 
de  6,  j'écris  b  —  a, 

S*i)  j  a  plusieurs  parties  dans  la  somme  à  soustraire,  elles  j 
changent  seulement  de  signes. 

Exemple,  Voulant  soustraire  a  —  6  -h  c  de  rf,  restera 

d  —  a  -\-b  —  c. 

De  même  ôtant  a  —  6  de  c  —  rf,  restera 

c  —  d  —  a  -\-b. 

Mais  s'il  j  a  des  cliillres  adjoints  et  des  termes  de  même  espèce, 
il  les  faut  écrire  l'un  sous  l'autre  et  en  faire  l'addition  ou  sous- 
traction comme  en  l'arithmétique  vulgaire. 

Exemple,  Si  l'on  veut  ajouter 

'\ab  H-  icd  -\-  5  ac  -h  4  ^*  —  cid 


avec 


/i  ac  -\- \'\ ah  -¥  X ad  -h  \  d^ . 


Addition 


ad  -t-  4  d^ 


3  (tb  4-  x  cd  -f-  5  ac  — 
I  ■{  ah  -+-  I  ac  -4-  2  ad  -f-  4  d^ 


(le 


\{jab -\- icd ->r  ijac -^    ad-hHd-, 

De  niénic  pour  soustraire 

I  J  ad  —  2  d*  -h  c--h  î  ac 

5  r/*  -r-  12  ad  —  3  c*  -i-  2  ^/^  -t-  4  ^^^ 


je   dispose  les   termes  comme  dit  est,  et  fais  un  second  examen 
ayant  chan«;é  les  si«;fics 

-T-  ')  d'  -+- 1  ■}  ad  —  3  r*  -+-  2  rt*  -h  j  ac 
-'■   >d- —  \\ad       r-  —  ^ac 


lUslr. 


-d'-—      ad     -     ir2_i-  •jfiî 
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[§  2],  Multiplication. 

S'il  est  question  de  multiplier  des  lettres  l'une  par  l'autre,  il 
les  faut  seulement  joindre  ensemble;  mais  s'il  y  a  des  nombres 
adjoints,  ils  suivent  les  lois  de  l'arithmétique  vulgaire.  Et  pour 
les  signes  on  sait  que  -h  par  -h  donne  produit  -h,  et  que  —  mul- 
tiplié par  —  donne  aussi  produit  -h.  Mais  -f-  par  — ,  ou  —  mul- 
tiplié par  +,  donne  produit  — .  El  l'on  doit  mettre  les  quantités 
de  même  espèce  Tune  sous  l'autre  pour  les  réduire  plus  aisément 
par  addition  ou  soustraction.  Comme,  pour  multiplier  a  par  6, 
j'écris  aè.  Mais  pour  multiplier  2a  -h  36  par  3  c  —  26,  le  produit 
sera  Gac  -h  96c  —  ^ab  —  66^. 

2a  -h  36 
3c  — 26 


Produit Gac-h  96c  —  \ab  —  (Sb^. 

Autre  exemple  : 

ab  -i-  cd  —  bc 
ab  -+-  bc  —  cd 


a^b^-i-abcd  —  ab^c-hbc^d—b*c^—  c^d^ 
—  abcd  -\-  ab^c  H-  bc^  d 

a«6«-+-  'zbc^d—b^c^  —  c^d^ 

Nota  qu'il  se  faut  donner  de  garde  de  multiplier  en  soy  une 
somme  qu'on  sait  être  moindre  que  zéro,  ou  bien  de  laquelle  les 
plus  grands  termes  ont  le  signe  — ,  car  le  produit  en  serait  le 
même  que  s'ils  avaient  le  signe  4-.  Comme  «- — 2ab-\-b^  est 
aussi  bien  le  carré  de  a  —  b  que  de  b  —  a;  si  bien  que  si  l'on 
cognoista  être  moindre  que  6,  on  ne  doit  pas  multiplier  a  —  b  par 
soj  à  cause  qu'il  produirait  une  vraie  somme  en  la  place  d'uixe 
moindre  que  rien,  ce  qui  causeroit  erreur  en  l'équation. 

[§  3].  Division. 

Pour  diviser  ab  par  6,  le  quotient  est  a\  ab-\-ac  divisé  par  a, 
le  quotient  est  6  -h  c. 
Mais  pour  diviser 

•2  a c  4-  '2  6c  -h  3  c*  —  2  ad  —  2  bd  —  \  cd 

par 

2  f  /  -+-2^-1-  3  c, 
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is|ioscrn  ta  somm 
e  ci-dessous  : 


bi  diviser  à  gauche  cl  le  diviseur  à  droîle 


Puis  je  divise  ^.ac  par  s  «7;  lecpioiient  csl  c,  par  lequel  je  multiplie 
If  diviseur;  le  produit  est  2rtf  +  aie  +  Se",  que  je  soustrais  du 
nombre  proposé;  le  reste  est  -~  -xad  —  ibd  —  3crf,  que  je  divise 
dercclicf  par  an;  vient  pour  seconde  figure  du  quotient  —  </,  par 
lequel  je  multiplie  le  diviseur;  leproduitest  —  aar/ — a&rf — 3ct/, 
que  j'ùle  du  rcslc  dudri  nombre  proposé,  et  il  ne  me  reste  rien. 

Il  faut  observer  que  si  les  termes  qui  viennent  de  la  miilliplica- 
tion  du  quoiicnl  par  le  diviseur  ne  se  trouvent  dans  la  somme  â 
diviser,  qu'on  les  v  doit  joindre  par  +  ou  —  suivant  que  Icsdits 
termes  à  ôter  se  Irouveroct  alTeclés,  et  poursuivre  la  division  par 
tous  les  termes  indilTéremmenl. 

11  faut  diviser  c^ —  d^  part'  +  d 


Aulre  exemple.  Soit  à  div 


ali^c  —  abcd  -+-    bc*d. 
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termes,  si  on  le  peut.  El  on  le  peut,  quand  la  somme  à  diviser  el 
le  diviseur  ont  quelque  commun  diviseur. 

Comme  pour  réduire  — r  »  je  vois  que  c  est  leur  commun  diviseur 

et  avec  ycelui  je  divise  les  deux  termes  de  la  fraction,  cl  j'ay  --r» 

Item  voulant  réduire  en  moindres  termes  a^c—adc—a^d-Ar-ad^ 

cd  —  d* 

je  divise  les  deux  termes  de  la  fraction  par  c  —  d;  les  quotients 

-      •           j     .   j              •»         .       .      .  flr'  —  ad 
sont  a^  —  ad  el  a,  que  j  escris  ainsi  — -7 

Iteniy 7-  étant  abbreuié  rendra  d, 

[§  2].  Réduction  au  même  dénominateur. 
J'ay  à  réduire  —  et  —  ;  je  multiplie  a^  par  a  et  b'^  par  c,  et  de- 

rechei  c  par  a  ;  1  ay  —  et  —  • 
■^  ^  ^    '^  ac        ac 

Item,  voulant  réduire  sous  une  même  dénomination =-  el 

a-frb 

ù^-^  c*     .,       abc  -♦-  c*  rf  -h  abd  •+-  cd^       ab^  -f-  ac^  -h  6'  4-  bc^ 

c  -^  d  *  ^    ^       ac  -i-  bc  -h  da  -h  db  ac  -^  bc  -\-  da  -k-  db  ' 

Mais  s'il  y  a  des  entiers  avec  les  fractions,  comme  a-k-b-^-  ^-^ — > 

l'on  multipliera  les  entiers  a  -h  b  par  le  diviseur  y —  c,  et  le  pro- 

1    .                  1'      ^f               j          I    <if-^bf — ca  —  cb -\- cd  —  ab 
duit  sera  adjoulé  avec  cd  —  ao^ ^ 

Et  si  les  fractions  données  avaient  des  diviseurs  qui  eussent  un 
diviseur  commun,  la  réduction  serait  plus  courte.  Comme  en  cet 

,      b^c-hc^d     ,   a^-hd^     ,  j*    •  1      i-.      i-   • 

exemple  r —  et  j-»  le  commun  diviseur  desdits  divi- 

*  ax-+-ox         ac -\- bc 

seursest  a-f-6;en  divisant  ax  -\-  bx  par  a -h  t.  le  quotient  est  x^ 
par  lequel  je  multiplie  a'H-  rf^  ;  el  le  quotient  de  Tau  Ire  est  c,  par 
lequel  je   multiplie  Taulre  b^c-\-C'd^  puis  ax-\-bx  par  c  el 

-                       .  .,       b^c*-T-c^d     ^  a^x-^d^x       .    •      •    1 
ac  H-  OC  par  jr,  el  î  ay -, —  et -. —  >  et  ainsi  des  autres. 

'  '^  '       j    ^  acx  -+-  bcx       acx  -h  OCX 

[§  3].  Addition  et  Soustraction. 

Quand  les  fractions  sont  réduites  comme  dit  est,  on  les  ajoute 
ensemble  par  le  signe  +  et  Ton  soustrait  la  moindre  de  la  plus 
grande  parle  signe  — ,  de  même  qu^aux  entiers. 
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,,            ,            ,                 ■      .       "'            *'    1                        .  o»+  6' 
hxempUr.  —  Je  veux  ajoiilcr  —  avec  — .  la  somme  est • 

Mdis  |)oiir  soiisirairo  —7  <le  — ^t  le  reste  est • 

[§  4).  Multiplicalion. 

Pour  miillijilier^ —  par  — r ,  il  faut  multiplier  tes  sommes 

11  diviser  entre  elles  et  j>arcillcmcnt  les  diviseurs  entre  eux.  Et  le 
produit  sera j 

Mais  avant  que  de  onmmencer  la  miiltiplicatron,  on  doit  re- 

j>arder  si  la  somme  ù  diviser  d'une  partie  et  le  diviseur  de  l'autre 

partie  ne  se  peuvent  liiviser  par  un  commun  diviseur;  coinine  ea 

l'exemple  cy-dcssiis  —  par -, ,  la  somme  ab  d'une  partie  se 

peut  diviser  par  b,  et  le  diviseur  b  de  l'autre  partie  se  peut  aussi 

diviser  par  h,  de  sorte  que  je  ii'ay  plus  à  multiplier  que  —  par 

cd  —  ab         ,  ...  /icti  —  a'6  ,  .  ,       o'* 

— I  et  le  produit  est -i  ou  bien  ad 

I  "^  c  c 

Iu:m,  0+  b 7 ;  par  f  +d;  il  n'est  besoin  de  réduire  les 

entiers  en  fraction,  .lins  seulement  multiplier  les  entiers  par  les 

entiers  et  le  produit  sera 

I            j      i  1      Cil-t- /ic^-*- cd*-h  (tel 
ac  +  Oc  -i-  ad  ->-  ba . 
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a  de  dessus  et  c  de  dessous,  11  me  reste *  ou  bien  b-\-a^  qu'il 

faut  diviser  par  -^;  le  quotient,  — j-^ — >  se  trouve  en  divisant, 
comme  aux  fractions  ordinaires, 


ab  -\-  a^     a  cab  h-  ca^  .  .  b-ha 

:  -  quotient      ou  bien     

c  c  ^  cft  I 

ab^     a  cab^  b^ 

-— j  :  -  M  — 1    ou     -j  » 

cd     c  acn  d 

h  -^  a     b^  bd  ■+-  ad 


y 


flll]. 
[§  i].  Extraction  de  la  racine  quarrke. 

Pour  tirer  la  racine  quarrée  de  4«')  vient  2a.  Mais  pour  tirer 
la    racine    du   mullinôme  a^ -\- c^ -h  b^ -\- 2 ac — aie — 2 «6,    on 
doit  prendre  premièrement  la  racine  de  Tun  des  quarrés  qu'on 
connaîtra  n'être  pas  l'un  des  moindres,  et  ycelle  sera  le  premier 
terme  de  la  racine  requise,  laquelle  sera  escrite  sous  le  nombre 
proposé  entre  deux  lignes.   Comme   en   l'exemple   proposé,  je 
choisis  a*,  et  sa  racine  est  a;  puis  je  soustrais  a^  du  nombre  pro- 
posé, reste  c^-f-  b^-\-2ac — 26e  —  2  «6,  que  je  divise  par  le  double 
de  la  racine,  qui  est  2a;  il  vient  pour  second  terme  -f- c  que  je 
multiplie  en  soyel  par  2a;  le  produit  estc^+  2«c,  que  je  soustrais 
connme  dessus  du  nombre  proposé. 

Restera  b^ — ibc — 2 ai,  que  je  divise  derechef  par  2 «-h  2c 
double  de  toute  la  racine  trouvée,  et  vient  pour  troisième  terme 

fe,    que  je  multiplie  en  soy  et  par  2a-i-2c;   le  produit  est 

/f9  —  2  ab  —  a  bCy  que  j'oste  du  nombre  proposé  et  il  ne  reste  rien . 
Mais  sî  b^  eut  été  plus  grand  que  a^,  b  eut  été  premier  terme  de 
la  racine  et  toute  la  racine  eut  été  b  —  a  —  c.  C'est  à  quoi  l'on 
doit  prendre  garde  quand  aux  quarrés  il  y  a  des  termes  afTectés  du 

signe  — . 

Supposons  a^  plus  grand  que  b^ 

a  -^  c  —  h  Ftirino  rociuiso 
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tieni,  pour  soustraire  1/  ; —  de  1/ >  i 

'  y         cd  y        ae         ' 


/ïe/H,  pour  soustraire _.     ,_,..        .  , 

ce  qui  se  trouve  en  réduisant  les  deux  sommes  sous  une  même  dé- 
nomination en  multipliant  le  diviseur  2^/411'  —  6*par-\/4a'  —  0*, 
le  produit  est  4n'  —  6^  ;  et  tout  de  même  multipliant  le  diviseur  1 

par  b',  le  produit  sera  b'^;  et  les  deux  sommes  seront  — , 

'  a  ^4  tt»  —  b* 

cl  — •  J'oste  maintenant  ft*de4«* —  ^'i  le  reste  esl 


4a'- 


et  eu  divisant  le  tout  par  a,  j'ay  -     . 

//c/ff,  pour  soustraire  une  racine  multipliée  par  des  quantités 
absolues  de  semblables  quantii<!s  et  racines,  comme  a  •+-  byjc'  -t-  d* 
et  c  +  d\la^  -H  «i,  reste 

c  +  d<Jai^<iO  -a-i-b  j/c'  -I-  d», 
el  ainsi  de  suite  de  toutes  les  autres. 

[§  4].  Mulfiplication  det  quanliléi  tourdet. 
Des  quaniil(^3  sourdes  imiUi|>li^eâ  entre  elles,  la  racine  du  pi-o- 
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Item,  pour  avoir  le  quarré  de  yjab  —  bc  —  c-  —  \/i-* — ac,  je 
quitte  les  deux  vincula  pour  avoir  leurs  quarrés,  el  multiplie  les 
racines  2  fois  l'une  par  Taiitre,  j'aj 


ab  —  bc  —  c*  -4-  6*  —  ac  —  2  y/A* —  ac  M  ^ab  ^  bc  —  c*t 

pour  le  carré  requis.  L'on  peut  aussi  mettre  le  vinculum  ainsi 

—  \/ib^ —  4^c M^ab  —  bc  —  c'^  ;  ou  bien  si  Ton  veut  achever  la 
multiplication,  on  multipliera  ^b-  —  4^c  par  ab — bc  —  c^-,  le 
produit  sera 

V^4  a6' —  4  6«  c  —  4  6*  c*  —  4  a»  6c  -h  4  abc^  -h  4  ac». 


Item,  le  quarré  de  rt  -h  c  -h  ^^^6-  -f-  bc  est 


a*  -h  2  ac  -4-  c*  -f-  6*  4-  6c  -f-  2  a  -h  2  c  ^b^  -h  bc. 

Item,  le  quarré  de  a-\-\Jab  -f-  cd  -\-  \Jc^  4-  d^  est 

rt*  -4-  a6  -h  crf  -4-  c*  -h  rf*  -H  2  a  /a6  -h  cd 
-T-  2a  v/c*  -h  €^*  H-  2  v^a6  -i-  c<i  M  ^c^-hd*^ 

et  ainsi  des  autres. 

[§  5].  Division  des  quantités  sourdes. 

Des   quantités  sourdes  divisées  Tune  par  l'autre,  la  racine  du 
quotient  est  le  quotient  requis. 


i/ 


Exemple.  —    Pour  diviser  >Jabc^   par  \Jd^^  le   quotient   est 

:Ac*  , .       c  I — r 

-=-*  ou  bien   .dab. 
a*  a  ^ 

Item,  pour  diviser  y/^è»  -f-  c^  c/=*  -f-  rf*  par  \jac  -h  c^*,  le  quotient 

i/a6»Hhc*5*Hh^ 
est  ^^ .  

Item,  pour  diviser  a\Jb'^  —  c^  par  d  -\-  c,  vient  -1-^^ — y/^-  —  c^. 

Item,  pour  diviser  a^ -{- 6e -f  y/^/c^  +  cû^»  par  y/c=* —  «^,  vient 
a«  -+-  6c  -H  ^ac*-^  cd* 


Item,  pour  diviser  a*—  6*-*  par  y/a'-» —  6^,  vient  y/a'-* —  6-. 

Item,  pour  diviser —         —  nu  bien  son  égal  -  aJfû  -{- c^  par 

2  /a*  -^  c*  1 


I 


^'r3r*-h  C,  vient  pour  quotient  -a. 
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de  dimensions  en  un  terme  qu'en  l'autre,  sinon  que  l'unité  s^^ 
déterminée  en  la  question.    Car  comme  l'unité   ne   diminue      *^ 
nombre  des  dimensions  par  la  division  ny  ne  l'augmente  aussi  f> 
la  multiplication,  il  est  loisible  de  l'osier  des  termes  où  elle 
trouve,  comme  on  voit  en  la  Géométrie,  p.  299,   en  l'exempt 
allégué  aussi  à  cet  effet  :  a^b^ —  6,  où  soil  c  l'unité,  et  —  6  m 
tipliée  2  fois  par  Tuni té,  et «^ 6*  divisée  une  fois  par  l'unité;  en 
restituant  on  aura  en  un  terme  autant  de  dimensions  qu'en  Taut 

^  -  bcK 

c 
Pareillement  page  895,  en  l'œquation 

z'^^pz^—  qz-\-  r^ 

si  l'on  suppose  a  pour  l'unité,  pz^  multipliée  une  fois,  —  qz  deu: 
fois,  et  r  trois  fois,  de  sorte  qu'en  remettant  Tunité,  on  aurait 

et  ainsi  de  plusieurs  autres. 

Après  avoir  donné  des  noms  aux  quantités  cognues,  l'on  con- 
sidère la  chose  comme  déjà  faite  et  on  examine  si  le  problème  se 
peut  commodément  résoudre  en  supposant  seulement  une  ligne 
inconnue  ^0  à  x,  savoir  celle  qui  est  requise,  ou  bien  x^^x  mul- 
lipliée  par  une  autre  grandeur  connue  -|-  ou  —  d'autres  termes 
cognus,  etc.  Et  en  tous  ces  cas  la  Géomélrie  donne  le  moyen  d'en 
tirer  la  racine  cl  rendre  la  quantité  inconnue  x  yo  à  des  termes 
(|ui  sont  cognus.  De  là  le  problème  est  résolu. 

Mais  lorsque  le  problème  proposé  est  tel  qu'une  seule  lettre 
inconnue  n'a  point  assez  de  communication  avec  celles  qui  sont 
connues,  en  sortes  qu'elles  ne  sauroient  s'entraider  pour  faire 
trouver  l\e(]ualion,  ou  bien  que  par  la  supposition  d'une  seule 
lettre  on  s'embarasse  dans  un  trop  gros  calcul,  on  se  doit  servir  de 
plusieurs  lettres  inconnues,  et  chercher  aussi  autant  d'aequations 
(ju'on  a  su|)pos(''  de  Ici  très,  et  par  le  moyen  d'ycelles  œquations 
réduire  toutes  ces  lettres  en  une  seule  qui  porte  la  solution  du 
problème.  El  pour  venir  à  bout  de  ces  réductions,  il  est  besoin  de 
considérer  si  par  une  ff'quation,  ou  par  la  comparaison  de  deux  ou 
plusieurs  en  les  adjcMistanl  ou  soustrayant  l'une  de  Tautre,  on  ne 
pourra  cognoistre  une  lettre.  Et  si  cela  ne  se  peut,  il  faut  venir  à 
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Fextracûon  de  la  racine  pour  en  trouver  une;  puis  après  on  doit 
osier  cette  lettre  de  Tune  des  autres  œqualîons  et  en  son  Heu 
mettre  la  valeur  trouvée  et  ainsi  on  sera  quitte  d'une  lettre  in- 
connue. Puis  comparant  cette  sequalion  avec  une  autre  dont  on 
aura  aussi  esté  cette  même  lettre  si  elle  y  élait,  on  la  défera  d'une 
seconde,  et  ainsi  des  autres  jusqu'à  ce  qu'il  n'en  reste  plus  qu'une 
inconnue  parmi  toutes  les  connues,  dont  on  mettra  les  termes  par 
ordre.  Et  oo  cognoistra  par  extraction  de  racines  quelle  est  sa 
valeur  comme  devant  et  ainsi  le  problème  sera  résolu. 

Que  si  l'on  ne  peut  trouver  autant  d'œquations  qu'on  a  sup- 
posé de  lettres  inconnues,  cela  est  un  indice  que  le  problème 
n'est  pas  entièrement  déterminé.  Et  alors  on  peut  prendre  pour 
Tune  des  lettres  inconnues  telle  quantité  qu'on  voudra,  et  de  sa 
variété  naissent  plusieurs  points  qui  tous  satisfont  à  la  question, 
et  qui  composent  des  lieux  plans,  solides  ou  linéaires,  s*il  n'y  a 
qu^ine  aequation  qui  manque,  et  des  lieux  de  superficie,  s'il  y  en 
avait  deux  de  manque,  et  ainsi  des  autres. 

[§  1].  Premier  exemple. 

L*un  des  côtés  d'un  triangle  rectangle  et  la  différence  des  deux 
autres  côtés  étant  donnés,  trouver  le  reste  du  triangle. 

■  •  * 


Supposons 


BG  50  «, 

BDX)*, 
ACjOr, 


et  la  chose  comme  déjà  faite.  Les  deux  quarrés  de  AC  ou  a:^,  et 
BCou  rt*  sont  égaux  au  carré  de  AB.  Mais  ABjO-^-i-^j  et  son  carré 
est  JT* -f- 2  6a:  +  6^  ;  doncques  il  y  a  a.'quation  entre  x^-\-a^  et 

J^oste  de  part  et  d'autre  x^-h  />-,  il  nie  reste 

\0.ryo  r?ï— />«, 
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lesquelles  quantités  je  divise  par  26,  vient 


xyo 


%b 


ce  qui  montre  que  la  difTérence  des  quarrés  de  BC  et  BD  étant 
divisée  par  le  double  de  BD,  le  quotient  sera  le  côté  AC.  Ou  bien 
trouvant  une  ligne  qui  soit  à  la  ligne  a  comme  a  est  au  double 
de  bj  puis  en  ostant  la  moitié  de  cette  ligne,  le  reste  estx  ou  AC 
qui  était  cherché. 

[§  2].  Second  exemple» 

Deux  triangles  rectangles  étant  donnés  sur  une  même   base, 

s^cntrecoupent  en  un  point,  trouver  les  segments  des  côtés  qui 

s^entrecoupcnt. 

Fig.  a. 


Supposons 

BE50J^> 
AB50«* 
AC  50  6, 

cn50t\ 

DB  50  d. 

ol  la  chose  comme  déjà  fiiile.  Si  BEjo»''»  DE  50^/  —  -r,  et  à  cause 
que   les  lilan^^les   \I>E  el  llDE  sonl  semblables,  ABjo^   est  à 

IIK  30  •'■  ov>nuno  IK'.  50  f  o*l  à  C'.K  50  —  •  Derechef  comme  CD  50  c 


esJ  à  DK  50 ./    -  .r .  ainsi  AH  50  <»  e>l  à  AE  50  '"^  ~"'  :  et  CE  3©  — 

0  a 

èlanl  oslê  de    VC»/».  rolera  AKjo'* •  en  d*autres  termes 

qui  donnent  Inéquation  sui\unte  : 

OU  bien 

•  î    **  __     »  *  ••  Nrt    .  \  .  .•  •> 

v>>tant  de  p4rt  el  d\iuliv        .  -  :  :-'  /.  rx^^le 
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a^  j'auray 


^30 


c^—a^ 


c^esl-à-dîre  que,  comme  la  différence  des  quarrés  de  AB  el  DC, 
qui  sont  les  côtés  qui  ne  s^entrecoupenl  pas,  est  à  la  difTérence 
des  rectangles  ACD  et  ABD,  ainsi  le  côté  AB  est  à  la  ligne  BE  X  ^^ 
Ou  bien  Tanalogie  s'exprimera  ainsi  : 

c« —  a*  .^p.  rt 
bc  —  ad       X  ' 

et  en  même  raison  aussi  DC  à  CE. 

f§  3].  Troisième  exemple  (*). 
Étant  donnés  .{  points  A,  D,  E,  F,  trouver  le  5*^  C  duquel,  étant 


(■)  Eierople  tiré  des  Lieux  plans  d* Apollonius,  L.  Il,  Prop.  V  {Œuvres  de 
Fermât,  édit.  Taonery  et  Henry,  t.  I,  p.  37  )  : 

Si  a  guoicumçue  datis  punctis  ad  punctum  unum  inflectantur  rectœ  et 
Mini  species  quœ  ab  omnibus  fiunt,  dato  spatio  œquales,  punctum  continget 
positione  datant  circumferentiam. 

Dans  ane  lettre  de  Fermât  à  Iloberral,  du  21  septembre  i636  (t.  II,  p.  74)»on 
lit  :  •J*avois  omis  le  principal  usage  de  ma  méthode  qui  est  pour  l'invention 
d€M  lieux  plans  et  solides;  elle  m*a  servi  particulièrement  à  trouver  ce  lieu 
plan  que  J'avois  auparavant  trouvé  si  difficile.  »  (Suit  l'énoncé  latin  ci-dessus). 

RoberTal  répond  ft  Fermât  le  n  octobre  i636  :  «  J'estime  vos  propositions  des 
mombrts  et  celle  du  lieu  plan  fort  difficiles.  »  (t.  II,  p.  Ha). 

Fermât  se  décide  à  envoyer  à  Hoberval  la  solution  du  lieu  plan,  lettre  de  fé- 
Trier  1637  (t.  II,  p.  100).  On  peut  la  comparer  k  celle  de  Descartes. 

«  Je  trouve  eusez  de  loisir  pour  vous  envoyer  encore  la  construction  du  lieu 
pian  :  Si  a  quotcumque,  etc.,  que  Je  tiens  une  des  plus  belles  propositions  de 
ta  Géométrie,  et  Je  crois  que  vous  serez  de  mon  avis. 


Fig.  3. 
N 


•- 
A 


J 


B 


Sint  data  quotlibet  puncta,  quinque  verbi  ffratid.  A,  fi,  F,  II,  F.  (nam  pro- 
ysitio  est   t^eneralis),  quœritur  circulux  ad  cujus  circumferentiam  in  quo- 


positio 
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menées  des  lignes  droites  coi 
quelles  les  quarrés  sont  égau: 


e  les  quatre  AC.  CF,  CD,  CE  des- 

l'espace  d'. 


liypolhèset. 

AK50/.      KEXJy. 
AD50C,      ABX^i 

Fiï.  4- 


Je  suppose  la  chose  comme  déjà  faite,  ei  le  point  requis  C, 
duquel  je  mène  des  lignes  aux  quatre  points  donnés.  Et  je  joins 


isi  deux  de  ces  points  par 


une  li 


AD,! 


rla( 


iclle  des  autres 


points  je  luis  tomber  les  perpendiculaires  ER,GF,  CB;  et  soit  EK. 
plus  grande  que  FG.  Puis  je  clierclie  les  quatre  quarrés  requis  en 
cette  sorte  suivant  les  suppositions  de  mon  registre.  Le  quarré  de 
AB  est  x^,  et  celui  de  liC  esl  y*;  doncques  le  quarré  de  AC  est 
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JT^-î-y^.   Les    deux  quarrës  de   BD  50  c  —  x   cl  BCjoy    sont 
c*  —  '2.CX  -h  x^  et  y*  ;  doncques  le  carre  de  CD  est 

Et  le  quarré  de  la  ligne  CB-l-GF  est  y^4-  afty-f-A^,  et  le 
quarré  de  GB  50  ^  —  a  est  x^  —  aaj;  -h  «^  ;  et  ces  deux  derniers 
quarrë:i  sont  égaux  au  quarré  de 

CF5O7*-*-  iby  -^  62-+- a:*  —  'iax-\-  a*. 

Les  deux  quarrés  de  Cil  el  BK,  ou  y  —  g  et  / — x^  sont 
y^ — ^  g  y -\- g^  ^y- P" — ifx-\-x'^^  qui  sont  égaux  au  quarré  de 
CE,^' —  'i.gy  -h  g^-^-f^ —  '>'f^  -h  j:2;ct  la  somme  de  ces  quatre 
quarrés  étant  égale  à  l'espace  donné  rf^,  j'ay  après  Taddition  faite 

-h^by  —  "Àgy  —  icjT  —  lax  —  i/x  50  ^^*. 

Et  comme  j'ai  supposé  deux  quantités  inconnues  ^  et  ^  et  que  je 
ne  vois  point  de  moyen  de  trouver  une  seconde  œquatiou,  je  con- 
clus que  la  question  n'est  pas  assez  déterminée  et  que  ce  doit  être 
un  lieu,  par  la  page  334  de  la  Géométrie;  et  lors  selon  la  page  3oo, 
lig^ne  22,  j'en  puis  prendre  une  à  discrétion,  que  je  choisis  ici  pour 
ABOO-2:,  el  je  déterminerai  par  cette  équation  y  comme  s'ensuit  : 

y-  50  ^-7  •■  y 

dont  il  faut  tirer  la  racine  suivant  les  préceptes  de  la  Géométrie, 
page  3o2, 


^30^:^-. 


Cl' —  Sb'  -h  -lax 


y— 4rt-— :J62  -h'iax 

1/      —  4  C2  2bg  -4-  9./X 

▼  I G  ~"4 


Et  je  vois  d'abord,  en  la  page  3^8,  que  c'est  une  ellipse  ou  un 
cercle,  à  cause  qu'il  y  a  —  :r^,  et  puis  (|ue  l'angle  est  droit.  Il  n'y 
a  plus  rien  de  requis  pour  la  détermination  du  cercle,  sinon  que 
a^fn  soit  égal  à  pz"^.  Pour  le  savoir,  je  regarde  quelles  sont  ces 
quantilés  et  d'où  elles  sont  venues,  et  je  vois,  page  328,  que  a  et^ 
avec  /*  servent  à  exprimer  la  proportion  entre  KL  et  IL,  en  la 
figure  de  la  page  Sag,  lesquelles  sont  ycy  égales  et,  par  conséquent, 


"DO 


s  ou  bien  a*  50  s^,  reste  -  qui  a  été  pris  pour  le  Icrnie  multi- 

//€■ 
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plié  par  X*,  qui  est  ycj  l'unité,  et  ainsi  —  30  i  >  ou  bien  p  ^  m,  et 
de  là  je  conclus  que  c'est  un  cercle.  Et  parce  que  cette  xquatîon 
de  la  page  SaÔ,  savoir 

^50"»—  -a^-t-i/m'H-O^F— -^or», 

sert  de  règle  générale  pour  construire  toutes  sortes  de  lieux,  on 
la  peut  suivre  en  cette  sorte  :  sur  AD  donnée,  du  point  A,  soit 
élevée  la  perpendiculaire  AI^o  ^T  ;  et  à  cause  que  g  est  plus 
grande  que  l>,  le  point  I  doit  être  pris  de  la  part  de  E  au-dessus 
de  la  ligne  AD.  Mais  si  />  eût  été  plus  grande  que  g^  le  point  I 
aurait  été  pris  au-dessous  de  la  ligne  AD,  de  la  part  de  F.  Puis  du- 
dtt  point  1  soit  menée  liVl  parallèle  à  AD,  en  laquelle  est  te  centre 
du  cercle;  et  pour  le  trouver  je  me  sers  de  la  détermination  de 

IM,  page  33o,  50 '  oa  bien  à  cause  que  am  Jo  p^^  j'aj  -  ^  pour 

la  ligne  IM  et  M  est  le  centre  du  cercle.  Et  puisque  O  dénotte  le 
terme  qui  est  dans  le  vinculum  multiplié  par  x,  à  savoir 

Vf. 


je  reconnais  que 


■i 


et  le  côté  droit  ou  le  diamètre  estant  déterminé  peu  après,  eu  la 
ligne  1 5  de  la  même  page,  être  i/ — ^ 


,  qui  est  autant 


MÊLANGKS.  247 

Or,  considérant  toutes  ces  quantités  pour  faire  la  construction, 
on  voit  de  là  fort  aisément,  en  premier  lieu  que  la  ligne  Al  est 

-  (^  —  6),  c'est-à-dire  qu'elle  est  composée  de  l'aggrégat  ou  diffé- 
rence des  perpendiculaires  tirées  sur  la  droite  AD  des  autres 
points  donnés,  comme  ycj  E  et  F,  divisée  par  le  nombre  de  tous 
les  points  donnés;  à  savoir  en  cet  exemple,  à  cause  que  GF  est 
d^uo  côté  de  la  ligne  AD  et  KE  de  l'autre,  il  faut  prendre  la  dif- 
férence qui  est  entre  ces  lignes,  et  la  diviser  par  4  à  cause  des 
quatre  points  donnés;  au  lieu  que  si  GF  et  KE  étaient  d'un  même 
côté  de  la  ligne  AD,  il  faudrait  prendre  leur  aggrégat  et  diviser 
cette  différence  ou  aggrégat  par  5,  si  la  question  était  composée 
de  cinq  points,  et  ainsi  par  6,  etc.  Puis  le  quotient  est  la  ligne  AI  ; 
supposant  le  point  I  du  côté  de  la  ligne  AD  où  les  perpendicu- 
laires sont  les  plus  grandes;  comme  ycy  à  cause  que  KE  est  plus 
g^nde  que  GF,  je  tire  la  ligne  AI  du  côté  où  est  le  point  E. 

L'on  voit,  en  second  lieu,  que  IM  est -z — -y  c'est-à-dire 

4 

qu'elle  doit  être  composée  de  l'aggrégat  de  la  ligne  AD  et  de  tous 
les  segmens  de  cette  ligne  qui  sont  entre  les  points  A  et  ceux  où 
tombent  les  perpendiculaires  des  autres  points,  divisé  par  le 
nombre  des  points  donnés. 

Et  enfin  on  voit  que,  pour  trouver  le  rayon  de  ce  cercle,  il 
faut  seulement  soustraire  de  l'espace  donné  les  carrés  de  toutes 
les  lignes  tirées  de  chaque  point  donné  à  tous  les  autres,  car  ils 
doivent  être  moindres  que  cet  espace,  et  diviser  le  résidu  par  le 
nombre  des  points  donnés,  puis  tirer  la  racine  du  quotient,  laquelle 
est  le  rayon  demandé.  Comme  jcy,  par  exemple,  il  faut  oster  de 
d*  les  carrés  des  lignes  AD,  AE,  AF,  DE,  DF,  EF,  et  ayant  divisé 
le  résidu  par  4)  la  racine  du  quotient  est  le  rayon  cherché.  Ou 
bien  puisque  M  centre  est  déjà  trouvé,  l'on  trouvera  le  rayon  en 
tirant  de  tous  les  points  donnés  des  lignes  droites  vers  M;  car  si 
OD  soustrait  les  quarrés  d'ycelles  lignes  de  Tespacc  donné  et 
qu'on  divise  le  reste  par  le  nombre  des  points  donnés,  la  racine 
quarrée  du  quotient  sera  le  rayon  demandé. 

[§  4].  Quatrième  exemple. 

De  quelconque  triangle  rectiligne  estant  donné  un  angle,  avec 
un  des  costés  qui  le  comprennent,  et  la  somme  des  deux  autres 
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côtés,  trouver  le  reste  du  triangle 

BC50a, 

BDjOrf, 

AB  -h  AC  50  6, 

ACjOa?. 


d^autant  que  Tangie  B  est  donné,  la  raison  du  rayon  au  sinus  de 
son  complément  est  aussi  donnée;  et  BC  étant  donné,  BD  le  sera 
aussi,  que  je  nomme  d. 

Cela  fait,  il  faut  trouver  BD  en  d'autres  termes  en  celte  façon, 

'yi  __  /»î 

disantABjofe  —  ^,  Pdlyo  x  eiY^Cy^  a,  el  -r pour  la  différence 

de  AD  et  BD,  laquelle  étant  soustraite  de  6  —  j?,  restera 

b  —  x—  -r ^'^d, 

o  —  X 

ou  bien 

b^  —  ibx  -^-  x^  —  ar* H-  a'^'yO'i-bd  —  i dx^ 
ou 

b^ —  ibx  -^  a^  yO'^bd —  2t/ar, 

et  oslanl  de  part  et  d'autre   —  2  bx  -\-  2bd,  restera 

b^-h  a^  —  ?>  bel  ^  ibx  —  2  dx^ 

et  divisant  les  deux  parties  par  26 —  2<i,  j'auray 

xyo -, -, 

ib  —  2  a 
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PESCI  (G.).  —  Tr.\ttato  elementare  di  Trigonometria  PIANA  ë  sfkrica. 
Libro  di  testo  })er  la  R.  Accadcmia  Navale.  In-8^,  xi-3r3  p.  Livonio,  R. 
Giusti,  1895. 

PESCI  (G.).  —  Appendice  al  Trattato  elementare  di  Trigonometria  piana 
B  SFERic\.  IJbro  di  teslo  pcr  la  R.  Accademia  Navale.  I11-8",  79  p.  Livonio, 
R.  Giuâti,  i8g5. 

L^auteur  a  introduit  quelques  modifications  dans  la  manière 
d^exposer  la  Trigonométrie,  surtout  dans  le  but  d'obtenir  la  plus 
grande  analogie  possible  entre  la  partie  plane  et  la  spliérique.  Il 
a  ajouté  à  la  fin  de  l'Ouvrage  plus  de  2000  exercices.  L'Appendice 
est  relatif  aux  calculs  numériques  et  à  Tusagc  des  Tables.  Ce 
Traité  est  rédigé  avec  soin,  et  quoiqu'il  soit  destiné  principa- 
lement aux  Écoles  de  Marine,  il  pourrait  bien  servir  avec  avan- 
tage dans  toute  autre  École. 


GUNDELFINGER  (S.).  —  Vorlesungen  als  der  analvtisciie  Gkouetrie 
DER  Kbgelschnitte.  Ud  vol.  in-8'*,  viii-434  p.  Leipzig,  Toiibncr,  189). 

Ces  leçons,  que  publie  M.  Dingelbey,  ont  été  professées  par 
M.  GundeIGnger,  tant  à  l'Université  de  Tubingue  qu'à  la  Tech- 
nische  Ilochschule  de  Darmstadt.  Elles  offrent  ceci  d'original, 
que  toutes  les  questions  y  sont  traitées  en  coordonnées  projec- 
tivcs.  Les  coordonnées  de  Descartes  n'apparaissent  que  comme  un 
cas  particulier;  l'auteur  ne  semble  j)as  s'y  arrêter  volontiers.  Les 
leçoas  proprement  dites  occupent  un  peu  plus  de  la  moitié  du 
Volume  (240  p.).  Dans  la  première  Partie,  qui  contient  la  classifi- 
cation des  coniques  et  se  termine  par  la  démonstration  du  lliéo- 
rèmc  de  Pascal  et  du  tbéorème  de  Brianclion,  ou  notera  la  di^^res- 
sion  sur  les  formes  quadratiques  et  sur  les  invariants.  La  seconde 
Partie  se  rapporte  à  la  théorie  des  faisceaux  et  des  réseaux  de 
coniques  soit  au  point  de  vue  ponctuel,  soit  au  point  de  vue  tau- 
geotiel. 

BêUl.  dci  Sciences  mathém.,  a*  sérit',  i.  W.  (Octobre  iHi^^i.)  i" 
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Un  imporranl  Appendice,  qui  occupe  le  reste  du  Volume,  con- 
tient de  très  nombreux  exercices,  tantôt  avec  la  seule  indication 
des  paragraphes  auxquels  ils  se  rapportent,  tantôt  avec  quelques 
développements  ;  il  comporte  aussi  divers  compléments  théoriques, 
et  Ton  trouvera,  à  la  (in,  la  réduction  aux  fonctions  élémentaires 
d'une  intégrale  mise  sous  la  forme  d'Aronhold, 


/ 


où  les  variables  a-j,  x^,  X3  sont  liées  par  Téquation  homogène  du 
second  degré 

et  la  réduction  à  la  forme  normale  de  Weierstrass  d'une  intégrale 
elliptique  donnée  sous  la  forme 


/ 


E  ztctXtdrn 


où  les  variables  j:,,  x^^  Jr^i  sont  liées  par  Téquatiou 

et  où  g(Xi,  .rj,  X3),  /(.r,,  Ta,  x^)  désignent  des  formes  quadra- 
tiques. J.  T. 


WIRTINGER  (W.).  —  Untersuciiungen  Ïber  Tuetapunctionex  (>). 

1-2')  p.  in-4".  Leipzig,  Toubner,  iHqj. 

I.  On  sait  qu'on  appelle  fonction  6  d'ordre  n  de  p  variables 
i'ij  Co,  .  .  .,  Vp  une  fonction  entière  de  ces  variables  qui,  pour  2/? 
groupes  de  périodes  conjuguées,  admet  les  multiplicateurs  dé- 
finis par  les  égalités  suivantes  : 

^(^*l-^-  tUj  v'2-f-  Eja,  . ..,  Cf,-^  £/.a)—  e'T^é^i  e(r,4'j. .  .i',.\ 


(')  Mémoire  couronné,  en  \X\)'),  par  la  l'acullé  de  Pliilosophie  de  rUnivcrsilê 
(le  Gollinfjen. 


1 


COMPTES   RENDUS  ET  ANALYSES.  25i 

Les  nombres 

fTtj     ffii      •••»     /^pi 
Al,     hij     . . . ,     /i/„ 

qui  sont  tous  égaux  à  zéro  ou  à  un,  se  nomment  les  caractéris- 
tiques de  la  fonction  6  ;  dans  le  Tableau  de  p^  éléments  formé 
par  les  s,*,  tous  les  éléments  de  la  diagonale  principale  (/=:A') 
sont  égaux  à  l'unité  el  les  autres  sont  tous  nuls.  Le  Tableau  formé 
par  les  t/a  est  le  discriminant  d'une  forme  quadratique  St/aw,«a? 

el  l'on  suppose  que,  dans  cette  forme,  le  coefficient  de  y  —  i  est 
essentiellement  positif.  Toutes  les  fonctions  entières  qui  vérifient 
les  conditions  précédentes  s'expriment  linéairement  à  l'aide  de 
nP  d*entre  elles  (*). 

Nous  désignerons,  en  particulier,  par  la  notation  2r(r  ;  t)  les  fonc- 
tions théla  du  premier  ordre. 

M.  Wirlinger  étudie  les  propriétés  d'une  variété  [Mannig 
faltigkeit)  d'ordre/?  qui,  pour  le  cas  de/?  =  2,  devient  la  surface 
de  Kummer,  du  quatrième  degré  à  seize  points  singuliers  et  sans 
ligne  singulière  (•^). 

Pour  définir  cette  variété  M^,  on  considère  a/'  fonctions 
2r*(v;  t)  linéairement  indépendantes,  comme  les  coordonnées 
homogènes  X\ ,  Tj,  . . . ,  x^^p  d'un  point  de  l'espace  à  2^^  —  1  dimen- 
sions el  l'on  montre  d'abord  que/?  +  1  des  thêta  carrés  ct/>  -4-  1 
seulement  peuvent  être  pris  arbitrairement. 

La  même  variété  M^  peut  être  définie  par  l'ensemble  des  rebi- 
tions  du  quatrième  degré  entre  les  ihéta  carrés.  On  sait  former 
toutes  ces  relations  et  l'importance  du  résultat  précédent  consiste 
surtout  eu  ce  qu'il  rattache  la  variété  M^aux  ensembles  de  points 
ayant  une  définition  purement  algébrique,  aux  figures  algébriques 
(^algebraisches  Gebild)  suivant  l'expression  adoptée  par  M.  Wir- 
tioger. 

L*auteur  obtient  très  simplement  l'ordre  de  M^  et  le  genre  de 
rinterseclion  complète  de  M^  par  /?  —  1  surfaces  algébriques.  Il 
déduit  ces  résultais  du  nombre  2/'~'(i  -f-  nP)  des  conditions  qui 


(•)  Voir  IlEitMiTE,  Comptes  rendus^  t.  \LVII. 

(')    Voiry  sur  le  mùmc  sujet,  un  Mémoire  de  M.  Humberl  {Journal  de  Mathc- 
maiigues^  de  Jordan,  1893). 


'^ 
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doivent  exister  entre  les  coefficients  d'une  forme  de  degré  n 
en  ^1, 0:2,  •  •  •,  X2p  pour  qu'elle  s'annule  identiquement  quand  ony 
remplace  les  variables  par  les  thêta  carrés. 

11  démontre  que  les  points  singuliers  de  la  surface,  du  moins 
dans  le  cas  général,  s'obtiennent  en  donnant  aux  arguments  Vi 
des  valeurs  égales  aux  demi-périodes,  et  il  passe  ensuite  à  l'étude 
de  la  variation  des  arguments  le  long  d'une  courbe  tracée  sur  la 
variété  M;,. 

A  un  point  donné  de  M^  correspondent  les  arguments 

Mais  il  existe  sur  M^  des  courbes  algébriques  telles  que  si  un  point 
se  déplace  d'une  manière  continue  sur  l'une  de  ces  courbes,  on 
peut  faire  correspondre  aux  coordonnées  de  ce  point  un  seul  sys- 
tème de  valeur  des  arguments,  à  des  périodes  près.  Nous  appelle- 
rons ces  courbes  courbes  univoques ;  elles  sont  caractérisées  par 
ce  fait  que,  pour  une  telle  courbe,  les  arguments  vi  sont  des 
intégrales  abélicnnes  de  première  espèce  attachées  à  cette  courbe 
même.  Pour  une  courbe  G  algébrique  qui  n'est  pas  univoque,  les 
arguments  tv  sont  encore  des  intégrales  abéliennes  de  première 
espèce,  mais  attachées  à  une  autre  courbe  G  qui  dépend  de  G  et 
dont  l'ordre  est  double  de  celui  de  G.  Nous  énoncerons  les  résul- 
tais suivants  en  supposant,  pour  simplifier,  que  la  courbe  G  est 
univoque.  Si  cela  n'avait  pas  lieu,  on  devrait  remplacer  la 
courbe  G  par  la  courbe  G  correspondante. 

11  existe  entre  les  périodes  des  i/,  considérées  comme  intégrales 
abéliennes  allacliées  à  la  courbe  G,  el  les  périodes  t/j^  des  même;» 
quantités  i*/  sur  la  variété  M^,  des  relations  linéaires  à  coefficients 
entiers  dont  Tauleur  lire  un  très  grand  parti. 

Il  considiTC  les  fonctions  S  dont  les  t/a  sont  les  périodes  nor- 
males dos  intégrales  do  promiore  espèce  attachées  à  une  courbe  G 
de  y\p\  il  cherche  les  rapports  de  ces  fonctions,  qu'il  appelle 
thêta  de  Ricmann  correspondant  à  ia  courbe  G,  avec  les  fonc- 
tions 2?  qui  ont  servi  à  dètinir  M^,  et  il  parvient  à  la  proposition 
suivante  : 

L  ne  cour(*e  aif^chritjue  G  tracte  sur  M^,  a  pour  ordre  un 
muhiple  de  ip\  soit  mp  cet  ^rdrc.  Les  :htta  de  Illemann  cor- 
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respondanl  à  la  courbe  Csont  tels  qu'après  une  transforma- 
tion du  n''""  degré,  ils  se  décomposent  en  deux  /acteurs  dont 
l'un  donne  les  thêta  de  M^. 

Ensuite  vient  la   généralisation   d'un   théorème   fondamental 
reblif  aux  fonctions  ihéta  de  Rîcmann  qui  correspondent  à  une 
courbe  C  de  genre  p.  Les  fonctions  ip  fois  pt'riodiques,  compo- 
sées ratioQDellement  avec  ces  thêta,  peuvent  s'exprimer  algébri- 
quement à  l'aide  de  p  points  de  la  courbe  C,  quand  on  établit 
entre  les  arguments  des  thêta  et  les  p  points  de  C  les  relations 
qui  conduisent  au  problème  d'inversion  de  Jacobi.  Pour  les  thêta 
les  plus  géoéraux,  on  obtient  un  résultat  analogue  en  considérant 
Une  courbe  C  de  la  variété  Af^  et  les  intégrales  abélicnnes  atta- 
cliées  à  cette  courbe.  Le  problème  d'inversion  qui  se  présente 
alors  devient  le  problème  d'inversion  de  Jacobî  si  la  courbe  C  est 
<l^ordre  a/),  et  l'on  arrive  à  cette  conclusion  :  la  condition  néces- 
saire et  suffisante  pour  que  les  thêta  d'une  variété  Mp  se  réduisent 
aux  thêta  de  Riemann  est  qu'il  existe  sur  M^  une  courbe  dont 
l^ordre  soit  égal  à  ^p. 

La  première  partie  se  termine  par  l'exposé  de  principes  per- 
mettant de  classer  et  d'étudier  les  courbes  algébriques  tracées 
Sur  M^  et  par  des  remarques  sur  les  ihëta  de  M^  considérés 
Comme  dépendant  non  seulement  des  p  arguments,  mais  encore 
<les  quantités  -zn. 

H.  La  seconde  partie  du  Mémoire  est  consacrée  à  l'étude  de 
fonctions  â  dont  la  définition  est  analogue  à  celle  des  fonctions  â 
de  Riemann,  et  qui  se  réduisent  à  celles-ci  dans  un  cas  limite. 
Les  consUntes  ■:,*  des  3  de  M,  Wirtinger  se  définissent  à  l'aide 
des  périodes  de  p  intégrales  abéliennes  de  première  espèce  atta- 
chées à  une  surface  de  Riemann  de  genre  2/>  -(-  r  que  l'on  obtient 
en  réunissant  deux  exemplaires  identiques  d'une  surface  de  Rie- 
mann de  genre  p  -\-i.  Celle  surface  est  telle  que  />  +  i  de  ses 
intégrales  de  première  espèce  peuvent  se  réduire  à  des  iiilégrales 
de  genre  p  +  i  et  aussi  que  les  ihèla  de  Riemann  qui  lui  corres- 
pondent se  décomposent  en  deux  facteurs  après  une  transforma- 
tion convenable.  11  nous  faut,  pour  préciser  la  définilion  de  ces 
fonctions  â,  expliquer  en  détail  la  construction  de  cette  surface 
de  Riemann  de  genre  3/^  -f- 1 . 


L. 


r4 


■l^  PllEMIËRE  PAItTlE. 

Nous  supposons  donnée  une  surface  F,  de  genre  /• -f- 1  com- 
posëe  de  deux  feuillets  réunis  par  />  +a  lignes  de  croisement  (■) 
et  nous  traçons  les  coupures  a;,  l>i  comme  l'indique  la  ^g.  i  con- 
struite pour  le  cas  où  /'  -I-  I  ^:  5. 

Fis.  '■ 


9  e  ©  èé 


Nous  prenons  une  surface  Fj  identique  à  la  précédeote  et  dous 
désignons  par  a'j ,  b]  les  coupures  qui  sont  situées  dans  Fj  comme 
ai  el  bi  sont  situées  dans  F,  ;  enfin,  nous  réunissons  Je  bord 
droit  de  la  coupure  ôj  au  Lord  gauche  de  la  coupure  i,.  La  sur- 
face F  ainsi  obtenue  est,  simplement  connexe.  Ses  coupures  soat  : 
une  coupure  b  formée  du  bord  gauche  de  b\  el  du  bo^d  droit 
de  bii  la  coupure  a  correspondante  formée  des  coupures  Oi,  a\ 
réunies  en  une  seule,  et  les  autres  coupures  a,,  bi,  a),  b'i  ;  elle  est 
bien  du  genre  Q.p  +  ' . 
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où    les  quantités  t/a  sont  telles  (|i]e  Ton  a 


^'i    ^rmmMe  dans  la  forme 


--iX/'i/U. 


*9   f^^s^  itîe  réelle  est  essentiellement  positive. 

^L-^^2?s  quantités  T|A  peuvent  donc  servir  à  la  définition  de  fonc- 
*'<^  ■'"»  3  k  p  variables.  Les  fonctions  S(i*i ,  r^?  ....  ^>)  ainsi  définies 
^^■'"*  •-      celles  qui  sont  introduites  par  M.  Wirlinger. 

^-— ^^s  fonctions  uniformes  d'un  point  de  la  surface  F  que  Ton 
^"  ^  •  ^ï^nt  en  remplaçant  dans  ces  lliéta  chacun  des  ar<(uments  17  par 
*  '■"^  •- ^Sgrale  iv(5)  diminuée  d*une  constante  arbitraire  <'/, 

"^  *  -■  ■""^enllîeu  à  une  étude  analogue  à  celle  que  Ton  fait  pour  les 
■^*^  ^^^  ^ions  de  Riemann 

e[M(iî(5)-G,i, 

^      ^^  '^^^d  on  cherche  les  zéros  de  ces  fonctions,  leurs  relations  avec 
^^uanlilés  arbitraires  G/,  les  rapports  de  ces  fouctions  avec  le 
■  *^^lème  d'inversion    de  Jacobi,   leur  expression  au  nioven  de 

^-^  lions  algébriques, 
"^-•^ns  le  cas  particulier  oii  p  =  14,  Tauteur  définit  directeuient 
«  intégrales  correspondant  à  ses  fonctions  ?j   en  considérant, 

%^»es  M.  Rlein  (*),  les  coniques  de  contact  d'une  courbe  du 
*    _  ^  ^  rième  ordre  Ci  et  il  trouve  que  la  surface  de  Runnuer,  définie 
ide  des  lliéta  ainsi  obtenus,  passe  par  la  courbe  C.}. 
^ur  terminer  ces  indications  trop  rapides^  nous  mentionnerons 
^      ^*^sullat  que,  poury?>>  5,  les  thêta  de  M.  Wirtinger  dépendent 
^       3/)  modules,   tandis   que  les  thêta  de    Uicmann    dépendent, 
*"*^me  on  le  sait,  de  3/?  —  3  modules.  K.  lacoriu 


^  *  )  .Mathematiêche  Annalen,  t.  \\\VI 
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C.  JORDAN,  Membre  de  l'insliuil,  Prorcsacur  à  l'Écolo  Polytechoiquo.  — 
Coct(9  n'ANtuse  DE  l'Ecolk  PoLïTEaiM<}UE.  Dciixiëmo  éditioa.  entièrG- 
moni  refondue-  Tome  troiaiêmc  ;  Calcul  intégral.  Êquntiont  différentieUet . 
In-8°,  xi-:l,ia  p.;  Paris,  Gautliier-Villars  el  fils,  1896. 

Nous  avons  dôji  rendu  comjHe  des  deux  premiers  Volumes  de 
celte  nouvelle  édition  de  rcsccllcnt  Ouvrage  de  M.  C.  Jordan.  Le 
Tome  troisième,  dont  l'a|)parîtion  complète  et  termine  l'Ouvrage, 
a  subi  des  modilica  lions  moins  profondes  que  les  deux  précédeols. 
L'auteur  a  supprimé  la  Note  finale  sur  quel<^ues  points  de  la 
théorie  des  fonctions,  parce  que  les  principaux  résultats  contenus 
dans  cette  Note  avaient  élé  introduits  dans  les  deux  premiers  Vo- 
lumes. Les  divers  passages  où  intervenaient  les  fonctions  ellip- 
tiques ont  vu  les  snu,  en»,  dnft  céder  la  place  aux  fondions 
nouvelles  introduites  par  M.  Weierstrass.  Dans  la  théorie  des 
équations  linéaires  à  coeflicienls  constants,  M.  Jordan  a  fait  sortir 
d'un  injuste  ouhli  une  méthode  où  l'on  traite  le  symbole  de  diiTé- 
rcntiation  D,  comme  une  puissance.  Il  a  ajouté  aussi  la  méthode 
de  démonstration  que  l'on  doit  à  Cauchv  et  à  M.  Lipschiiz  pour 
établir  l'existence  des  intégrales  dans  le  cas  où  le  système  des 
équations  dillérenticlles  ne  peut  être  considi'îré  comme  connu  que 
pour  des  valeurs  réelles  attribuées  aux  variables  réelles.  Enfin,  il 
a  fait  connaître  les  méiliodes  proposées  par  Kummer  et  Halphen 
pour  l'intégration  de  certaines  équations  linéaires. 

Ces  indications  paraîtront  suffisantes  à  nos  lecteurs  qui  ont 
:ii;-  depuis  Ion<;lenips  le    mérite  de  cet  Ou- 
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s^est  proposé  de  généraliser  les  résultats  de  M.  Fuclis,  en  étudiant 
un  système  de  n  équations  linéaires  et  homogènes  du  premier 
ordre  à  n  fonctions  inconnues  et  à  une  variable  indépendante. 

M.  Sauvage  s'occupe  depuis  longtemps  de  cette  importante 
élude;  il  lui  a  donné,  dans  le  livre  que  nous  analysons,  une  forme 
déGnitive  des  plus  simples,  en  employant  un  procédé  uniforme 
de  calcul  fondé  sur  la  théorie  des  diviseurs  élémentaires  de 
M.  Weierstrass. 

Nous  nous  attacherons  surtout  dans  notre  analyse  aux  parties 
personnelles  à  l'auteur. 

Abordons  de  suite  Tétude  du  Chapitre  II,  intitulé  des  diviseurs 
élémentaires.  Soit 

|/)A/y-h^B/y| 

un  déterminant  à  /i^  éléments  :  ce  déterminant  est  une  fonction 
entière,  homogène,  et  qu'on  supposera  du  degré  /i  à  la  fois  en 
p  el  q.  Chaque  mineur,  y  compris  le  déterminant  lui-même, 
admet  des  diviseurs  de  la  forme  {ap-^bqy.  On  forme,  pour 
chaque  ordre  de  mineurs,  le  plus  grand  commun  diviseur  de  ces 
mineurs.  Chaque  facteur  du  quotient  des  plus  grands  communs 
diviseurs  des  mineurs  de  deux  ordres  consécutifs  est  un  diviseur 
élémentaire  du  déterminant  proposé.  Partant  de  cette  définition, 
on  démontre  que,  si  deux  formes  bilinéaires  aux  in  variables 
Xi  9  •  •  • ,  jp/i,  y^ ,  •  • . ,  yfi 

sont  changées  en  deux  autres  formes  analogues  P'  et  Q'  par  les 
substitutions 

et,  si  les  déterminants  H  et  K  des  substitutions  sont  difTércnls  de 
zéro,  les  deux  déterminants  des  formes 

/?F*-H^Q    et    />P'-T-7Q' 

ont  mômes  diviseurs  élémentaires.  Réciproquement,  si  ces  deux 
derniers  déterminants  admettent  les  mêmes  diviseurs  élémentaires, 
on  peut  déterminer  les  constantes  A/y  et  A/y  des  deux  détermi- 
nants H  et  K  différents  de  zéro. 
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Ces  lliéorèincs  appartiennent  a  M.  Weierstrass.  Mais  le  ihéorcine  ' 
fondamental  est  démontré  au  moyen  d'un  calcul  1res  élégant  de 
M.  Darboux.  Parmi  le  grand  nombre  de  conséquences  qui  se  tirent 
de  ces  propositions,  il  faut  remarquer,  dans  le  livre  de  M.  Sau- 
vage, la  formation  a  priori,  d'après  M.  Weierstrass,  de  détermi- 
nants admettant  des  diviseurs  élémentaires  donnés. 

L'application  des  formules  ainsi  établies  est  continuelle  dans 
la  théorie  des  équations  différentiel  les  dont  Fauteur  s'occupe.  On 
en  voit  de  suite  la  raison  :  c'est  la  dépendance  bilinéaire  des 
éléments  des  solutions  d'un  système  différentiel  par  rapport  au 
numérotage  des  inconnues  d'une  part,  et  par  rapport  à  celui  des 
solutions  d'autre  part.  L'auteur  s'est  borné  aux  théorèmes  de  la 
théorie  des  diviseurs  élémentaires  qui  lui  sont  utiles  pour  la  suite  : 
il  a  fait  autre  part  une  étude  générale  de  cette  théorie,  d'après  la 
méthode  de  M.  Darboux  {Annales  de  l' École  Normale,  1893). 

La  lecture  de  ce  Chapitre  IF,  particulièrement  intéressante,  est 
facilitée  par  deux  Notes  placées  à  la  fin  du  Volume  :  l'une  de  ces 
Notes  contient  un  exposé  concis  et  clair  des  théorèmes  généraux 
de  Cauchy  sur  les  déterminants. 

Tous  les  autres  Chapitres  (excepté  le  dernier)  se  rapportent 
aux  systèmes  d'équations  différentielles  linéaires  et  homogènes  de 
la  forme 

/  ^                  ^»'i      v^      'lyj       / .   •  V 

(>>  TTc^  2d'''^7à      ('•y  =  '^'^ "). 

Dans  le  premier  (Chapitre,  on  retrouve  les  définitions  classiques 
(r une  soluiù^ny  cVun  syslcnie  fondamental  de  solutions,  expo- 
sées avec  une  généralité  complète,  ainsi  que  les  conséquences  or- 
dinaires do  ces  délinilions. 

L'é(j nation  crordrc  // 

f/ly  ,l!l       I    y  ,/y 

peut  élre  rattachée  à  un  cas  particulier  <lu  système  (i);  mais  elle 
îi  une  tln'orie  particulier*^,  celle  <pie  M.  Fuchs  adonnée.  L'uuteur 
<*onipare  la  méthode  particulière  à  la  méthode  générale.  Il  faut 
noter,  dans  le  Chapitre  I,  lo   procédé  simple  qui  sert  à  l'auteur 
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pour  inlcgrcr  le  système  difTérentiel 

(3)  (X  — o)-^'  z^'^aijyj         {h  J  =  i,  f,  ...,/i) 

dans  le  domaine  du  point  singulier  x  =  a.  Cette  question  sert  de 
base  non  seulement  aux  théories  du  début,  mais  à  toutes  celles 
des  Chapitres  III  et  suivants. 

La  manière  dont  se  comportent  les  éléments  d'une  solution  dans 
le  domaine  d'un  point  singulier  fait  l'objet  du  Chapitre  III.  Mon- 
trer que  ces  points  caractérisent  les  systèmes  de  la  forme  (i), 
trouver  par  la  méthode  des  diviseurs  élémentaires  la  manière  la 
plus  simple  dont  se  comportent  les  intégrales  dans  le  voisinage  de 
chaque  point  singulier,  puis  montrer  à  un  point  de  vue  plus  pra- 
tique les  mêmes  relations  en  se  conformant  aux  principes  de 
M.  Fuchs,  tel  est  le  plan  réalisé  dans  ce  Chapitre. 

Au  Chapitre  suivant,  on  trouve  Tinlégration  par  les  séries  des 
systèmes  de  la  forme  (i),  développée  particulièrement  et  d'une 
manière  remarquable  par  M.  J.  Horn  dans  le  cas  des  systèmes 
d'équations  (3),  dits  canoniques.  Le  rôle  des  diviseurs  élémen- 
taires est  ici  considérable. 

Le  Chapitre  V  est  consacré  à  la  recherche  des  systèmes  dits 
réguliers,  c'est-à-dire  dont  chaque  élément  de  solution  est  un 
agrégat  linéaire  d'expressions  de  la  forme 

Cl  infinies  d'ordre  fini  pour  x  =  a.  L'auteur  montre  que  tout  sys- 
tème régulier  peut  être  ramené  à  un  système  canonique  par  une 
suite  mélangée  de  substitutions  de  l'une  quelconque  des  deux 
sortes 

// 1  J^^'i,     et    ^,  I  -/  -+-  2  fijXj (J  ^  ^)' 

i 

Mais  le  seul  cas  donnant  lieu  à  un  théorème  d*un  énoncé  simple 
est  celui  de  l'équation  (a)  de  M.  Fuchs. 

Les  théories  de  M.  Floquet  sur  les  équations  à  coefficients  uni- 
formes périodiques  et  à  intégrales  uniformes  sont  exposées  au 
Chapitre  VI.  L'emploi  des  diviseurs  élémentaires  fait  Toriginalilé 
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de  la  rédaction  nouvelle.  La  belle  élude  des  équations 

du 

-7-   =  —  Ap  -+-Bcv, 

dx 

ax 

de  M.  Picard  trouve  ici  sa  place. 

Le  dernier  Chapitre  est  consacré  d^abord  aux  systèmes  adéqua- 
tions d^ordre  n  que  Ton  peut  ramener  aux  systèmes  de  la  forme  (i). 
La  question  est  traitée  avec  ampleur  d'après  les  théories  de 
M.  Kœnigsberger  (Lehrbuch  der  Théorie  der  Differentialglei" 
chungen)y  principalement  dans  le  cas  des  systèmes  dits  a/^e^- 
briques.  La  distinction  importante  que  Fauteur  introduit  entre  les 
mots  solution  et  intégrale,  quand  il  s'agit  de  systèmes  d'équations 
différentielles,  lui  sert  de  transition  pour  exposer  les  belles  re- 
cherches de  M.  Darboux  sur  les  intégrales  rationnelles  (^Comptes 
rendus,  1880),  et  pour  esquisser  l'exposition  des  fonctions  inva- 
riantes de  M.  AppcU. 

On  voit,  par  ce  résumé,  que  le  livre  de  M.  Sauvage  contient  un 
exposé  élémentaire  des  Théories  fondamentales  relatives  à  l'élude 
des  équations  diflerentielles  linéaires  et  homogènes  à  une  seule 
variable  indépendante,  accompagné  de  plusieurs  applications  inté- 
ressantes. 


MAGGl  (G. -A.),  Professeur  à  rUniversilô  do  Piso.  —  Principii  della  teo- 
Ri\  AivTEMATicA  DEL  MoviMENTo  DHi  coRPi.  Corso  di  Mcccanjca  razionalc. 
I  vol.  xviii-3o3  p.  in-8**.  Milano,  Hoepli,  1896. 

On  recherche  aujourd'Jiui,  dans  un  cours  de  Mécanique  ralion- 
nelle,  autre  chose  que  les  exercices  multiples  et,  le  plus  souvent, 
bizarres  dont  se  sont  longtemps  composés  nos  traités  classiques, 
et  qui,  toujours  identiques  au  point  de  vue  des  principes  mis  en 
œuvre,  se  distinguent  à  peine  par  des  détails  de  mise  en  équation 
ou  d'inlégralion  com|)]ètemcnt  étrangers  au  véritable  objet  de  la 
Mécanique.  L'énoncé  des  hypothèses  fondamentales,  en  parlicu- 
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lier,  présente  encore  (Certaines  obscurités  donl  la  di'spsritioa  în- 
lércMc  tous  ceux  (|iii  ont  suucï  de  la  clarté  des  principes  el  de  la 
■ollditë  des  théories.  M.  Muggi  esl  du  nombre  :  il  a  manifestc- 
nient  travaillé,  par-dessus  tout,  à  donner  ans  notions  essentielles  de 
la  O^uurniqiie  ccllt;  netteté  qui  leur  uian<|iic.  I!  entend  même 
puussvr  Id  rigncnr  plus  loin,  en  cscluantde  U  Mécanique  lu  plira- 
téoli^ic  introduite  par  les  fondateurs  du  (Calcul  inlinitésimnl  et 
ijn'oo  c»t  parvenu  aujourd'Inii  à  éliminer  de  l'Analyse  :  en  un  mot, 
en  n'admettantauGune  notion  éirangrre  à  l'Algèbre  ou  à  la  Giiomé- 
i:  élémentaire  qui  ne  puisse  se  ramener  Ik  celle  de  limite.  C'est 
tsi  que  la  locution  dspoùit  matériel  n'y  iigure  que  pour  iné- 
noire.  Ou  peut  contester  la  nécessité  d'une  pareille  réforme,  élanl 


donné  qnc  cfs  formules  incorrectes  n'ont  subsisté  q 


ueU. 


!i  leur 


>Téseocc  ae  peut  cntacber  l'exactitude  des  conclusions;  maii<, 

i!sque  dans  d'autres  parties  de  la  Science,  et  même  dans  certaines 

'attics  de  la  Mécanique,  on  a  pu  s'exprimer  d'une  manii'-re  cn- 

âèrement  rigoureuse  sans  compromettre  la  simplicité  de  l'eipo- 

un,  il  ne  peut  y  avoir  que  des  avantages  à  réaliser  le  uiéme 

grès  partout.  C'est  ce  que  M.  Maggi  a  tenté,  et  ù  quoi  il  a  au 

noios  partiellement  réussi. 

Li'Ouvru^e  débute  par  un  rappel  de  principes  empruntés  à  l'Ana- 
ysc  cl  ik  In  Oéouiétrie.  Lit  tliéorie  des  segmenis  constitue,  bien 
ndu,  la  majeure  partie  de  ce  chapitre  préliminaire;  te  reste 
ïst  consacré  aux  propriétés  les  plus  importantes  des  intégrales 
nullîples  et  curvibgnes. 

Dans  l'evpusé  de  la  Cinématique,  l'nnteur  laisse  de  cAlé  la  dîf- 
;ullé  relative  â  rcxistencc  des  axes  lises;  quant  au  temps,  il  en 
KulKirdoune  la  nntiou  ti  celle  de  la  rotation  terrestre.  Suivant  un 
>ge  auquel  un  désirerait  voir  l'enseignement  fran(;ais  se  con- 
!r,  les  «yslèmcs  de  solides  invariables  ne  sont  pas  considérés 
mme  formant  l'unique  objet  de  la  Mécanique  rationnelle  et, 
r  eunséqucnl,  la  Cinématique  comprend  l'étude  do  la  déforma- 
I  Vion  cl  du  mouvement  des  espaces  déformable».  L'anleur,  comme 
I  l'avons  dit,  cliercbe  &  se  passer  des  conceptions  de  c/ryor- 
I  station  infiniment  /tclife  cl  de  déformation  d'un  volamn  infini- 
sneni  petit  ;  mais  ce  n'est  ])as  sur  ce  point  qu'il  nous  semble  avoir 
Céatisé,  â  cet  égard,  le  progrès  lo  plus  essentiel, 

La  Uut4livc  de   M.   Mag^î  aboutit   à  des  rt'^ultats  bieu  pluf 


>.Gi 
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avantageux  en  Dynamique,  où  les  principes  fondamenlaux,  que 
l'on  énonce  ordinairement  en  partant  de  la  conception  d'un  être 
absolumenl  irrc-el,  le  point  matériel,  sont  déduits  de  la  coDsidé- 
ration  de  V accélération  moyenne  d'un  corps.  Il  est  vrai  que  l'on 
ne  peut  définir  cette  accélération  moyenne,  du  moins  avant  l'in- 
troduction de  l'idi^c  de  masse,  que  pour  les  corps  supposés  homo- 
gènes, de  sorte  que  la  conception  infinitésimale  reparaît  avec  un 
postulat  d'après  lequel  tout  système  naturel  peut  être  considéré, 
soit  comme  un  ensemble  de  parties  homogènes,  soit  comme  one 
limite  de  pareils  ensembles.  Néanmoins,  si  l'on  considère  avec 
KirchhofTIa  Mécimiquc  comme  une  description  des  phénomènes 
du  mouvement,  description  que  Ton  doit  s'efforcer  de  rendre 
aussi  simple  et  aussi  exacte  que  possible,  il  est  certain  que  la  con- 
ception de  M.  Maggi  est,  à  ce  double  point  de  vue,  préTërable  à 
l'ancienne. 

Élan t  donnée  cette  conception,  il  est  clair  que  la  Dynamique  du 
point  matériel  doit  cesser  de  faire  partie  de  la  Dynamique  pro- 
prement dite  ;  aussi,  les  résultats  qui  en  dépendent  sont-ils  donnés 
par  l'auteur,  non  dans  la  Dynamique,  ma.is  dans  la  Cinématique. 

Une  des  principales  dinicultés  théoriques  de  la  Dynamique  est 
la  définition  de  la  masse.  A  notre  avis,  cette  définition  ne  peut 
être  cherchée  que  dans  le  principe  de  l'égalité  de  l'action  ^et  de  la 
réaction,  convenablement  moilifié.  C'est  ce  qu'a  déjà  fait 
M.  Wascliy  [Nouv.  Ann.  de  Afal/i.,  189^),  mais  en  faisant  dé- 
pendre le  |)rincipc  en  question  de  la  loi  d'attraction  de  Newton, 
ce  qui  ne  nous  paraît  pas  nécessaire.   C'est  aussi  dans  cet  ordre 
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avec  leur  seul  secours,  mais  aussi  rinlroduclîon  de  principes  nou- 
veaux, en  particulier  ceux  qui  concernent  les  forces  de  liaison. 
L'ordre  suivi  à  cet  égard  diffère  notablement  de  celui  qui  nous 
est  familier  et  n'est  pas  sans  soulever  quelques  objections.  L'au- 
leur  traite  d'abord  des  pressions  internes  et  superficielles  d'un 
corps  quelconque,  et  en  développe  la  théorie  en  même  temps  que 
celle  de  la  force  appliquée  à  Télémcnt  de  volume,  quoique  les 
unes  soient  des  forces  de  liaison  et  les  autres  des  forces  direcle- 
ment  appliquées.  Quant  aux  réactions  qui  naissent  des  liaisons 
imposées  aux  corps  dont  on  s'occupe,  elles  sont  considérées 
comme  dérivant  des  pressions  extrêmes.  L'auteur  les  détermine 
par  la  condition  que  leur  travail  virtuel  soit  nul,  quitte  à  ajouter 
aux  forces  ainsi  définies  des  forces  de  frottement.  Il  écrit  alors  les 
équations  de  Lagrange  et  traite  quelques  applications  en  se  bor- 
nant d'ailleurs,  comme  l'indique  l'objet  du  livre  indiqué  par  son 
titre,  à  celles  qui  sont  nécessaires  pour  mettre  en  lumière  les 
principes  qu'il  a  exposés.  Un  chapitre  consacré  à  la  Dynamique 
des  corps  variables  (élasticité  et  hydrodynamique)  termine  cet 
Ouvrage,  où  l'on  reconnaîtra  une  tentative  digne  d'attention  pour 
établir,  sur  des  bases  plus  solides,  la  Mécanique  rationnelle. 
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SUR  UNE  FORME  DE  L'INTÉGRALE  DE  L'ÉQUATION  D'EULER  ; 

Par  m.  J.  HADAMARD. 

Stîeltjes  a  démontré  {Bu IL  des  Se.  math,,  a*^  série,  t.  XII, 
p.  222-227;  1888)  que  l'intégrale  générale  de  l'équation  d'Eulcr 

où 

'  "*  *  I  —  rty  Cr  —  a  )  (  .r  —  Ji  )  (  .r  —  *;  )  (  .r  —  0  ) , 
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peut  se  mettre  sous  ta  forme 


(m  =  cons(.  arbitraire). 

L'auleiir  obtient  ce  résultat  par  une  voie  synthétique.  Il  me 
semble  cependant  que  l'équation  (3)  est  )iée  de  la  manière  la 
plus  immédiate  à  rtiuét;rale  de  l'équation  d'Euler  telle  qu'elle  ré- 
sulte, par  exemple,  du  théorème  d'Abei,  de  manière  que  celui-ci 
peut  être  considéré  comme  donnant  très  simplement  toutes  les 
formes  connues  de  l'intégrale. 

Le  théorème  d'Abei  montre  en  effet  que  l'intégrale  de  l'équa- 
tion  (i)  s'obtient  en  écrivant  qu'il  existe  une  constanlc  c  et  des 
nombres  (variables)  m,  n  tels  que  l'équation 

OU 

(/nX-H«)"(X-ï)-a„(X-PKX-7)(X-S)=o 

ait  pour  racines  x,  y  et  c.  Ceci  s'écrit  encore  par  l'identité  (ayant 
lieu  quel  que  soit  X) 
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(Aj,   Xj,   Xj  étant  constants).    C'est  une   première   forme    bien 
connue  de  Tintégrale  cherchée. 

Posons  maintenant  j;+y=2Ç,   xy^=r\    et   regardons   Ç,  r, 
comme  des  coordonnées  rectilignes.  Uéquation  (5),  s'écrivant 


À,  /3*—  2^5-*-  T^  —  X3  V^Y»—  '^YÎ-f-Tl  -h  X4  v/o*— '2  0;  -i-  7J  =  O, 

représente  une  conique  tangente  aux  trois  droites 

(?)  P»-2?$-4-T,  =  0, 

(T)  ï*—  î*T$ -+-t^i  =0, 

<0)  0* —   '2  0$   -H  7)  =  O. 

D^ailleurs,  ii  est  clair  que,  de  même,  cette  conique  est  tangente  à 
la  droite 

in)  a*— gsa; -h  T,  =  o. 

Ainsi  V intégrale  de  l'équation  (i)  n'est  autre  que  l'équation 
générale  des  coniques  tangentes  aux  quatre  droites  (ol)^  (^), 

(t)»  (^)'  éç^tation où  Vondoit  remplacer  \et7\ par —  cixy. 

Il  est  facile  d'écrire  cette  équation  générale  sans  savoir  résoudre 
Inéquation  R(x)=o.  Les  quatre  droites  en  question  sont  tan- 
gentes à  la  conique 

aux  points 

(7)  ;  =  «»      S  =  ?'      ?  =  Y'      ;  =  ^ 

que  l'on  peut  considérer  comme  déterminés  par  Téquation  de  la 
conique  (6)  avec  la  conique 

flroTj»-»-4ai{r)  H-2^î('2Î«-f-r^)-h4rt3Ç  -f-  «i  =  o, 

de  sorte  que  l'équation  générale  des  coniques  passant  par  ces 
quatre  points  est 

Buii'  fi^*  Sciences  malhéni.y  2'  série,  t.  X.\.  (Octobre  i^c/i.)  iS 
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{m  étaDt  un  paramètre  arbitraire).  L'équation  cherchée  s'obtiendra 

en  preDant  la  polaire  réciproque  de  la  courbe  (8)  par  rapport  à  la  - 

conique  direcLnce   (6).    On    retombe   ainsi  sur  le   résultat    de 

Stieltjes. 


NOOTEADX  EXEHFUS  D'INTEBPOLATIORS  lUUSOIRBSi 

Par  m.  Cil.  MÉRAY, 
Professeur  à  la  Facuiié  des  Sciences  de  Dijon. 

1.  L'interpolation  ne  peut  évidemment  a' teindre  sod  but  que  si 
la  dilTérence  entre  la  fooction  à  représenter  et  le  polynôme  entier 
substitué  de  la  sorte  à  celte  derniùre  tend  vers  zéro,  en  même  temps 
que  se  multiplient  indéfiniment  les  valeurs  particulières  de  la 
variable  pour  lesquelles  l'égalité  numérique  entre  l'une  et  l'autre  a 
éié  établie.  La  réalité  du  fait  n'avait  Jamais  soulevé  l'ombre  d'un 
doute,  cela  sous  la  seule  condition  que  la  fonction  fût  continue  dans 
l'intervalle  où  l'on  opère,  quand  j'ai  montré  la  possibilité  du  con- 
traire, délimité  ensuite  un  cas  étendu  et  bien  suffisant  pour  la  pra- 
tique, où  le  succès  de  l'interpolation  est  certain.  [Observations  sur 
la  légitimité  de  l'interpolation  {Annales  de  VEcole  Normale 
supérieure,  3'  série,  t.  I;  1884.)] 

Ces  deux  constatations  m'ont  paru  olfrir  un  assez  grand  intérêt 
au  point  de  vue,  non  seulement  du  problème  de  l'interpolation 
lliéorif  générale  des  foi 
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2.  En  représentant  par  f{x)  une  fonction  supposée  ololrope 
dans  une  aire  donnée  S^,  par 


(0  ^1»    J^j» 


n 


des  quantités  choisies  arbitrairement  dans  cette  aire,  et  quUci  nous 
prendrons  inégales;  par/,i(x)  le  polynôme  de  degré  maximum 
n  —  I  que  déterminent  les  n  conditions  numériques 

en  posant  enfin 

on  a  la  formule 

OÙ  la  valeur  de  x  est  aussi  intérieure  à  S^,  et  où  le  résidu  doit 
D&turellement  être  étendu  aux  n  -h  i  infinis  (1)  et  :r  de  la  fonction 
de  /  qu^il  concerne. 

I^  discussion  générale  de  cette  formule  est  impraticable  dès  que 
le  nombre  n  cesse  d'être  très  petit;  mais  une  remarque  très  simple 
la  rend  facile  dans  le  cas  où  f{x)  se  réduit  à  une  fraction  ration- 
nelle.  En  appelant  effectivement  N(:r),  D(j:)  les  deux  termes,  de 
cette  fraction,  la  fonction  de  t  placée  sous  le  signe  C  s'écrit 

i^^  ^^'^ 

^^  D{t)(x>(t){t'-x)' 

et  le   résidu  à  calculer  peut  évidemment  être  considéré  comme 
Texcès  de 


y  N(0 


résidu  intégral  de  cette  autre  fraction  rationnelle,  sur 

r  N(/) 

somme  de  ses  résidus  partiels  adhérents  aux  racines  seulement  de 
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TéqualioD  entière 


(5) 


D(0=o. 


Or,  dès  que  n  est  assez  grand  pour  rendre  le  degré  eflTeclîf  du 
dénominateur  de  la  fraction  (3)  supérieur  de  plus  d'une  unîtë  à 
celui  du  numérateur,  le  résidu  intégral  (4)  s'évanouit  (foc,  cit.,  S). 
Dans  ce  cas  donc,  la  formule  (2)  peut  être  réduite  à  celle-ci, 
maintenant  très  simple, 

N(0 


(6) 


-^^^^-■^-(^^  =  -"(^)A(D(0)u)(0(^-^)' 


3.  Gela  posé,  interpolons  d'abord  la  fraction  rationnelle  et  réelle 


/(^)  = 


N(ar) i_ 


pour  les  valeurs  réelles  de  x  que  l'on  obtient  en  appelant 


(7) 


Çl>     Çîï      •  •  •»     Çv» 


V  quantités  inégales  toutes  >>  o,  puis  en  prenant  /i  =  2y  et  les 
valeurs  (i)  égales  à 


\u 


-X-  t  _i-  t 
«»î?          •  •  •  <         ---  Çl 


Il  vient  alors 


(o(.r)  =  (J'*-tJ)...(:r*-JÎ).  w(/)  =  (/»- ^  )•••('*-  5*  ). 

moyennant  quoi  Tcquation  (5)  n'offre  que  les  racines  /  =  nz  /, 
toiiles  deux  simples,  r!  la  formule  (6)  donne  facilement 


X^-—  I 


—  fn^r) 


(«) 


/  M' 


-    JT^'     r-l    \    I     -H 


iUf'-Vi)'"(f'-ii)(f  —  -r) 


^'-i; 


Si,  nommant  H,  H  doux  (juanlitrs  positives  quelconques  dont  la 
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seconde  surpasse  i,  on  prend  maintenant  toutes  les  quantités  (7) 
inférieures  à  H,  puis  x  réelle  sous  la  condition 


\x\  >v^e-f-z«-hes«, 

on  aperçoit  immédiatement  que,  dans  le  dernier  membre  des  rela- 
tions (8),  chacun  des  v  facteurs  du  produit  placé  entre  parenthèses 
est  >  O,  et  qu'ainsi,  bien  loin  de  tendre  vers  o  quand  v  augmente 
indéfiniment,  ce  produit,  supérieur  à  B^,  est  infini,  Texcès  aussi  de 
la  fonction  considérée  sur  le  polynôme  qui  est  réputé  fournir  sa 
valeur  avec  une  approximation  illimitée. 

\.   Nous  ferons  en  second  lieu 


/(T)  = 


et,   représentant  par 

{9  )  SI»     Ça»      •  •  •>     ?v'ï 

deux  groupes  de  quantités  réelles,  toutes  comprises  entre  o  et  i 
ejcclusivementy  nous  prendrons  n  =  2v'-f-  2v"  et  les  termes 

(ii>  ±r,,....±ç;..   zi=  $;,...,  +  $;., 

pour  composer  la  suite  (i). 

En  opérant  comme  ci-dessus  (3),  on  arrive,  pour  o:  =  o,  à 

=,.„....[(Jï^...jy(^...j^)]. 

puis,  en  valeur  numérique,  à  Tinégalilc 

^•*>        (5î^L-/'.<«')>^v-^-T^W' 

quand  on  assujettit  chacune  des  quantités  (10)  à  la  condition 


1 
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donnant  évidemment 

Ainsi  donc,  on  aura  beau  multiplier,  resserrer  arbitrairement 
les  quantités  (9)  à  Tintéricur  de  l'intervalle  (o,  i),on  n'en  pourra 
pas  moins  prendre  ensuite  v'''  assez  grand  pour  empocher  le  second 
membre  de  l'inégalité  (i  2)  de  tendre  vers  o,  le  premier  à  plus  forte 
raison,  et  même  pour  les  rendre  tous  deux  infînis.  De  cette  ma- 
nière, les  valeurs  (1 1)  seront  aussi  nombreuses,  aussi  rapprochées 
qu'on  le  voudra  dans  l'intervalle  ( —  1 ,  4-  1);  jamais,  pour  x  =  o, 
In  valeur  du  poljnome /,i(:r)  ne  justifiera  le  préjugé  traditionnel 
consistant  à  lui  attribuer  pour  limite  la  valeur  correspondante  de 
la  fonction  soumise  à  l'interpolation. 

A  roxcmple  précédent  (3),  choisi  de  manière  à  faire  intervenir 
une  fonction  demeurant  continue  pour  toutes  les  valeurs  réelles 
de  la  variable,  on  pourrait  objecter  que  la  valeur  considérée  pour  x 
u  été  prise  trop  en  dehors  de  l'inlervalle  où  Tinterpolation  a  été 
oxéoulée.  Mais  aucune  objection  de  ce  genre  ne  peut  être  formulée 
au  sujet  de  celui-ci,  puisque  la  valeur  o  attribuée  à  x  est  absolu- 
mont  conlrale  relativement  à  Tensemble  de  celles  prises  pour  élé- 
monls  du  calcul  du  polvnome //,  (.rV 


BULLETIN  BIBLIOGRAPHIQUE.  i-x 


BULLETIN    BIBLIOGRAPHIQUE 


Abbl  (N.-H.)-  —  Untersuchungen  ûber  die  Reihe 

I  m{m  —  i)    .       m{ni  —  \)i  m  —  i)    , 

IH X-\ X^  H X^-\-.,. 

m  i .  à  1.2.3 

(1826).  Herausgeg.  von  A.  Wangerin.  In-B"*,  Leipzig,  Engelmann.  Gcbd. 

I  m. 

(Ostwald's  Klassiker  der  exaktcn  Wisscnschaflcn.  N*>  76). 

D*OviDio  (E.).  —  Geometria  analitica,  In-S**,  Torino,  Bocca.  10  1. 

G5PEL  (A.).  —  Entwurf  einer  Théorie  der  AbeTschen  Transcendent  en 
erster  Ordnung.  (1847).  Herausgegebcn  von  H.  Weber.  In-8°.  Leipzig, 
Engelmann.  Gebd.  i  m. 

(Ostwald's  Klassiker  der  cxakteo  Wissenschaften.  N«»  67.) 

Maggi  (G.-A.).  —  Principi  délia  teorla  matematica  del  movimento 
dei  corpL  In-S".  Milano,  Hœpli.  12  I. 

PoiNCARÉ  (H.)  —  Calcul  des  probabilités.  Leçons  professées  au  Cours 
de  Physique  malhématique  pendant  le  2*  semestre  1893-189».  ïn-8",  279  p. 
Paris,  Carré. 

PrcBBEBGER  (E.).  —  Eine  allgemeine  Intégration  der  Differential- 
gleichungen,  3.  Heft.  Gr.  in-8**,  v-5i  p.  Wien,  Gerold's  Sohn.  i  m.  Go  pf. 

Webber  (E.).  —  Applicazioni  geometriche  e  analitiche  di  Calcolo 
fiifferenziale  ed  intégrale.  In- 16.  Milano,  RechiedeL  3  1.  5o  c. 

NerMANN  (C).  —  Allgemeine  Untersuchungen  iiber  das  Newton'sche 
Princip  der  Fernewirkungen  m.  besonderer  Rùcksicht  auf  die  elek- 
trischen  Wirkungen.  Gr.  in-8",  xx  1-292  p.  Leipzig,  Teubner.  lo  m. 

pLÏ'CKBB  (J.).  —  Gesammelte  ivissenschaftliche  Abhandlungen. 
\  Auf  trafic  der  kgl.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Gôttingen, 
herau«{?C{î.  von  II.  Schonflies  u.  F.  Pockels  Hn  2  Bandon)].  2.  HtL  Physi- 
kalische  Abhandlungen.  Herausgeg.  von  F.  Pockols.  Gr.  in-8'*,  xviii- 
t*34  P-  a^'C^  7^  ^n*  ^l9PÏ'  Leipzig,  Tcubncr.  Jo  ni. 

RfSTEEN  (A.-D.).  —  Molécules  and  the  Molecular  Thcorj  of  Mat  ter. 
|llu«-tratccl.  In-H\  Boston,  9  sli. 


a7<  BULLETIN  BIBLIOGRAPHIQUE. 

C*vi,EV  (A.)'  —  Collected  Malhematicat  Paperx.  VoL  9.  ln-4'',  Cam- 
bridge Univ,  Press.  25  sli. 

KoEMGSBERGER  (L.).  —  Hermann  v.  HelmhoUt'  Untersuchungen  Ûber 
die  Grundlagen  der  Mathematik  ti.  Meehanik.  Gr.-8',  III-58  p.  btcc 
I  portrait.  Leigizi^,  Teubncr.  1  m.  40  pf. 

Lerot  (C.-F.-A.)-  —  Traité  de  Géométrie  deicriptipe,  tuifi  de  fa  mé- 
thode des  plans  cotes  et  de  la  Théorie  des  engrenage*  cylindrique* 
et  coniques.  \\'  éiiu,  t.  I,  in-j",  \\-Z~o  p.  et  album  de  71  pi.  Paris, 
Gaulliier-Villars  et  fils.  16  fr. 

IsSALV.  —  Optique  géométrique.  Septième  Mémoire  ;  Propriétés  po- 
larisalrices  des  faisceaux  de  rayons  de  nature  quelconque.  In-8*. 
fia  p.  Bordeaux,  impr.  Gounouilhou. 
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G.  PAPEUEH.  —  Leçons  sur  les  coordonnées  TANiiENTiKLLES,  avec  une 
préface  de  M.  P,  Appelle  Membre  de  l'Instilut.  Paris,  Nony  et  C**;  2  vol. 

Dans  cet  Ouvrage,  Taulcur  a  repris  toutes  les  questions  étudiées 
d^ordinaire  en  coordonnées  ponctuelles,  et  a  montré  tout  le  parti 
que  l'on  peut  tirer  des  coordonnées  tangentiellcs  ;  il  y  a  ajouté 
d'intéressants  Chapitres  sur  les  réseaux  de  coniques  et  de  qua- 
drîques,  sur  les  propriétés  de  deux  et  trois  coniques. 

Écrit  avec  rigueur  et  clarté,  ce  Traité  est  appelé  à  rendre  des 
services  au  débutant  aussi  bien  (|u^à  Tétudianl  déjà  habitué  aux 
méthodes  de  la  Géométrie  analytique.  A.  Grévv. 


Alfreoo  CAPELLI.  —  Lezioni  di  Algebra  couplementaue.  Nupoli,  libreria 

scientifica  c  induslrialc  di  B.  Pellorano. 

Cet  Ouvrage  est,  comme  l'indique  l'auteur  dans  sa  Préface,  en 
grande  partie  la  reproduction  de  leçons  faites  à  TUnivcrsité  de 
Naples  ;  il  correspond  assez  bien  à  nos  cours  de  Mathématiques 
spéciales. 

Les  premiers  Chapitres  sont  relatifs  à  la  théorie  des  nombres 
irrationnels,  basée  sur  la  séparation  des  nombres  rationnels  en 
deux  classes  ;  à  l'analyse  combinatoire,  à  la  théorie  des  détermi- 
nants et  au  calcul  des  imaginaires. 

Dans  les  Chapitres  V  à  VIII,  Tauteur  traite  de  la  résolution 
algébrique  des  équations  ;  après  avoir  résolu  les  équations  du  troi- 
sième et  du  quatrième  degré,  il  établit  qu'il  est  impossible  de  ré- 
soudre parradîcaux  les  équations  de  degré  supérieur  ;  notons  une 
démonstration  rigoureuse  du  théorème  de  d'Alembert,  qui  est  une 
heureuse  modification  de  la  démonstration  de  Cauchy. 

Les  deux  derniers  Chapitres  sont  relatifs  à  la  résolution  numé- 
rique des  équations. 

(^e  livre,  facile  à  lire,  permet  à  Téludiant  d'aborder  les  théories 

/^uii»  des  Sciences  mat  hem.,  -i*  série,  t.  W.  (  No\ciiil»ic  iS«;^).  )  i,^ 
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les  plus  élevées  de  TAIgèbre  supérieure  ;  des  noies  cl  exercic 
placés  à  la  suite  de  chaque  Chapitre,  renferment  d'importa 
théorèmes,  que  Ton  peut  omettre  dans  une  première  lecture,  m 
qui  n'en  sont  pas  moins  intéressants  pour  qui  veut  approfon 
les  théories  ébauchées  dans  ces  leçons.  A.  Grévy. 


P.  PAINLEVÉ,  Maître  de  Conférences  à  la  Faculté  dos  Sciences  de  Paris. 

Leçons  sur  l'intégration  dks  équations  dippérrntiellbs  db  la  MéC' — 

NIQUE  et  applications. 

Lagrangc  et  Jacobi  ont  coulé  les  principes  de  la  Mécanique  an 
Ivlique   dans   un   moule   indestructible   et  qu^il    semble   impo 
sible  de  modifier.  Aussi,  dans  leur  ensemble  général,   tous   1 
Traités  de  Dynamique  analytique  ofTrent-ils  la  reproduction  soi" 
de  la  Mécanique  céleste,  soit  des  Vorlesungen. 

La  Dynamique  analytique  de  Mathieu,  les  mémoires  de  Grain 
dorge  sur  l'intégration  des  équations  de  la  Mécanique  ont  tour  î 
tour  reproduit,  en  français,  les  belles  méthodes  créées  par  Jacobi 

Mais  si  le  fonds  reste  le  même,  la  méthode  d'exposition,  I 
souci  des  détails  et  des  difficultés,  habituellement  laissés  de  côté, 
sont  très  dignes  d'attirer  Tattention  des  esprits  les  plus  distingués 
n  très  propres  à  leur  fournir  l'occasion  de  déployer  la  souplesse 
de  leur  talent.  Ajoutons  que,  dans  ces  dernières  années,  Texpo- 
silion  des  méthodes  (rinlégralion  a  atteint  un  degré  de  perfection 
qui  fait,  de  cette  branche  de  l'Analyse,  un  monument  plein  d'élé- 
gauce  et  d'harmonie.  Nous  avons  dit  Analyse,  car  il  faut  bien  re- 
(îonnaître  qiwî  ces  belles  doctrines  restent  indifférentes  au  côté 
mécanique  lui-même.  Il  se  produit  vraisemblablement  là,  et  avec 
un  peu  plus  de  généralité,  ce  que  la  Science  avait  déjà  vu  se  pro- 
duire à  Toccasion  du  mouvement  d'un  corps  solide  autour  de  son 
centre  de  gravité.  L'éléganrfî  des  formules  ne  laissait  rien  à  désirer 
et  Tanalyste  devait  se  déchirer  satisfait.  Poinsol  ne  le  fut  point  et 
(^'est  en  le  comblant  (pi'il  démontra  le  vide  que  laissaient  sub- 
sister les  formules. 

Même  dans  des  problèmes  où  le  nombre  requis  des  intégrales 
rsi  ;jiteinl,  la  compliealion  de  l'in^lrument  analytique  rend  ce  ré- 
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stjltat  illusoire  et  laisse  cachées  les  afTcctioDs  du  mouvemenl. 
Pour  les  mellre  en  évidence,  il  faut  recourir  à  d^autres  mojens. 
€Zes  considérations  ne  doivent  pas  nous  faire  négliger,  ni  nous 
cixi pécher  d'admirer  les  belles  méthodes  classiques  de  la  Djna- 
mic|ue  analytique;  car,  si  elles  ne  peuvent  tout  donner,  du  moins 
pou v^ent-elles  donner  beaucoup.  Elles  suffisent  même  dans  des 
cas   oonvenablement  choisis. 

11    était  désirable  que,   sans  perdre  de  leur  ampleur,  ces  mé- 
tlftodes  fussent  mises  à  la  portée  de  nos  étudiants,  et  c'est  la  tâche 
à     laquelle  M.   Paul  Painlevé  a  appliqué  son  remarquable  talent. 
l^€^s    applications,  savamment  choisies,   que  le  lecteur  rencontre 
à     chaque  pas,  rompent  la  monotonie  et  Taridité  d'une  théorie 
aussi  abstraite;   elles   aident  grandement  à  sa    compréhension. 
Car,    si  c'est   par   ses   principes  que  l'on  doit  savoir   la  Méca- 
nique,   c'est  sur   des  applications  qu'on    l'apprend.   Aussi,    ne 
saurions-nous  trop  insister  sur  le  côté  pratique  de  ce  livre  qui  offre 
•ux  étudiants,  à  côté  des  principes,  un  véritable  recueil  de  pro- 
Wèmes  savamment  traités  et  complètement  résolus. 

^ous  ne  pouvons  en  donner  ici  l'énuméralion  complète.  Signa- 

ODs  plusieurs  problèmes  concernant  le  gyroscope,  dont  certains 

•^'t^s   par  Gilbert  dans  son  Mémoire  sur  la  méthode  de  Lagrange. 

'ff**^lons  encore  le  théorème  de  Liouville  et  les  extensions  qu'il 

'^^^onmenl  reçues.  La  16*  Leçon  sur  VÉtude  des  trajectoires 

^^e€£^^    ne  manquera   pas  d'attirer  l'attention;    il   traite   d'une 

quest.i^3ij  importante  sur  laquelle  l'auteur  est  revenu  dans  ces  der- 

nicr^    "t-cmps  et  qui  concerne  la  continuité  du   mouvement  telle 

qu  elf^  paraît  ressortir  des  formules.  L'auteur  a  traité  ce  sujet  par 

une    ^x^gjyg^  d'une  haute  portée  et  a  trouvé  le  moyen  dV  affirmer, 

uoe  fo  jg  jç  plus,  sa  puissante  faculté  de  généralisation  analytique. 

G.  k." 


■>.-;« 


PREMlÈltE  PAUTIE. 


Mémoires  cl  par  ses  écriis  didactiques,  est  bien  connue  <le  nos 
lecteurs.  Vers  la  (in  de  sa  vie,  revenant  après  une  longue  inter- 
ruption à  la  Gëoniélrie,  il  l'a  enrichie  d'idées  neuves  et  fécondes. 
qu'un  long  repos,  sans  doute,  avait  fait  mûrir  dans  son  esprit.  Il 
était  bon  que  l'ensemble  de  son  œuvre  pût  être  placé  sous  len  ^eux 
des  jeunes  géomt-tres  et  des  futurs  historiens  du  développement 
de  la  Science  à  notre  époque.  Cette  œuvre  aura  toujours  pour 
nous,  Français,  un  inlérèl  tout  particulier,  car  nous  ne  pouvons  ou- 
blier la  collaboration  de  Pliicker  aux  Annales  de  Gergonne,  la 
part  active  et  originale  qu'il  a  prise  au  développement  des  dé- 
couvertes et  des  idées  directrices  de  Mooge  et  de  Poncelet, 

Le  Tome  I  de  la  publication,  qui  est  le  seul  dont  nous  ayons  à 
rendre  compte  (  '  ),  contient,  avec  un  portrait  qui  nous  a  paru  fi- 
dèle, l'analyse,  que  nous  devons  à  Clebsch,  des  travaux  et  du  rôle 
de  Pliicker,  une  collection  de  .^9  Mémoires.  Elle  contient  tout  ce 
que  Pliicker  a  écrit  en  Géométrie  en  dehors  de  ses  cinq  Traités  di- 
dactiques qui,  d'ailleurs,  ne  sont  pas  épuisés  et  qu'il  a  paru  inu- 
tile de  comprendre  dans  l'édition  projetée  {'). 

Les  Mémoires  sont  disposés  par  ordre  chronologique,  leur  ré- 
daction a  été  revue  avec  grand  soin  par  M.  SchœnQics,  de  sorte 
que  l'on  peut  dire  que  celte  édition  est  vraiment  digne  du  géo- 


uétrc  auquel  elle  est  cnnsacrée. 


G.  D. 


-Mabci*erite  Carnot.  Seiîj    Leben 
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été  consacrées  dans  nos  différents  Recueils  biographiques,  il  nous 
suffira  de  rappeler  ici  l'éloge  que  lui  a  consacré  Arago,  les  appré- 
ciations que  divers  géomètres,  notamment  Poncelet  et  Chasles, 
nous  ont  données  sur  son  rôle  en  Géométrie,  les  deux  Volumes 
des  Mémoires  sur  Carnot  par  son  fils  y  etc.  La  nouvelle  publi- 
cation, que  nous  devons  à  M.  Finck,  ne  vient  donc  pas  combler 
une  lacune;  elle  sera  néanmoins  accueillie  avec  faveur.  Il  serait 
bon  que  des  publications  du  genre  de  celle-ci,  d'une  étendue  rai- 
sonnable, consacrées  à  des  hommes  qui  méritent  à  tant  de  points 
de  vue  d'être  proposés  comme  des  modèles,  pussent  être  répandues 
à  un  grand  nombre  d'exemplaires  et  mises  à  la  disposition  de 
tous.  C'est  avec  un  véritable  soin  et  avec  la  sympathie  que  mérite 
le  sujet  de  son  étude,  que  l'auteur  examine  successivement  le  rôle 
que  Carnot  a  joué  comme  citoyen,  les  découvertes  que  nous 
lui  devons  en  Géométrie,  en  Analyse  et  Mécanique,  l'influence 
qu'elles  ont  eue  sur  le  développement  de  la  Science  à  notre 
époque.  C'est  donc  en  toute  confiance  que  nous  signalons  cet 
Ouvrage  à  nos  lecteurs.  G.  D. 


STACKEL  (P.)  ET  ENGEL  (Fr.).  —  Die  TiiEouiii:  dkr  Parallellinien  von 
EcKLiD  BIS  Gauss.  Einc  Urkundcnsammliin^  ZUT  Vorgescliichte  der  nichtcu- 
klidischon  Géométrie,  i  vol.  x-3a5  p.  in-8'',  avec  i4^  fig.  ot  un  fac-similé 
d'une  Lettre  de  Gauss.  Leipzig,  Teubner;  1895. 

Aujourd'hui  que  la  question  du  Postulatum  d'Euclidc  peut  être 
considérée  comme  résolue,  et  que  les  géomètres  ont  appris  à  re- 
connaître à  l'axiome  euclidien  son  caractère  de  définition,  ils 
éprouvent  un  intérêt  d'autant  plus  vif  à  suivre  le  développement 
d^une  idée  aussi  paradoxale  en  apparence  et  aussi  peu  naturelle  à 
Fesprit  humain.  M.  SUickel  nous  montre  que  cette  idée,  comme 
toute  autre,  a  germé  progressivement  dans  les  esprits.  Avec  la 
collaboration  de  M.  Fr.  Engel,  il  nous  apporte  une  série  de  docu- 
ments importants  sur  ce  qu'il  appelle  la  préhistoire  de  la  Géomé- 
trie non  euclidienne. 

Si,  en  eflety  la  Géométrie  non  euclidienne  reconnaît  pour  fon- 
dateurs Lobatschewsky  et  Hoijai,  elle  a  eu  ses  précurseurs.  Il  y 
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a  <]iielqucs  anni-cs,  M.  lieltrami  signala  comme  lel  le  jtJsuitc  ita 

lien  Sacclieri  [iti^'-ijH).  La  conclusioa  finale  du  livre  de  Sac-.^ 
chcri  est  erronée,  puisque  celui-ci  a  cru  démontrer  l'axiome 
d'Euclidc  :  la  nolion  d'infini,  sous  la  forme  métaphysique  qu'elle 
a  revêtue  dans  les  premiers  temps  du  Calcul  infinitésimal,  se  pr^^^ 
tait  trop  aisément  à  des  sophismes  tels  que  ceux  dont  il  s'e^^^ 
servi.  Mais,  à  côté  de  cette  erreur,  se  rencontrenl  des  résultal^v 
rcmarquablcs  :  c'est  à  Saccheri  que  l'on  doit  la  démonstration  <^E 
ce  fait,  que  l'hj'polhèse  euclidienne  est  toujours  la  vraie  si  el^"  _ 
est  vérifiée  dans  un  seul  cas  particulier,  et  qu'il  en  est  de  mén~:^ 
pour  l'hypothèse  contraire. 

L'honneur  d'avoir  entrevu  certains  principes  de  la  Géomélrrr^ 
non  euclidienne  ne  revient  pas  au  seul  jésuite  italien.  Parmi  ce^^- 
qui  l'ont  précédé  dans  cette  voie,   il  faut  citer  Wallis,  dont  ^^H 
travaux  de  Calcul  inlinitéslmal  sont  bien  connus,  et  qui  a  été 
premier  à  apercevoir  l'équivalence  de  l'hypothèse  euclidienne  a^^  ' 
le  fait  de  l'existence  de  ligures  semblables.  Mais  M.  St^ckel  a  ^e=:i 
couvert  des  recherches  beaucoup  plus  importantes  sur  ce  s(»_^r 
dans  l'œuvre  de  J.-fl.  Lambert.  On  ne  peut  qu'admirer,  avec   t   — 
auteurs,   le  génie,  en  quelque  sorte  prophétique,  de  cet  iiom iJ^* 
qui  démontrait  le  premier  l'irrationnalité  de  -,  annonçait  la  tran^^ 
ccndance  de  ce  nombre  et  qui,  dans  un  temps  où  la  considéra tioi^^ 
des  quantités   complètes  était  encore  tout  à  fait  étrangère  aux 
géomètres,  osait  affirmer  l'identité  de  la  Géométrie  non  eucli- 
dienne avec  fa  Géométrie  sur  une  sphère  imaginaire. 

MM.  Siiickcl  et  Engel  ont  rassemblé  et  traduit  les  textes  d'Eu- 
clidc, de  Wallis,  de  Saccheri  et  de  Lambert  et  fournissent,  sur 
ces  auteurs,  des  renseignements  biographiques  dont  beaucoup 
sont  nouveaux.  Ils  nous  donnent  ensuite  un  extrait  de  la  célèbre 
indance    de    Gauss  avec    Schuniaclier,    dans    lanuello 
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sisler  un  peu  plus  sur  ce  point)  il  a  vu,  à  certains  égards,  plus 
clair  c|ue  les  fondateurs  de  cette  doctrine.  On  ne  saurait  trop  re- 
marcuior  des  phrases  telles  que  les  suivantes  : 

«  •  .  .  II  est  pour  moi  bien  vraisemblable  que  tous  ces  sys- 
tèmes »  (les  différentes  géométries  non  euclidiennes)  «  existent 
ensemble,  comme  il  existe  une  infinité  de  géométries  sphériques, 
puis<|ti'on  peut  imaginer  des  sphères  d'une  infinité  de  rayons  dif- 
férents (')»  [surtout  lorsque  Fauteur  complète  sa  pensée  en  ajou- 
^^^y  un  peu  plus  loin  ('^),  qu'alors  il  y  aurait  entre  deux  points  une 
infinité  de  lignes  droites,  correspondante  ces  différents  systèmes]. 

L'étrange  faute  de  raisonnement  par  laquelle  Taurinus  voit, 
^ans  cette  circonstance,  une  contradiction  avec  la  définition  de  la 
"Çnc  droite  et  veut  en  conclure  la  démonstration  du  Postulatum 

m 

y>eot,  il  est  vrai,  entacher  d'une  façon  regrettable  les  vues  si 
J^Jsies  qui  précèdent.  Elle  ne  saurait  néanmoins  les  faire  oublier; 
^^  c  est  même  une  conception  inexacte,  peut-être,  mais  bien  voi- 
sine de  la  vérité  que  celle-ci  : 

'*  F*our  conclure,  nous  exprimerons  notre  conviction  qu'il 
|st^  un  tel  système;  mais  ce  dont  nous  doutons,  c'est  que  ce 
'^'^  ^tre  une  Géométrie  rcctiligne  et  plane  »  ('). 

J.  IIadamard. 


^SMANN  (II.).  —    Gesaumeltr   Matiiematisciie    vnd    physikaijsciik 
^V'erke.  Tome  I,  -jï*  I^rtie;  in-8",  vii-5ii  p.  Teubner,  Leipzig,  iHgG. 


Xie  seconde  partie  du  Tome  premier  des  CEuvres  de  Grass- 

^^*i  est  consacrée  à  la  seconde  rédaction  (\Hid'>.)  AeVAusdeh' 

'^^sfe/ire.  On  sait  que  la  première  exposition  (i 844) où  Grass- 

^1  avait  voulu  constituer,  sur  dos  concepts  si  généraux  que, 

1         *oîs,  ils  semblent  vides,  une  branche  indépendante  du  reste  de 

^^îcnce,  n'avait  guère  répandu,  parmi  les  mathématiciens,  des 


^*  )   Stâckel,  Die  Théorie  der  ParaUellinien,  etc. y  p.  j'îi. 
'*)  Ibid.,  p.  a62. 
^  ^  >  Ibid,,  p.  iM). 
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idées  dont  Tauteur  ne  s'exagérait  nullement  Timporlance,  m9^^ 
qu'il  avait  sans  doute  développées  d'une  façon  trop  abstraite  po^^^ 
de  purs  mathématiciens.  Grassmann  le  reconnaît  dans  la  préfa^^^ 
de  l'édition  de  1862,  préface  dont  la  fierté  n'a  rien  d'excessif     ^^ 
qui  s'élève  parfois  jusqu'à  l'éloquence.  La  lecture  de  celte  réd^»-^^' 
lion,  qui  est  relativement  aisée,  sera  encore  facilitée  par  le  sc^^*  ^ 
méticuleux  avec  lequel  les  éditeurs  ont  corrigé  les  fautes  de  déta.    ^  ^ 
à  propos  desquelles  M.  Engel  rappelle  cette  pensée  de  Lessin 
«  Ce  n'est  pas  louer  médiocrement  un  auteur  que  de  dire  qu'il 
pas  commis  d'autres  fautes  que  celles  que  tout  le  monde  au 
pu  éviter.  »  En  dehors  de  ces  corrections,  les  éditeurs  ont  ajou 
en  appendice,  un  grand  nombre  de  notes  importantes,  dont  L- 
unes  éclaircissent  le  texte  de  Grassmann,  dont  les  autres  ma 
quent  la  place  de  ses  idées  dans  le  développement  ultérieur  de 
Science  :  ces  notes  sont  dues  à  M.  H.  Grassmann  (fils)  et 
M.  Engel.  Nous  signalerons,  en  particulier,  une  note  étendue 
ce  dernier  a  exposé,  dans  le  langage  ordinaire  de  l'Analyse  et  i 
dépendamment  des  théories  de  V Ausdehnungslehre,  les  rechec 
ches  de  Grassmann  sur  le  problème  de  PfafT.  Â  plusieurs  reprise?- 
depuis  vingt  ans,  M.  Sophus  Lie  a  insisté  sur  l'importance  de  c 
recherches.  J.  T. 


BRAHY.  —  Exercices  méthodiques  de  Calcul  intégral,  i  vol.  in-8*, 

viii-391  p. 

L'Auteur  a  déjà  publié  un  recueil  d'exercices  sur  le  Calcul  dif — 
fércnticl.  Les  deux  recueils  sont  destinés  aux  commençants  e'^ 
l(Mir  rendront  service.  Ils  contiennent  quelques  exemples  simples, 
traités  explicitement,  et  l'énoncé  de  questions  faciles,  classées  de 
manière  qu'il  n'y  ait  aucun  doute  sur  les  méthodes  qu'il  faut  ap- 
pliquer pour  les  résoudre.  Ce  n'est  pas  relTort  d'invention  que 
l'auteur  cherche  à  développer;  il  n'a  en  vue  que  la  stricte  et  di- 
recte application  des  méthodes  fondamentales.  J.  T. 


la 
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fCLEIN(F.  ).  —  Leçons  SUR  certaines  qiestions  de  Géouétrie  élémentaire. 
Possibilité  des  conslructions  géométriques  :  les  polygones  réguliers;  trans- 
cendance des  nombres  e  et  t..  Traduction  française,  par  /.  Griess.  i  vol. 
in-8*.  98  p.  Nony,  Paris,  iH^fi. 

Nous  avons  réceminenl  parlé  de  ce  petit  Livre  :  nul  doute  qu'il 
ne  inérilal  d^étre  traduit,  el  il  faut  remercier  M.  Griess  d^avoir 
I  »ris  ce  soin.  J.  T. 


CvAEENIlILL  (A.)-  —  Les  fonctions  eli.iptiqies  et  leurs  applications. 
Traduit  de  langlais  par  M.  Griess,  avec  une  préface  de  M.  .-tppeU.  1  vol. 
in-8',  \v111-570  p.  Paris,  Georges  Carré,  1895. 

.^Sous  sommes  heureux  d'annoncer  la  traduction  de  l'excellent 

'*%'«"c  de  M.  Greenhill;  celte  traduction  peut  d'ailleurs  être  re- 

ërar^cdée  comme  une  seconde  édition,  puisque  l'Auteur  a  remanié 

'<^    C^xte  à  diflerents  endroits  et  fait  diverses  additions;  signalons 

c'Cîl  M  «  qui  concerne  le  pendule  et  l'interprétation  de  la  période 

'■"■^  -^  ginaire  d'après  le  théorème  général  que  l'on  doit  à  M.  Appell 

*  •-■  ^*"     le  changement  de  t  en  il  dans  les  équations  de  la  Mécanique, 

^  •■     ^i^ «elles  qui  se  rapportent  aux  intégrales  pseudo-elliptiques;  c'est 

'*  "^       ^ujet  sur  lequel   on  sait  que  M.  Greenhill  a  fait  d'importantes 

"^^^^^^  ftierches. 

^^  J.  Appel!  a  mis  en  tête  de  la  traduction  une  intéressante  pré- 
^^^^i  où  il  caractérise  parfaitement  le  mérite,  les  tendances  et 
^*  Milité  du  Livre  de  M.  Greenhill.  J.  T. 


i 


•  dARLI  cl  A.  FAVARO.  —  Birliografia  galileiana.  Rome,  i»*/),  vii- 
**^»a  p.  in-8".  —  (N"  XVI  des  Indici  e  Catalog/n  publiés  par  le  Ministcro 
^^^lla  publica  Istruzionc.  ) 

■^our  recommander  cet  Ouvrage,  il  suffit  du  nom  de  l'infati- 
B^*Jc  savant  qui,  depuis  déjà  près  de  vingt  ans,  consacre  les  loi- 
^^•^sdeson  professoral  à  la  mémoire  de  Galilée,  el  <)ui  dirige  avec 
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lin  zèle  si  lieurcux.  la  nouvelle  édilion  des  CEuvres  du  «  gran  vec — 
cliio  ».  La  bibliographie  qu'il  a  dressée  avec  M.  Carlî  compreDc3 
aoag  numéros  depuis  i36S  jusqu'en  189a,  livres,  opuscules,  arli  — 
des  de  journaux,  recensions,  eic.  C'est  assez  dire  quelles  pré  — 
cieuscs  indicHtions  on  peul  j  trouver. 

Tous  les  titres  sont  donnés  in  extenso  et,  par  une  heureuse 
innovation,  les  rares  Ouvrages  qui  n'ont  point  été  vus  par  l'un  ov 
l'autre  des  collaborateurs,    sont  marqués  d'un  astérisque.    Pour 
faire  sentir  la  nécessité  d'une  telle  précaution,  je  copie  un  des 
numéros  qui  se  trouvent  dans  ce  cas. 

*  —  Ant.  ue  La  Loubérr.  Proposîtiones  geometricEc,  ex  quibus  ostcn- 
dilur  non  recie  inferri  a  Gatila^o  motum  lîeri  in  instanti.  —  Tolosa;,  i658. 

Rcgistrato  dai  DE  BACKKa  nella  *  Bibliothèque  des  écrivaini  de  la 
Compagnie  de  Jésus  (I,  .{Gg).   a 

Or,  d'après  l'exemplaire  de  ce  rarissime  opuscule  qui  se  trouve 
à  ta  Bibliotb^'que  nationale,  le  litre  véritable  est  le  suivaut  : 

0  Antonii  LaloueriC  (')  Societatis  Jesu  Propositiones  Geomeiricœ  sci, 
quibus  oscendilur  ex  CazraiLana  hypolhest  cîrca  proportionem  qua  gravia 
decidcntia  acccleranlur,  non  recte  inferri  à  Gassendo  molum  fore  in  in- 
stanti.  D  —  Placard  daté  «  Tolosx,  vi  eidus  decenib.  i638  ■>. 

Le  nom  de  Galilée  ne  Hgure  pas  plus  dans  le  texte  que  dans  le 
titre  de  cet  Opuscule  (-),  mais  en  fait  sa  doctrine  est  réellement 
en  cause.  En  i645,  le  jésuite  Cazré,  alors  recteur  du  collège  de 
Metz,  avait  publié  à  l'aris  une  Physica  démons trativa  {W  206 
de  la  Bibliografia),  où  il  prétendait  établir,  contre  Galilée,  que, 
dans  la  chute  des  graves,  la  vitesse  croît  proportionnellement, 
non  pas  an  temps  écoulé,  mais  bien  à  l'espace  parcouru. 
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Gassend  défendit  la  thèse  de  Galilée  dans  trois  lettres  latines 
«qui  furent  imprimées  en  1646  avec  des  réponses  du  P.  Cazré 
^n^  212).  Il  insista  sur  une  remarque,  déjà  faite  par  le  savant  ita- 
lien, que  rhypothèse  de  la  proportionnalité  de  la  vitesse  à  l'espace 
^^onduirait  à  faire  parcourir  un  espace  fini  dans  un  temps  nul 

Fermât  intervint  dans  cette  discussion  en  adressant  à  Gassend 
'wne  leltre  (Œuvres  de  Fermât,  t.  II,  p.  267)  où  il  donna  le  pre- 
snier  une  rigoureuse  démonstration  de  Tassertion  de  Galilée. 
Kjeiie  lettre  ne  fut  pas  rendue  publique  alors,  mais  Sorbièrc  Tin- 
tséra,  sous  les  initiales  P.  F.  S.  T.,  à  la  fin  de  la  correspondance 
<le  Gassend,  dans  l'édition  de  ses  Œ^uvres  qu'il  procura  en  i658. 
C'est  sur  le  vu  de  cette  édition  que  Lalouvère  (*)  prit  à  son 
tour  la  défense  de  son  confrère.  Son  moyen  revient  en  fait  à 
attribuer  au  grave  une  vitesse  finie  à  l'origine  de  la  chute,  hy- 
pothèse aussi  absurde  physiquement  que  ses  Démonstrations 
géométriques  sont  inattaquables. 

Le  lecteur  excusera,  je  l'espère,  cette  digression  qui  m'a  en- 
traîné un  peu  loin  de  la  Bibliograjia  galileiana.  J'y  reviens 
pour  une  critique  de  forme  relative  à  l'index  des  noms  d'auteurs. 
Comme  je  l'ai  déjà  remarqué  à  propos  du  Saggio  di  una  biblio- 
grafia   Euclidea  du    professeur   Riccardi,  je    trouve   fâcheux 
l'usage  de  transcrire  tous  les  prénoms  dans  une  même  langue,  au 
lieu  de  les  conserver  sous  leur  forme  nationale.  Je  ne  vois  pas 
quel  intérêt  il  y  a,  par  exemple,  pour  un  italien,  à  trouver  dans 
un  index  «c  Pascal  (Biagio)  »  au  lieu  de  «  Pascal  (Biaise)  »;  et  il 
Ole  semble  que  cette  forme  de  prénom  doit  être  aussi  choquante 
pour  un  Allemand  ou  un  Anglais  que  pour  un  Français.  Mais  je 
proteste  surtout  contre  le  changement  des  noms  propres   eux- 
^êmes,    faute   que   nous   ne   commettons  que    trop  souvent  en 
«**rance.  Il  peut  être  utile  en  Italie  démettre  dans  un  index  «  Car- 
^^sîo  »  avec  renvoi  à    «  Descartes   »,   mais  je   ne  vois  pas  qu'il 


(*)  On  peut  se  demander  s'il,  n*a  pas  reconnu  Format  sous  les  transparentes 
^■litiales  de  la  lettre  à  Gassend,  ou  s'il  a  commis  la  maladresse  de  contredire  un 
^v&i  qa'il  avait,  au  fort  de  sa  dispute  avec  Pascal,  le  plus  grand  intércH  à  me- 
*^«igcr.  Fermât  avait  prétendu  expressément  clore  le  débat;  Lalouvère  qualifie 
l*aoonyme  de  subtilissimus^  mais  affirme  qu'il  n'a  pas  épuisé  lu  question. 
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puisse  l'être  d'écrire  <(  Bacone  Francesco  »  au  lien  de  «  Bacon 
Francis  (*).  » 

S'il  y  a  doute,  comme  dans  le  cas  des  auteurs  qui  ont  écrit  en 
latin,  mieux  vaudrait  conserver  d'ailleurs  la  forme  latine  que 
d'indiquer  «  Casraeo  »  pour  le  P.  Cazré  (celui  précisément  donl 
j'ai  parlé  plus  haut)  ou  «  Grandamico  »  pour  son  confrère,  le 
P.  Grandamy. 

C'est  enfin  à  tort  que,  dans  l'index  de  la  Bibliograjia  gali- 
leiana,  on  a  distingué  «  Martin  Enrico  )>  et  «  Martin  Tommaso 
Enrico  » .  Si  dans  les  Comptes  rendus  de  V  Académie  des  Sciences 
pour  1867  et  1868,  les  litres  des  Notes  relatives  aux  faux  auto- 
graphes de  Vrain-Lucas  ne  portent  pas  toujours  la  double  initiale, 
il  n'en  est  pas  moins  certain  que  notre  historien  Henri  Martin 
n'est  nullement  intervenu  en  même  temps  que  son  homonyme. 

Paul  Tanwery. 


MÉLANGES. 


SUR  LES  SÉRIES  ENTIÈRES  A  PLUSIEURS  VARIABLES  INDÉPENDANTES; 

Pau  m.  Kd.  LKMAIIŒ. 

1. 

SKRIES    KNTIÈRES. 

Nous    nous  proposons  dn  délrrniinor  les  régions  où   la    série 
double 


(')  II  ne  s'agit  pas,  bien  entendu,  de  renoncer  à  dire  ou  à  écrire  en  françai<i 
l'ranrois  Ilacon  ou  Galilée.  Mais  la  bibliographie  doit  au  irioins  nrapprcndre,  si 
je  l'ignore,  que  Ton  dit  Francis  en  anglais,  Galilei  en  italien. 
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est  absolument  convergenle.  Nous  poserons,  pour  abréger, 

cl  nous  représenterons  respectivement  les  variables  imaginaires 
jc,  y^  dans  deux  plans  a^ant  O  et  O'  pour  origines  des  affixcs. 
Nous  dirons  que  l'ensemble  des  deux  affixes  {Xyy)  forme  un 
point.  On  sait  que,  si  la  série  double  est  absolument  convergente 
ou  si  seulement  le  module  de  son  terme  général  reste  fini  au 
point  (^ofj^o))  €ll<^  <^st  absolument  convergente  en  tout  point 
(jT,^)  tel  que  l'on  ait 

I^Kkol,       \y\<\y.l 

Nous  dirons  que  deux  cercles  C  et  C  décrits  de  O  et  O' comme 
centres  avec  des  rayons  égaux  à  r  et  z*'  forment  un  sy  s  le  me  de 
cercles  de  convergence  si  la  série  est  absolument  convergente  en 
tout  point  dont  les  deux  affîxes  sont  respectivement  intérieures 
à  C  et  C,  et  ne  l'est  en  aucun  point  dont  les  affixcs  sont  exté- 
rieures aux  deux  cercles.  Les  rayons  r  et  t^  sont  dits  rayons  de 
convergence  associés.  Si  en  (^o^'o)  le  module  du  terme  général 
reste  fini  et  ne  tend  pas  vers  zéro,  |j:o|  ^Mj^oI  sont  des  rayons 
de  convergence  associés  :  on  ne  peut  rien  affirmer  si  le  terme 
général  tend  vers  zéro.  En  supposant  la  série  absolument  conver- 
genle en  des  points  autres  que  ceux  dont  une  affixe  est  O  ou  O', 
A  toute  valeur  assez  petite  donnée  pour  l'un  des  rayons,  corres- 
pond une  valeur  du  rayon  associé.  Le  problème  revient  à  dé  ter- 
wniner  la  relation  entre  deux  rayons  associés 

(a)  f(r,r')=zo. 

Nous  allons  chercher  les  valeurs  des  rayons  associés  qui  sont 
entre  eux  dans  un  rapport  donné  K.  11  semblerait  plus  naturel 
de  se  donner  la  valeur  de  /•  et  de  chercher  la  valeur  correspon- 
dante de  /''.  On  est  alors  conduit  à  ordonner  la  série  par  rapport 
â  V,  après  avoir  remplacé  les  coefficients  ap^g  par  leurs  modules. 
Les  coefficients  des  puissances  Ae  y  sont  des  séries  entières  en  x 
dont  il  faut  connaître  la  somme.  C'est  cette  difficulté  que  le  pro- 
cédé employé  permet  d'éviter. 

On  arrive  à  résoudre  la  queslion  en  généralisant,  d'une  ma- 


:;.88  PREMIÈRE  PARTIE. 

nière  convenable,  la  règle  que  M.  Hadamard  a  relrouvc^e  après 
Cauclij,  pour  déterminer  le  rayon  de  convergence  d'une  série 
entière  à  une  seule  variable  (*).  Définissons,  par  analogie,  la 
limite  supérieure  pour  n  infini  {^)  d'une  quantité  réelle  à  deux 
indices  hp^q{p  -\-(j  =  n).  C'est  un  nombre  H  tel  que,  si  petit  que 
soit  le  nombre  positif  e,  les  quantités  hp^q  finissent  par  être  toutes, 
à  partir  d^une  valeur  asse^  grande  N  de  /i,  inférieures  à  H  4- e, 
tandis  qu'il  en  existe  de  supérieures  à  H  —  e,  si  grand  que  soit  /i. 
Supposons  que  l'on  ait  cherché  la  limite  supérieure  ^v(K),  pour 

n  infini,  de  la  quantité  l^a^^çK^j,  K  étant  une  quantité  positive 
indéterminée.  ' 

Théorème.  —  Les  nombres 

constituent,  quel  que  soit  K,  un  système  de  rayons  de  conver- 
gence et  la  relation  {'^)  a  la  forme 


(4) 


(7)=- 


On  a,  par  hypothèse,  quelque  petit  que  soit  le  nombre  positif  €, 

pour  n  ^  N.  On  en  déduit 

I     \  /'  /     K    \  7 


«/'.'/ l(r^)"(r:;-J 


I 


11  en  résulte  que  la  série  est  absolument  convergente  pour  tout 
|)oinl  dont  les  aflixes  sont  à  la  fois  intérieures  aux  deux  cercles 


(')  Hadamard,  Comptes  rendus^  t.  CVI,  p.  :>59:  1888.  —  Cauciiy,  Cours 
cV Analyse,  iSu,  passim.  —  Id.,  Œuvres,  passim. 

Cf.  an  sujet  du  langage  employé  :  K.  Bohel,  Journal  de  Mathêmatitjues, 
p.  \'m  :  iSt)*). 

{')  Il  ne  faut  pas  confondre  avec  la  limite  de  // ,  .^  pour  p  et  7  infinis,  telle  qnr 
M.  Il.idamard  l'a  définie  dans  sa  Thèse. 
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de  centres  O  cl  O'  et  de  rayons 

I  ,         K 


Il  en  est  de  même  pour  les  cercles  C  et  G  de  rayons  /•  et  r', 
puisque  p  et  p'  sont  aussi  voisins  que  Ton  veut  de  r  et  r'. 

On  a,  au  contraire,  pour  des  valeurs  particulières  de  n  supé- 
rieures à  tout  nombre  donné, 

lv^^;;7K?i>x-e, 

Le  ferme  général  ne  tend  pas  vers  zéro  et  la  série  ne  peut  être 
absolument  convergente  pour  aucun  point  extérieur  à  la  fois  à  C 
el  C.  Les  égalités  (3)  déterminent  bien  un  système  de  rayons 
associés,  qui  dépend  de  K  et  Télimination  de  ce  paramètre  con- 
duit à  la  relation  (4),  qui  est  la  relation  cherchée. 

Il  est  évident  que  Ton  pourrait  chercher  la  limite  supérieure 

A|  (Ki  )  pour  n  infini  de  |  '^Up^^KP  |  et  que  Ton  aurait 


X,(K,)'  X,(K,) 

Si,  d'ailleurs,  on  pose  Kj  =  |7  >  on  a 

d'où 

X.(i)=iX(K), 

Cl  l'on  retrouve  les  valeurs  (3). 

Il  peut  arriver  que  si  l'on  augmente  le  rayon  du  cercle  C,  par 
exemple,  à  condition  de  ne  pas  changer  le  cercle  C,  les  deux  cer- 
cles continuent  à  former  un  système  de  cercles  de  convergence 
ou,  en  d'autres  termes,  qu'à  une  valeur  particulière  de  /*  il  cor- 
responde non  pas  une  valeur  unique  de  /*',  mais  une  infinité. 
C'csl  ce  qui  se  produit  pour  le  développement  de  Maclaurin  de 

Bult.  des  Sciences  maihéni.,  a*  série,  t.  \X.  (Novembre  189G.)  30 
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r—- — — — — — r  :  on  a  des  rayons  associés  en  prenant  /•=  i,  r'  <Zi 

et  aussi  en  prenant  r'==  i^  r<^\.  La  relation  (2),  au  lieu  d^avoîr 
une  forme  explicite  unique,  en  a,  suivant  le  cas,  deux  dîflTérentes  : 
chacune  d'elles  est  indépendante  de  Tune  des  variables,  et  Ton 
doit  lui  joindre  l'inégalité  qui  indique  dans  quelles  limites  elle 
est  valable.  Le  procédé  mettra  ce  fait  en  évidence,  et  Tod  voit 
facilement  que  l'on  a,  dans  le  cas  actuel, 

r  =  1 ,  r'  =  K,      si  K  <  2, 

r  =  ^,         r'=  2,       si  K>2, 

de  sorte  que  Télimination  de  K  est  toute  faite. 

L'analyse  précédente  s'étend  d'elle-même  au  cas  d'un  nombre 
quelconque  de  variables.  Soit  a^,,.^, pi^^i^^i  •  •  •  J^^  le  terme  gé- 
néral de  la  série  multiple  et  X(K|,  K2,  • .  • ,  K/_i  )  la  limite  supé- 
rieure pour  n  infini  de  la  quantité  j  v/a^„p„...,p.K^'K5* .  -  .  Kfr;  j- 
Le  raisonnement  fait  prouve  que  les  rayons  associés  (c'est-à-dire 
les  rayons  d'un  système  de  cercles  ayant  pour  centres  les  diffé- 
rentes origines,  et  tels  que  la  série  soit  absolument  convei^enle 
si  toutes  les  affix.es  leur  sont  intérieures,  et  ne  le  soit  sûrement 
pas  si  toutes  sont  extérieures),  ont  pour  expressions 


'•i  r^  ri-x         r 


I 


11$  sont  donc  liés  par  la  relation 

11. 

SkniES   DE    Ft>Nt:TIONS   OIELCOXQIES   ET   DE   FOXCTIOXS   liOMOGÈNES. 

("onsidôrons  d'abonl  la  série 

(  O  1\\  T. y  >  —  /,   X.  i>  — . . .  — /j,<  J.  y  \  — 

dont  les    lormos  >onl   dos    fonctions    quo]con(|ues  des    variables 
ima^inairo 
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Désignons  par  a(/-,  6,  ;•',  6')  la  limite  supérieure  pour  n  infini  de 

La  série  est  absolument  convergente  aux  points  qui  satis- 
font à  ^inégalité 

(a)  X(r.e,r\0')<i. 

Elle  est  divergente  aux  points  qui  satisfont  à  V inégalité 

(3)  X(r,e,r\0')>i. 
Il  y  a  doute  si  l'on  a 

(4)  X(/-,0,r\e')  =  i. 

Dans  le  premier  cas,  on  peut  choisir  e  assez  petit  pour  que 
X  -i-  c  soit  inférieur  à  i.  Or  on  a,  à  partir  d'un  certain  rang, 

La   série  est  donc  absolument  convergente.  Dans  le  second  on 
a,  quelque  grand  que  soit  /?, 

A  un  point  du  plan  de  Tune  des  variables  correspondent,  dans 
Taulre  plan,  deux  régions  déterminées  par  la  courbe 

X(r,e,r\0')  =  i, 

les  variables  étant  soit  /*  et  0,  soit  z''  et  0'.  La  région  intérieure  est 
une  région  de  convergence  certaine,  la  convergence  y  est  absolue. 
La  région  extérieure  est  une  région  de  divergence. 

Supposons  maintenant  que  //i{^jy)  soit  une  fonction  homo- 
gène et  de  degré  n.  On  peut  écrire 


I  VMx.y)  I  =  r  I  J//„  (i,  ^'  e^^ô'-O)^ 


et,  d'après  la  forme  que  prend  la  quantité  A,  poser 


X(r,0,r',0')  =  r|.(j;^,0'-0). 


1 


•Mjx  PIIEMIÈUE  PARTIE. 

On  voit  d'abord  que  la  région  de  convergence  certaine  ne 
dépend  que  de  la  différence  des  arguments.  —  Si  un  poinl 
{Xj  y)  est  iiilérieur  au  domaine  de  convergence  certaine  de  la 
série,  c'est-à-dire  si  Taffixe  de  ^  est  dans  la  région  intérieure  de 
la  courbe  relative  à  x^  on  obtient  d'autres  points  intérieurs  à  ce 
domaine  en  faisant  tourner  Taffixe  de  x  d'un  angle  quelconque  et 
en  môme  temps  celle  de  y  du  mt^me  angle  dans  leurs  plans  res- 
pectifs. 

De  plus,  l'inégalité  (a)  devient 

(2  bU)  rii(^,  0'-  e^  <i 

r' 

et  continue  d'être  satisfaite  si,  laissant  fixe  —  »  on  diminue  r.  On 

obtient  donc  encore  des  points  intérieurs  au  domaine  de  conver- 
gence certaine  en  remplaçant  les  a/fixes  d'un  point  (x,y)  de  ce 
domaine  par  leurs  homothétiques,  par  rapport  aux  origines  cor- 
respondantes, le  rapport  commun  d'homotliétie  étant  compris 
entre  zéro  et  un.  Et  ceci  subsiste  si  le  point  {x^y)  est  sur  la 
limite  du  domaine  de  convergence,  l'égalité  (4)  ^^  transformant 
en  une  inégalité  (2  bis)  lorsqu'on  diminue  r. 

Ces  propriétés  constituent  uue  généralisation  de  ce  fait  que 
jusqu'à  une  valeur  maximum  du  module  de  la  variable  exclusive- 
ment la  convori^onco  d'une  série  entière  à  une  variable  ne  dépend 
ni  du  modulo  ni  de  Tarirumenl. 

(«es  propriétés  s'ôtoiulonl  évidemment  au  cas  d'un  nombre 
quoloonquo  de  variables*,  toutes  les  aflî\es  tournant  d'un  même 
angle  et  tous  los  modules  étant  réduits  dans  le  même  rapport. 
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MaTHEHATICAL   PAPERS   READ   AT   THE   INTERNATIONAL   MATIIKM  VTICAL  CONGRESS 

ficld  in  connection  >vilh  Ihe  World's  Columbian  exposition  Chicaj^o  iSg'J, 
editod  by  the  committee  of  Iho  Congrcss  E.-H.  Moorc,  ().  Bolza.  H. 
Maschkc,  H.'S.  fVliitc.  i  vol.  in-S",  xvi-4ii  p.  New  York,  Macmillan,  i8()6. 

Cet  intéressant  Recueil  de  courls  Mémoires  conslitiie,  avec  les 
belles  Lectures  on  Mathematics  de  M.  klein,  la  trace  durable 
du  congrès  de  mathématiciens  qui  s*esl  réuni  à  Cliica<;o  du  21  au 
a6  août  1893,  à  l'occasion  de  l'Exposition  universelle,  sous  la 
présidence  de  M.  Storj.  Quelques  pa*;es  d*iulroducliou  relracrnl 
rapidement  l'ordre  des  travaux  du  (^onj^rès  et  témoignent  de 
Tadmiration  bien  naturelle  qu'a  excitée  M.  Klein,  et  de  la  recon- 
naissance que  lui  ont  vouée  les  membres  du  Comité,  tant  pour 
la  grande  part  qu'il  a  prise  à  l'organisation  du  Congrès,  que  pour 
Pinlérét  de  ses  conférences  et  le  rôle  qu'il  a  joué  comme  (Com- 
missaire de  l'Empire  d'Allemagne,  dont  les  Universités  avaient 
organisé  une  exposition  très  intéressante,  spécialement  au  point 
de  vue  du  matériel  mathématique. 

Les  communications  ([ui  composent  le  présent  Volume,  édité 
par  les  soins  du  Comité  local  de  la  Section  matliémati(|uo,  sont 
trop  brèves  pour  (|u'il  soit  possible  de  les  analyser  utilement,  et 
nous  sommes  obligés,  malgré  le  vif  intérêt  qu'elles  présentent,  de 
nous  borner  à  les  mentionner  : 

Bolza  (O.).  —  Sur  les  systèmes  >vcicrslra<îsiens  d'inléj^rales  hyperel- 
lt|>liques  de  première  et  de  seeoride  espèce. 

Burkhardt  (//.).  —  Sur  quelques  résultais  mathématiques  des  récentes 
recherches  d*Astronomie  et,  en  particulier,  sur  les  iulèijrales  irréj^ulières 
de5  équations  diiïèrentielles  linéaires. 

Capelli  {A.)*  —  Quelques  formules  relatives  aux  opérations  de  polaire. 

Co!e  {F.).  —  Sur  un  certain  j^roupe  simple. 

Echois  (  W,).  —  Sur  les  formulc^^  «rinterpolatioii  ei  leur«  relnti(»ns  a>ec 
lc«  séries  infinies. 

Edcly  (//•>•  —  F'onctions  automorphcs  el  lliéorie  fies  noinl»ri'^. 
iJail'  det  Sciences  mathetn.,   r  >(:r'n%  \.  \\.  (  l»é<*{Miilnc  i«^i/».j  .'i 


>.|N  l'imMIËKE   PAltTIB. 

//als/ei/  I  G.).  —  l^tuelquc^  points  saillant»  de  l'Iiistoirc  de  la  Gi 
ion  euclidii^nnu  et  de  riiyperi.'i'pacc. 

/ferler  (  Z.  ).  —  Les  [iropri^s  récents  dans  la  théorie  des  éqi 


nermite  (C.|-  —  Sur  quelques  prnpositi 
dus  riinciions  olliptiqucs. 


Itilberl  (W.), 
Iliirnid  (A. 


:i  llii-oric  des  invariants  algébriques. 

Il)  ri'duclion  des   formes   binaires    quadratiques. 


Klein   (F).  —  l.e  présent  état  des  Malbémaliqucs. 

—  ï^iir  le  dével<ip|ieriient  de   la   lliénrie   des   groupes   pendant  les  vingt 


Krause  (.)/.).  —  Pour  la  transformation  du  einqutômc  degré  des  fonc- 
tions bypercUipliques  du  premier  ordre. 

Lemoinc  (E.],  —  Considérations  générales  sur  la  mesure  de  la  simpli- 
cité dans  les  Sciences  inatliémaliques.  —  Rèf;lc  des  analogies  dans  le 
triangle  et  iransformation  continue. 

Leri:li(M.].  —  Sur   une   intégrale   définie   qui   représente    la    fonction 

!:(s)deRiemann. 

Macfarlane  (A.).  —  Sur  la  iléfinition  des  fonctions  Irigonoméirique!. 
—  Les  principes  de  lanalyse  elliptique  et  hyperbolique. 


Martin  (.1.1.        Sur  le*  n 


niLrcs  qui  sont  des  < 


Masclike  (H.).     -  Invariants  d'un  ^Toupc  de  11O8 substitutions  lincaii 
Meyer  {F.).  —  Tables  de  groupes  de  transformations  finis  et  contini 
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Perott  {J.  rie).  —  Liic  conslruclion   «lu    groupe  <le  Cuilois  chî  Gfto  ôlé- 
incnts. 

Pervonchine  {T.).  —  Sur  les  opérations  arilhiiiétiqucs  conccrnanl  de 
•grands  nombres. 

Pincherle  {S.).  —  Hésuinc  <Ie  quelques  résultais  relatifs  à  la  théorie 
des  syslèmes  récurrent*?  de  fondions. 

Prinfishei'm  {A.).  —  Sur  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour 
le  développerucnl  en  série  de  TayU>r  il'iine  fonction  d'une  variable  rcelb*. 
—  Théorie  générale  de  la  diverjxenc<;  et  «U;  la  <'on\erj;enee  des  séries  à 
termes  positifs. 

S<twin  {A.).  —  La  résolution  algébrique  <les  éijuations. 

Schlegel  (  V.).  —  Quelques  théorèmes  relatifs  au  centre  de  gravité.  — 
L«;  ihéorèiiie  de  Pythagore  dans  l'espace  à  plusieurs  dimensions. 

SchœnJlLes  (A,  ),  —  Théorie  des  groupes  et  cristallographie. 

Strinffham  (J,).  —  Foimulaire  poui'  une  introduction  aux  fonctions 
elliptiques. 

Study  (K.).  —  Anciennes  et  récentes  i ('cherches  sur  les  systèmes  <le 
nombres  complexes.  —  Quelques  recherches  fie  Trigonométrie  sphéricpie. 

Taber  (Fi.).  —  Sur  la  substitution  orlhogonahr. 

M'eber  {fl.).  —  Pour  la  théorie  des  équations  algébriques  à  coefficients 
entiers. 


ïferr,  —  Sur  l'équation  de*  lignes  gérMlésicpirs. 


J.  T 


KLEIN  (F.).  —  TiiK  EvANsrox  com.oqium.  Leeluros  on  malhomalics  dcli- 
vorofl  from  Aug.  aH  lo  Sept.  «>,  iS«)'3,  befon»  members  of  ihe  (^ongress  of 
Mathematics  hcld  in  connoclion  wiih  ihc  world's  fair  in  Chicago  at  norlh- 
wcrslern  University  Evanston.  111.  i  \ol.  in-8",  vii-io<)  p.  Roporlod  by 
^.  Zi'ivee.  New  York,  Macmillan.  iH\)\. 

S'il  iiY*taît  |)as  nécessaire  tlelre  malhéinaliciei)  pour  com- 
prendre ce  que  sont  les  .Matht'niati(|iies,  pour  avoir  cjiiebpie  idée 
lies  problèmes  qiiY'llcs  résolvent  et  «prriles  posent,  du  domaine 
iJii Viles  ont  con(|uiSy  et  des  vastes  territoires  oii  elles  |)énétrrnl, 
il /îiiidrait  conseillera  tous  de  llr<'  ce>  (b>u/.e  conlérenecs,  si  riches 
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de  fails  cl  de  suggestions,  si   variées  d<ins   leurs  sujets,  mêlant 
riiistoirede  la  Science,  les  vues  philosophiques,  les  aperçus  in<ji^ 
niciix,  les  tliéorùmes  précis,  les  généralisalions  hardies,  les  con- 
seils  pédagogiques,  abordant  tour  à  tour  les  branches   (es  plus 
variées  de  la  Science,  TArithmélique,  l'Algèbre,  la  haute  Aiialjse, 
la  Géométrie.  Je  ne  sais  s'il  est  jusle  de  faire  à  la  Géométrie  une 
place  à  part  dans  celle  énuméralion;  car,  avec  M.  Klein,  la  Gêo- 
niélrit',  ou  plutôt  Tintuilion  géométri(|ue  est  partout  :  un  ré!»eau 
de  points,    figuré   dans  un  plan  et  regardé  comme  il  faut,  nous 
donne    une    représen talion    concrète    des    nombres    idéaux  àc 
M.  Kummer;  la  considération  de  la  figure  formée  par  trois  arcs  de 
cercle  sur  une  sphère  vient  éclairer  les  propriétés  les  pluscachc*-** 
des  fondions  hxpergéométriques;  Ticosaèdre  régulier  donne   '•-' 
corps  aux  recherches  sur  la  résolution  de  récpialion  du  cinquiè 
degré;  à  ce  propos,  voici  la  conceplion  si  profonde  de  Galois 
s'élargit  :  son  grou[)ede  |)erniutalions  est  remplacé  par  un  grou 
de  subslilutions  linéaires  el  le  problème  de  la  résolution  des  éq 
lions,  ou  |)lutôt  de  leur  réduction  à  des  formes  normales,  est  fo 
en  des  termes  nouveaux.  Après  avoir  parlé  du  caractère  transcc 
dant  du  nombre  <\  M.  Klein  imaginera  que  le  plan  soit  recouve» 
|)ar  tous  les  points  dont  les  coordonnées  sont  des  nombres  alg£ 
bricpics  et  il  observera  que,  si  pressés  les  uns  contre  les  aulrcC 
que  soienl  ces  |)oints,  la  courbe  qui  a  pour  équation  j' ^  c*  n 
passe  (pie  |)ar  uti  seul  d^mtre  eux;  s'il  s'agit  des  fondions  cUip  * 
li(|ues,   hypcrellipliques  ou  abéliennes,  on  ne  s'étonne  pas  sans 
doutas  tout  eu  admirant  leur  richesse  el  leur  beauté,  de  voirsurgii^ 
!<•>    iulcrprélations    gé<)niétri(|ues  ;    mais    M.    Klein    poussera    h* 
cocpielU'ric  juscjUii  prendre  dans  la  Géométrie  même  un  exemploi 
de  ce  «pii   ne   |>eui   rire   ni  figuré,  ni   imaginé  :  une  courbe  sans- 
langenles;  c'est  la  consi<b''ralion  d  une  chaîne  formée  de  cercles 
dont    cJKUHin    louclie   le  préeédent   el  le  suivant   ri  engendre  de 
nouNcaux    cerchîs    m    sr.   réiléehissant     indéfiniment    par    inver- 
sii)n  sur  les  autres,  (|ui  lui  fournit  cet  ingénieux  exemple,  <luns  la 
rourbr  sur  laipiclie  viriiiu'ul  se  condenser  lous  les  points  de  eon- 
lael.   Pour  bn\  les  rdrs  malhématicpn's  ne  sont  [las  des  abstrac- 
lions:  il   les  \oil  et   il  les  fait  voir,  (|ui  se  jouent  tantôt  dans  le> 
<'sj)a(M's  non  cuelidiciis,   tantôt  dans   cet  espace   vulgaire  dont  sr 
(•f)nlrtili'Nl  (|M('l(pKs  géomètres,  qui  nr  \eulenl  pas  sans  doute  que 
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■  ^'spuce  n'exislo  que  dans  iioln*  peiisri*.  Lo  don  de  ro//-,  cjiii  lui  a 

•*U*  d('*|uirti  si  priiôreuseincnt,  M.  Klein  le  rapporlr  avec  modesliiî 

*^  la  race  teuloni(|ue,  dont  la  puissance  naturelle  (rinluition  serait 

^'n  atlribut  prééminent;  mais  ne  poussc-l-il  pas  la  modestie  trop 

*oiii  Ittrsqu'iJ  oppose  à  rallribut  de  sa  racr  la  puissance  lo^i(pie 

^^  critique  des  Latins  et   des   Israélites?  Qui  le  croirait,  s'il  se 

^vf usait  à  lui-même  cette  puissance?  Kt  n*oul>lie-t-il  pas  un  peu 

l'^e  Ktrsqu'il  s'est  amusé  à  classer  les  malliémalicieiis  en  lo^i- 

ftcns^  en  formels  et  en  intuitifs^  ce  n'est  pa^  parmi  les  rrpré- 

^eriiunls  des  races  latine  ou  hébraïque  (pi'il  a  trouvé  le  t\pe  du 

lojrîcien,  d'ailleurs  très  illustre,  caraclérisliiiue  et  bien  cIkh.sÏ? 

t3ims  ces  lectures,  dont  le  but   était  de   faire  connaître  à   ses 

''udiicurs  l'état  des  Matlit^naliques  modernes,    les  (piestions  les 

/'/lis  actuelles,  M.  Klein  e^l  naturellement  amené'  à  parler  souvent 

•'e     SL»s  propres   rtclierches;  personne  ne  s'en    plaindra  et,  à  vrai 

^^^t2,    le  tableau  eut  été  par  trt»p  incomplet  s'il  les  avait  pass<'*es 

^oiis     silence:   il    fait  d'ailleurs   une    larî;e    part   à  ses   nondjreux 

'  '•-■Ve>,  dont  plusieurs  sont  dé'jà  d«*s  maitres  illustres;  on  sait  qu**. 

l'^iin   lui,  un  élève  est  un  collaborateur,  et  <ju'il  as>oele  ^énéreii- 

*^'^*^^iità  ses  propres  recliercln*s  ses  auditeurs  de  (jtettin^ue.  Mai^ 

*'**    s'enferme  pas  dans  l'Kctïle  dont  il  est  le  maître,  et  il   a  su 

'"**^*Vor  pour    M.   Soplius  Lie  une  llatterie  >in^ulièrenu'nt   déli- 

*^    -  c'est  deux  lectures  «'ulières  (pi'il  consacre  au  ^rand  ♦:i''onïètre 

'''^^  épien,   tout   en   déclarant   d'abord  «pi'il   entend   n'en  consi- 

'"'^  t*  le  uénie  qu'  o   à  Tétai  naissant  >».  A  la  vt'-rité,  le  monument 

•   *    *•     «'levé  y\.  Soplius  Lie  no  fera  pas  oublier  son  Mémoiii?  l  rhcr 

^^^^*yj/4\re    insùcsont/rn*  Liiiirn-untl    /ûi::*'l-rtHHjth\rr,rtr,   (  !e 

'■iiiiirc,  dont  .^L  Klein  e\po>e  (juclques  ré>ullats  e»enllels,  lui 

'^ 'le  ToccHsion  Av  rappeler  >oii  propre  l'rn:^rinNnii'  (l/\rlan~ 

^*  •    (m'i  il  a  explitpié  comment  eliacpie  s\>lème  de  ^«'ometrie  est 

,*   *"**V:térisé   par  son  «;rouj»e,  et  (ro|q)o>er  en  quelque  sorte,  l'un  à 

*   ^'t^re,   les  i^roupes  de   ces  deux  i;é(unétries  des  >pliéres  ipTont 

'  ^  i  res  M.  Lie  d'une  part.  M.  Uarboux  de  l'autre,  l  ne  lois,  ilaus 

^^^fciH'sik'   se>  lectures,  il  abandonnera  le>  .Matln'-maliipics  pures 

*■  *"  parler  des  Mathématiques  a|qili(piées  et  des  silfiuo  td>jee- 

^^^  :  là  même  ses  préoccupations  habituelles  le  res«.iiiNi>M>iit  im 

.     ^^^intetil  ne  |)eut  s'enq»écher  d<»  rappeler  en  p.issjnt  connnent 

.    **•  »nsi«lératii)n  des  courants  électriques  >ur  des  surlaee>  fermées 

'•*l  Uiuslrer  les  théories  de   nieiuiiiin:  mais  <•«•   \\\">\   (prtin // 
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parte  :  il  classe  les  diverses  sciences  appliquées  d'après  la  qiio- 
lîléde  chidVes  qui  figurent  dans  les  nombres  qu'elles  considèrent  ; 
ainsi    l'Astronomie   emploie   des   nombres   de   sept    chiffres;  h 
Chimie    n'emploie    guère   que    des   nombres   de   deux    ou    trois 
chiffres.    M.    Rlein  insiste   sur    le  caractère    toujours  provisoire 
des  nombres,  des  lois   et  des  formules  que  l'on  trouve  dans  les 
sciences  expérimentales;  il   émet  Tidée  ingénieuse  que,  puisque 
ces  sciences  ne  peuvent  se  ^servi^  que  de  formules  approchées,  il 
doit  être  possible  de  constituer,  à  l'usage  de  ceux  qui  s'y  livrent, 
une  Malliématique  abrégée. 

Je  ne  sais  si  j*ai  |)u  donner  quelque  idée  de  la  variété  et  de  l'in- 
térêt drs  sujets  que  iM.  Klein  développe,  indique,  louche  d*ur»^ 
main   légère,  ou  ap[)rorondit  :  il  y  aurait  une  insupportable  pr**' 
tention  à  vouloir  analyser  une  par  une  les  lectures  où  l'on  a  to*-^' 
jours  affaire  à  trois  maîtres  à  la  fois,  au  moins  :  un  géomètre, 
philoso))he,  un  artiste.  Lequel  faudrait-il  louer  davantage?  Je 
sais,  et  si  on   le  demandait  à  M.   Klein  et  qu'il  |)ût  répondre, 
serait-il  pas  embarrassé  de  le  faire?  S'il  ressemblait  à  d'autres, 
préfén'rait  sans  doute  celui  des  trois  qui  est  le  moins  développa' 
mais,  encore  une  (ois,  lequel?  Je  me  contenterai  donc  d'indiqu< 
en   terminant  la  liste  de  ces  conférences  :  elle  est  déjà  inlércî 
santé,  et  sans  doute  elle  ne  suffira  pas  à  satisfaire  la  curiosité  dc"^^ 
IfcltMirs  du  lUtUctiii. 

I    (llt'lxrh.  —   II.  Sopluis  Lie.  —    111.  Soplius  Lie.  —  IV.  Sn^ 
les    br.iiu  lit's  t>u  les   nappes   réelles  des  courbes   ou  des   surlaces*-^ 
alm'bri<pu's.         \  .    Tlirorlt' des  ft>netionN  fi  Ciéom'lrie. —  \\.  Sur  "• 
le  earaolère  inatliétnatiijne  île  l'intuition  de  l'espace  et   la  relation   ^ 
dr>  Matlit'nKitiqni's  piire-^  a\et*  lr<    stMenccs  applnpiées.    —   \1L 
I  ran>eeutlanec  iK*n  nombres  *'  ft  t:.  —  \  111.   N»»mbres  iiléaux.  — 
l\.    La  rési>lntion   îles  équations  ali;el«rli|ues  de  dei^ré  éle\é.   — 
\.    Sur  quelipies    réoenl^   pri»^rê-i   dan^  la    théorie  des  fonction> 
In  perelliplique<    et     alKliennes.     —    \L    Les    plus   récentes   re- 
eherehe^  dan-i  la  (i«onulru*  ni»n  euilidiiniu.   —  \IL  L  étude  des 
Malheiuahque^  à  (ii»lîin^en. 

^L    /iwel   a  pLu  e   à  li    ^mle  ile  ei  >   conlerences  la    traduction 
d  un    intéressant    lapissl    s;ir    le    .U  \el'»ppenienl    des    Alatliéma- 
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NEUMANX  (C). —  Allgeueink  Untersuchuncen   lber  das  Newton' sche 

PrINCIP   DER   FeRNWIRKLNGEN   BlIT    RESONDERER   RiJGKSICIlT    Al  F    DIE    ELFC- 

TRiscuEN  WiRKUNGEN.   I  vol.  in-S";  wi-îQ-^  p.  Loipzig,  Tcubncr,  189O. 

Après  quelques  observations  inléressanles  sur  les  difficultés 
qu'il  y  a  à  regarder  la  loi  d'attraction  de  Newton  comme  absolu- 
ment générale,  et  en  particulier  comme  s'appliquant  aux  petites 
distances,  M.  Neumann  aborde  Tobjet  propre  de  son  Livre,  la 
recherche  et  l'étude  des  lois  qui,  pour  les  phénomènes  électriques, 
sont  propres  à  remplacer  la  loi  de  Newton. 

Le  principe,  l'axiome  si  Ton  veut,  qui  lui  sert  de  point  de 
départ  n'est  autre  que  Texistence  d'un  équilibre  électrique. 

C'est  assurément  une  idée  naturelle  que  de  chercher  à  substi- 
tuer au  potentiel  ->  relatif  à  la  loi  de  Newton,  un  potentiel  de  la 
forme 

qui,  en  supposant  a  positif  et  très  grand,  ne  différerait  de  -  que 

d^une  quantité  inappréciable,  à  moins  que  /*  ne  fut  très  petit. 

L'élude  approfondie  de  cette  loi  particulière  conduit  fauteur  à 
cette  conséquence  :  en  supposant  une  telle  loi  d'attraction,  Téqui- 
libre  électrique  sur  une  sphère  métallique  serait  impossible  : 
l'électricité  serait  dans  un  perpetuuni  mobile,  M.  Neumann 
signale  d'autres  formes  du  potentiel  qui  conduiraient  à  la  même 
conclusion,  par  exemple  les  formes 

ç(r)r=  A/->'        (N  =  1,3,5,  ...). 

où  A  est  une  constante.  Cette  étude  particulière  conduit  naturel- 
lement à  la  question  suivante  : 

Trousser  les  formes  du  potentiel  'f  (/•)  compatibles  (n^ec  r  équi- 
libre électrique, 

M.  Neumann  montre  que  la  fonction  'f  (/')  doit  avoir  la  forme 

©  O-  )=—--■  H — \- f- . . .  ; 
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il  appelle  loi  exponentielle  la  loi  d'attraction  correspondante     ^ 
celle  loi  est  dite  à  un,  deux,  trois,   . . .,   termes,  suivant  qir 
prend  un,  deux,  trois  termes  dans  le  second  membre.  Inver' 
ment,  si  Ton  suppose  que  les  constantes  a,  p,  y,   ...  soient  p 
tives  et  que  les  constantes  A,  B,  C,  ...  soient  toutes  de  mê 
signe,  on  peut  affirmer  que,  pour  un  potentiel  de  la  forme  préc^ 
dente,  l'équilibre  électrique  est  toujours  possible,   sur  un  ce 
ducteur  quelconque  et  cela  d'une  seule  façon. 

Ni  la  méthode  des  variations  de  Gauss,  ni  le  principe  de  IP^' 
riclilet,  ni  la  méthode  des  moyennes  arithmétiques  ne  suffiseci  • 
à  établir  ce  résultat  :  l'auteur  y  parvient  en  partant  d'un  principe 
analogue  au  principe  des  vitesses  virtuelles,  et  qui,  d*atlleurs,  est 
immédiatement  évident  :  il  imagine  une  sorte  de  frottement  vir- 
tuel, des  forces  fictives  appliquées  aux  différents  points  du  système 
et  assujetties  seulement  à  la  condition  de  s'annuler  toutes  quand 
le  système  est  au  repos;  dès  lors,  si,  sous  l'influence  des  forces 
réelles  qui  agissent  sur  la  matière  électrique,  jointes  aux  forces 
(ictives,  doit  se  produire  un  étal  de  repos  durable  :  rexistence 
d'un  état  d'équilibre  sous  l'influence  des  forces  données  seules 
n'est  pas  douteuse.  Au  contraire,  si  létal  de  repos  durable  :  sous 
riufluence  des  forces  données  et  du  frottement  virtuel,  est  impos- 
îiible,  l'état  d'équilibre  sous  l'influence  des  forces  données  agis- 
sant seules  est  également  impossible.  L'application  de  ce  double 
principe  permet  à  M.  C.  Neunlann  de  montrer  que  l'étal  d'équi- 
libre est  impossible  pour  un  potentiel  de  la  forme 

i\c  vc[rou\cr  Ion  r<'^ullal'*  o*>niHis  n-lalit<  à  I  équilibre  électrique 
pour  ui)  |HU«nli<^l  no\>  Ioiïumk  râitiii  tl't'lablir  h-  ihéorrme  g«*néral 
quia  oliMMitMuo  plu>  haut.  Ajoutons  ijiie  1  étiil  d  équilibre  relatif 
à  la  loi  t^vnononhollo  à  un  ou  plusit'urs  ternies  est  unique. 

l. autour  T'^l  ain*»!  aino'u  à  riudier  do  prôs  les  propriétés  géné- 
ralox  du  potiMiliol  Oviit '^poiulanl  à  la  loi  e\p.»nonliflle. 

Si  Ion  '^uppo'^o  ]a  ni»!  .  îv  <  U  otnqur  distribuée  partie  dan> 
rt^>paoe.  parlii^  '^ui  un<^  '».;:.aoc^  axto  It  ^  l^onvil^■<  rt>pocti\os  £.  t, 
ot  un  polontiol  \    i^  l.U:t  à  .a  !»•«  ovp.^nt  ntiollr 
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ce  potenlicl  jouira  d'abord  des  propriétés,  semblables  à  celles  du 
polenliel  ncwlonien,  qu'expriment  les  équations 

On         on 

OÙ  j  et  a  désignent  les  deux  faces  (intérieure  et  extérieure)  de  la 
surface  et  n  la  normale  à  la  surface  dirigée  vers  l'intérieur. 
En  outre,  si  la  loi  exponentielle  est  a  un  terme,  on  aura 

^\  =  a*V  — 47:Ae; 
si  la  loi  exponentielle  est  à  deux  termes,  on  aura 

-+-  a* 3*V  -+-  4^( A  -h  B)  Iz  —  47r( A  82-^  Ba»  )£  =  o; 

en  général,  à  mesure  qu'on  suppose  plus  de  termes  dans  la  loi 
exponentielle,  l'équation  aux  dérivées  partielles  à  laquelle  satisfait 
la  fonction  V  se  complique  de  plus  en  plus. 

Ces  propriétés  générales  permettent  de  déterminer  l'étal  d'équi- 
libre électrique  dans  un  conducteur  ou  dans  un  système  de  con- 
ducteurs. Toutefois,  dans  des  cas  particuliers,  des  méthodes  parli- 
culîères  conduisent  à  la  solution  des  problèmes  de  cette  nature; 
par  exemple,  dans  le  cas  d'un  conducteur  sphérique,  il  convient 
de  développer  ©(r)  en  série  :  dans  le  cas  où  'f  (/*)  ne  contient 
qu'un  terme,  l'emploi  des  coordonnées  polaires  conduit  à  une 
série  procédant  suivant  des  fondions  sphériques,  série  où  figu- 
rent comme  coefficients  quatre  fonctions  particulières,  dont 
M.  Neumann  est  amené  à  développer  quelques  propriétés  très  élé- 
gantes. 

Ce  cas  d'une  loi  exponentielle  à  un  seul  terme,  par  la  simpli- 
cité des  résultats  qui  le  concernent,  mérite  évidemment  une  étude 
particulière,  tant  au  point  de  vue  de  l'attraction  que  de  la  dislri- 
butioD.  Une  couche  sphérique  homogène  attire  un  point  extérieur 
comme  si  toute  l'action  était  concentrée  au  centre,  mais  la  masse 
qu'il  faut  concentrer  au  centre  est  égale  à 

M^ , 

3 

en    désignant  par    M    la   masse   dv    In   matière  distribuéi;    sur  la 
roiiche  et  par  !^  le  ravon  <le  cette  couche. 
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Si  l'on  considère  im  condiicleiir  sur  lequel  agissent  des  masses 
clcciri<jiies  cMùrit'tires,  il  y  a  lieu  de  distinguer  deux  cas,  suivant 
que  le  conducteur  est,  ou  non,  relié  à  la  Terre. 

Dans  le  premier  cas,  aprî-s  que  l'équilibre  électrique  s'est  éta- 
bli, il  ne  reste  plus  de  trace  d'électricité  dans  l'intérieur  du  con- 
ducteur. Toute  réicctricité  libre  se  porte  à  la  surface.  Dans  le 
second  cas,  en  deliors  de  la  cliarge  «luperûcielle,  il  y  a  une  distri- 
butioD  spatiule  de  réieciricité  à  l'inténeur  du  conducteur;  la  den- 
sité, à  riritéricitr  du  conducteur,  est  constante  et  proportionnelle 
à  x''.  Toutes  CCS  rectierclies  sont  poussées  jusqu'au  bout  dans  le  cas 
où  le  conducteur  est  une  s|)bère. 

Ix)rsque  la  loi  exjionenliclle  comporte  plusieurs  termes,  il  y  a 
encore  une  distribution  spatiale  et  une  distribution  superficielle; 
c'est  là  la  diflTérence  essentielle  avec  la  loi  de  Newton.  Au  reste, 
jioiir  une  telle  loi,  et  même  pour  une  loi  d'attraction  quelconque, 
subsiste  une  théorie  générale,  qui  comprend  comme  cas  particu- 
lier la  théorie  de  la  fonctitin  de  Oreen. 

La  relation  bien  connue 


''  iU~p)X 


montrcque  le  cas  où  la  Tonction  ^(r)  serait  de  la  fotme  /■/'"■='  peut 
être  considéré  comme  un  cas  limite  de  la  loi  exponentielle-  Cette 
loi  d'attraction  a  déjà  été  étudiée  |>ar  Green  dans  un  Mémoire  un 
peu   oublié  {')   que   M.    Neumann  regarde  comme   un    des  plus 
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débarrasserait  rÉIcclroslaliquc  des  couches  éloclriqucs  infinimenl 

minces.  L'étude  de  M.  Ncuiiiann,  r|uol(|ue  beaucoup  plus  simple 

que  celle  de  Green,  reste  encore  assez  difficile,  et  Fauteur  souhaite 

qu'on  arrive  à   la  simplifier  encore;   toutefois,  certains  résultats 

sont  particulièrement  simples. 

Si  une  sphère  métallique  isolée,  de  rayon  II,  est  chargée  d'une 
quantité  d'électricité  donnée,  la  densité  e  de  la  matière  électrique, 
après  que  l'équilibre  s'est  établi,  ne  dé[)end  que  de  la  distance  p 
au  centre;  elle  est  donnée  par  la  formule 

,.4-1 


'<w^y-' 


si  une  masse  électrique  extérieure  concentrée  en  un  point  m  agit 
sur  une  sphère  conductrice  reliée  à  la  Terre,  la  densité  (Heclrique  £ 
en  un  pointy  de  Tintérieur  dépend  de  la  distance  p  du  pointy  au 
centre  de  la  sphère,  et  de  la  distance  /•  du  même  point  m;  elle 
est  donnée  par  la  formule 


K*—  y-/ 


/• 


Dans  ces  formules  G,  D  sont  des  constantes;  si  la  sphère  métal- 
lique n'est  pas  reliée  à  la  'J'erre,  la  densité  électrique  est  donnée 
comme  somme  des  deux  expressions  précédentes. 

Les  recherches  précédentes  forment  un  tout  bien  cohérent  : 
les  deux  derniers  Glmpitres  de  l'auteur  ont  un  objet  tout  diflfé- 
renl  :  l'un  se  rapporte  aux  recherches  de  l'auteur  (')  sur  la  loi  de 
Weber  et  ce  qu'il  appelle  le  potentiel  effectif 


^y  ^  ^L^i  ^ 


/• 


^  ~r~  \dii )  ' 


ces  recherches  sont  exposées  en  prenant  pour  |)oint  de  départ  le 
principe  de  Hamiiton.  lilles  sont  reliées  ensuite  à  l'hypothèse 
il^une  transmission  très  rapide,  mais  non  instantanée,  du  poten- 
tiel, en  admettant  que  l'action  mutuelle  de  deux  cor|)s  ne  dépende 
que  de  leurs  positions  mutuelles.  Un  |)aragraphe  est  ensuite  con- 


(*)  C.  Nf-TMann,  Die  Princi/nen  (fer  I\lcktro(tynamik,  î*n)j;rîiiiiin  dor  Tiibin- 
gor  Inivcrsiiai,  \><f\^;  voir  ;mssi  }fnth.  Annntcn,  \.  Wîî,  p.  '|(mi. 
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sacré  à  ta  criti(|iic  des  Uiéories  de  Maxwell  et  surtout  de  Hcrts('). 
Enfin  le  dernier  Cliapilre  se  rapporte  à  l'intégration  de  l'équa- 
tion aux  dérivées  partielles 

relative  à  la  loi  exponentielle  à  un  seul  terme,  par  la  méthode 
de  hi  moyenne  arilhmcli(|uc.  L'auteur  y  montre  comment  cette 
mélEiode,  qu'il  a  développée  jadis  pour  l'équation  de  Laplace, 
s'applique  ici  beaucoup  j)lns  simplement,  les  dilTicultés  que  com- 
porte ce  dernier  cas  tenant  à  cela  même  qu'il  est  un  cas  limite  ;  en 
sorte  que,  si  l'un  voulait  s'alTrancliir  de  la  restriction  rcltitive  à  la 
convexité  de  la  surl'ace  sur  laquelle  la  fonction  V  doit  avoir  des 
valeiii's  prescrites,  il  conviendrait  de  s'attaquer  à  l'équalioii  géné- 
ralc  [iliilùt  qu'à  l'équalion  de  Laplace. 

En  léle  de  son  Livre.  M.  C.  Neumann  a  mis  une  préface  qui 
contient  d'inléressanles  vues  philosophiques  el  un  résumé  très 
lumineux  de  ses  recherches.  J.  T. 


TEIXEIRA  (G.).—  Clhso  uk  Analyse  inkimtesihal.  Calcclo  dipfereti- 
cciu  a*  éililiun.  —  i  \ol.  iii-8",  383  p.  Porto.  Tvpogrnphia  occidonlal, 
i8!(6. 

Nous  souimes  fieiircux  d'annoncer  la  seconde  édition  du  Cours 
<lc  Cahrul  dillérenliel  de  M.  Gomes  Teiieira,  dont  le  liuUetin  a 
déjà  rendu  com|He. 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  3()(j 

destinés  à  renseignement  secondaire;   il  serait  légitime  de  faire 
quelquefois  exception  à  cette  règle  pour  les  livres  destinés  à  ren- 
seignement de  la  classe  de  Methéina tiques  spéciales,  puisque  cet 
enseignement  est  habituellement  donné  dans  les  Universités  étran- 
gères et  que,  sans  doute,  il  prendra  quelque  jour  une  place  modeste 
dans  les  nôtres,  avec  un  but  très  différent  de  celui  qu'on  cherche 
à  atteindre  dans  nos  lycées.  Quoi  qu'il  en  soit,  et  malgré  tout  le 
mérite  du  Cours  de  Géométrie  analytique  àe  M.  Niewenglowski, 
nous  n^aurions  probablement  pas  parlé  de  cet  excellent  Livre, 
dont  il  est  bien  inutile  de  recommander  Tauteur  au  public  français, 
sans  la  Note  sur  les  transformations  en  Géométrie  que  M.  Nie- 
wenglowski  a  placée  à   la  fin  du  dernier  Volume   et  qu'il   avait 
demandée  à  M.  Borel,  son  ancien  élève.  A  la  vérité,  cette  Note  est 
écrite  pour  les  élèves  de  Mathématiques  spéciales  et  l'auteur  a 
pris  grand  soin  de  n'y  introduire  aucune  notion  qui  ne  fût  pas  à 
leur  portée;  mais,  par  son  esprit,  elle  dépasse  singulièrement  les 
limites  des  programmes,  et  l'auteur  n'y  cache  pas  l'intention  qu'il 
a  d'ouvrir  à  ceux  qui  le  liront  un  monde  d'idées  nouvelles,  et  non 
d'ajouter  à   leurs  connaissances  une  masse  de   petits   faits  sans 
connexion.  Les  jeunes  gens  qui  étudieront  la  Note  de  M.  Borel  n'y 
trouveront  sans  doute  rien  qui,  pour  leurs  examens,  leur  soit  immé- 
diatement utile,  mais  quelques-uns  y  apprendront  peut-être  que 
la  science  n'est  pas  bornée  aux  propriétés  du  triangle,  ou   même 
des  coniques,  et  y  puiseront  le  secret  désir  d'explorer  un  jour  ces 
vasles  régions  qu'on  leur  découvre.  Malgré  leurs  soucis  stricte- 
ment professionnels,  qui  sont  parfois  si  écrasants,  les  maîtres  de 
nos  Lycées  gardent  la  préoccupation  d'éveiller  et  de  surveiller  les 
vocations  scientifiques  de  ceux  qui  passent  entre  leurs  mains;  c'est 
un  honneur  auquel  ils  entendent  ne  pas  renoncer,  et,  s'il  en  était 
hesoin,  la  publication  du  Livre  de  M.  Niewengiowski  en  serait  une 
nouvelle  preuve. 

Après  quelques  généralités  sur  les  transformations  (|ui  con- 
duisent le  lecteur  à  la  notion  de  {groupe,  de  substitution  trans- 
formée par  une  autre  substitution,  d'isomorphismc,  d'invariance 
d'un  groupe,  etc.,  M.  Borel  établit  les  propriétés  élémentaires  du 
groupe  projectifet  de  ses  principaux  sous-groupes  (groupe  linéaire, 
«groupe  des  mouvements).  Passant  (jnsnite  aux  transformations 
puncluelles,  il  étudie  l'inversion   split'ri(|uc  et  plane  (sunétrie). 


pllj 
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groupe  ((j)  furnié  pur  1.1  cuitibinaison  deslransformalions  S 


(inversion  splir?i-t({iic),  V  (inversion  plane),  D  (déplaccmenl),  H 
(honKilhûtie),  SI',  SD,  HD.  Ladélinitionanalj'tiqiiedu  groupe  (G) 
jiniciic  à  consiiiéier  lia  trimsformations  hoinographiques  de  cÏDq 
variables  qui  laissent  invariante  une  forme  quadratique  et  amène 
naturellement  uux  coordonnées  penlasphériqiies.  L'élude  des 
transformations  corr»-lalives  amène  à  considérer  les  transforroa- 
lions  par  polaires  réciproques  par  rapport  à  une  quadrique  el  par 
rapport  à  un  complexe  linéaire,  puis  à  la  notion  du  groupe  (G) 
constitué  par  l'ensemble  des  transformations  corrélatives  el  des 
Iransformiilions  bomographiqucs,  transforma  lion  s  qui  laissent  in- 
variable l'ensemble  des  droites  de  l'espace.  M.  Korel  arrive  ensuite 
à  la  définition  générale  des  transformations  de  contact,  pour  étudier 
plus  spécialement  cette  belle  Irunsformalion,  due  à  M.  Lie,  qui 
fait  correspondre  les  spbères  aux  droites;  on  remarquera,  dans 
cette  étude,  la  façon  donl  il  fait  ressortir  le  rôle  des  éléments  de 
contact  opposés.  Enfin,  un  dernier  paragraplie  est  consacré  aux 
transformations  dans  l'espace  à  plus  de  trois  dimensions;  l'atiteur 
y  introduit  fa  notion  des  plans  générateurs  d'une  quadri(|uc  gé- 
nérale et  montre  comment  s'interprètent,  de  ce  nouveau  point  de 
vue,  les  résultats  précédemment  obtenus.  De  nombreux  et  ïnLé- 
rcssants  exerciees  sont  joints  a  celte  Note,  de  manière  à  bien  faire 
ressortir  l'importance  des  belles  théories  que  M.  Borel  a  su 
esquisser  d'une  faron  singulièrement  élégante.  J.    T. 
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siqiie  qui  vont  servir  de  hase  à  la  théorie.  En  premier  lieu,  l'ex- 
périence montre  qu'il  n'y  a  pas  échange  de  chaleur  entre  deux 
parties  d'un  corps  éloignées  Tune  de  l'autre,  mais  seulement 
entre  deux  portions  contiguës  du  corps.  En  second  lieu,  Fourier 
admet  que  la  quantité  de  chaleur  cédée  par  une  molécule  à  une 
autre  ne  dépend  que  de  la  différence  des  températures  et  non  des 
lempc'ratures  elles-mêmes. 

Dans  ces  conditions,  une  molécule  nio  cède  pendant  le  temps  dt 
à  une  molécule  //i|  une  quantité  de  chaleur 

^Q  =  ?(/>)(Vo-V,)^/; 

Vo  et  V|  sont  les  températures  des  molécules  /?/„  et  /7îi  ;  /;  est  leur 
distance,  et  «(/?)  est  une  certaine  fonction,  négligeable  dés  que/> 
est  supérieur  à  une  limite  s  très  petite. 

Si  Ton  n'admettait  pas  l'hypothèse  de  Fourier,  il  faudrait  em- 
ployer la  formule 

dq  =  ^ip,  v,)(V„-v,)r//. 

Vient  ensuite  la  définition  du  flux  de  chaleur.  Si  l'on  considère 
un  élément  de  surface  r/co,  infiniment  grand  par  rapport  à  e,  mais 
très  petit  en  valeur  absolue,  une  molécule  /?/„  située  d'un  côté  de 
l'élément  cède  de  la  chaleur  à  une  molécule  wii  située  de  l'autre 
côté;  considérons  tous  les  couples  de  molécules  tels  que  (m^nii) 
el  faisons  la  somme  des  quantités  de  chaleur  correspondantes;  on 
obtient  ainsi  \ejlu.r  de  chaleur  qui  traverse  l'élément  diù. 

Le  reste  du  premier  Chapitre  est  consacré  à  l'évaluation  du  flux 
de  chaleur,  par  deux  méthodes  différentes.  On  trouve  rexj)ression 
suivante  : 

,/Q  =  _  K  -'--  dt  (ho  ; 
fin 

-r-  est  la  dérivée  de  la  température  prise  suivant  la  normale  à 
an  '  * 

l'clémcnt  JJ;  R  est  une  constante  si  l'on  ado|)te  l'hypothèse  de 
Fourier:  ce  serait  une  fonction  de  la  température  dans  le  cas 
contraire. 

Dans  le  Chapitre  II,  on  applique  les  considérations  précédentes 
;i  un  parallélépi[)èdc  élémentaire,  et  en  évaluant  de  deux  manières 
la  quantité  de  chaleur  (pii  y  entre,  on  arrive?  à  Téipiation  différen- 
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tielle  du  mouvement  de  la  chaleur  daos  un  corps  liomogt^ne  et 
isotrope.  Dans  Thypothèse  de  Fourier,  cette  équation  a  une  forme 
linéaire 


k  est  une  constante. 

C'est  en  somme  Tétude  de  cette  équation  qui  fait  le  principî** 
objet  du  cours.  Il  j  a  deux  problèmes  qui  se  posent  : 

Problème  des  températures  variables.  —  On  se  donne  la  di^ 
tribution  des  températures  à  V instant  initial;  on  veut  savof  ^ 
ce  qu^elle  est  des^enue  au  bout  d^ un  temps  quelconque. 

Problème  des  températures  statiomvaires.  —  On  admet  qu  a 
bout  d^ un  certain  temps  V équilibre  calorifique  est  établi,  cm 
Con  cherche  quelle  sera  alors  la  distribution  des  tempéra^ 
tures. 

Pour  (|ue  ces  deux  problèmes  soient  déterminés,  il  faut  se 
donner,  outre  la  distribution  initiale,  des  conditions  à  la  surface; 
on  admet  que,  le  corps  étant  placé  dans  une  enceinte,  chaque 
clément  c/io  de  sa  surface  perd  une  quantité  de  chaleur 

H  est  une  constanle  pour  chaque  élément  rfto  ;  V  est  la  leinp<''ra- 
lure  de  cet  ('léinenl,  cl  V„  la  température  de  Tonceinle  au  voisi- 
iia<;c  de  rélrmcul. 

On  démontre  (ju'élant  données  les  conditions  analytiques  du 
|)rol)lènie,  chacun  d'eux  ne  peut  avoir  (prune  solnlion. 

Après  ces  «^énéralih's,  nous  |)assons  au  premier  exemple  traité 
par  Fourier,  \c  prohlrine  <lcs  lemp(''ralurcs  slalionnaircs  dan."»  un 
solide  reelangulaire  ind('(ini  ;  c'est  Tobjet  du  Chapitre  III. 

Pour  fixer  h;s  idées,  donn(^ns-nous  les  conditions  suivantes  :  le 

solide  est   limité  par  les  plans  r  —  o,  .r  =z  —  -  >   r  =  -  ;  on  a 


IN>ur  ./  --.  -r    ' \ 


(), 


» 


i-  )     —     A \     —    (). 

r  —  <) \   --/*«/), 
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On  monlre  que  le  problème  se  résout  simplemenl  dans  deux 
cas  particuliers. 

Siy(j:)  =  sin2ma:,  on  a 

Si/(x)  =  cos{tim  —  i)x,  on  a 

On  est  alors  conduit,  dans  le  cas  où  /(x)  est  une  fonction  quel- 
conque, à  chercher  à  représenter  cette  fonction  par  une  série  de 
la  forme 

(i)  ai  0085? -t-  «3  cosSjt  -h. .  .-T-  ^j  sin'vij'  -h  64  sin  4a7  -f-. . .. 

Si  la  chose  est  possible,  la  solution  du  problème  sera  fournie 
par  la  série 

V  =  atCOSxe-y'-\-  Oj  co s 3 a? ^-'r -+-...-+-  6j  s\nixe-^y-i-  bi,  sin4a:e-*>-f-.... 

Il  sera  nécessaire,  bien  entendu,  d^examiner  si  cette  série  est 
convergente,  et  de  vérifier  qu'elle  représente  bien  une  fonction 
satisfaisant  aux  conditions  du  problème. 

Dans  tous  les  cas,  on  est  conduit,  par  Tétude  de  cet  exemple,  à 

élodier  la  représentation  d'une  fonction  déGnie  entre  —  r  ^^  '  P^^ 
une  série  Irigonomélrique  de  la  forme  (1). 

On  ramène  facilement  ce  problème  au  suivant  :  Représenter 
une  fonction  définie  entre  —  tz  et  tz  par  une  série  trigonomé- 
irique  de  la  forme  générale  : 

L*ëtude  de  cette  question  fait  Tobjet  de  la  fin  du  Chapitre  III 
el  du  Chapitre  IV.  Dans  ce  dernier  Chapitre,  on  démontre  que 
la  représentation  est  possible  si  la  fonction  satisfait  à  la  condition 
de  Dirichlety  c'est-à-dire  si  elle  peut  être  considérée  comme  la  dif- 
férence de  deux  fonctions  dont  chacune  reste  constamment  finie 
el  n^est  jamais  croissante.  Ensuite,  on  étudie  les  propriétés  des 
séries  que  Ton  vient  d'obtenir,  au  point  de  vue  des  discontinuités. 
Dans  le  Chapitre  V,  nous  passons  au  problème  des  tempéra- 
Bull,  des  Sciences  mathém.,  1*  série j  i.  XX.  (Décembre  iHçjf).)  22 


3ij  PRF.MIÊHB   PARTIE. 

lures  variables  dans  une  arinille,  c'csL-à-dire  dans  un  circuit  fermé 
de  section  infiniment  petite.  L'équation  du  mouvement  de  U 
ehiileur  est  dans  ce  cas 


jc  étant  la  lon<^uetir  du  11!  coniptcc  à  partir  d'une  cerlaine  orîgini 
Un  clian^crnent  de  variable  simple  conduit  à  l'équalion 


■0 


la  longueur  du  circuit  étant  alors  -^t:. 

U  doit  lîtrc  une  fonction  périodique  de  x  de  période  2jz,  ci  se 
réduire  pour  (  :^  o  à  une  fonctic      '         •     -^     ^ 

On  aperçoit  comme  solulio 
fonctions 


__.n  donnée/(ir). 

n  particulière  de  l'équation  (a)  les 


On  en  déduit  que  si  /(x)  est  dévcloppable  par  la  roruiule 
la  sulution  du  probli^me  sera 
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On  est  ainsi  ramené  à  la  fonction  6  de  Jacobi,  qui  peut  se 
Iransformer  d'après  la  théorie  des  fonctions  elliptiques;  on  peut 
écrire 

'~    *  (.r  —  z  —  îmz,* 


•VîS 
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Chapitre  VL  —  Le  problème  des  températures  variables  est 
ainsi  résolu  pour  un  circuit  de  longueur  finie;  il  est  naturel  de  se 
demander  ce  que  deviennent  les  formules  finales,  lorsque  la  lon- 
gueur du  circuit  croît  indéfiniment.  On  va  montrer  dans  ce  qui 
suit  que  ces  fonctions  correspondent  alors  an  cas  d^un  fil  indéfini. 

La  solution  de  Fourier  pour  le  cas  d'un  fil  indéfini  repose  sur 
une  transformation  des  séries  trigonoméiriques,  qui  conduit  à 
considérer  l'intégrale  de  Fourier. 

On  démontre  que  l'on  peut  représenter  une  fonction  f{x)  dé- 
Hnic  entre  —  oo  et  4-00  et  satisfaisant  à  la  condition  de  Dirichlet 
par  l'intégrale 

/      [o{q)cosqx-^'l{q)?>\ïiqx]  dq. 


•-'0 


en  posant 


Le  Chapitre  Vil  est  consacré  à  quelques  propriétés  de  l'inté- 
grale de  Fourier  qui  vient  d'être  définie.  On  y  démontre  que  les 
intégrales 

/r^{q^t.Q^qx  dx      et       /      Qp(^)  sin^^rdlr 

sont  des  fonctions  holomorphes  de  x^  sauf  pour  .r  =  o,  en  suppo- 
sant que  la  fonction  7(^)  s'annule  quand  q  croît  indéfiniment,  et 
l'^on  étudie  les  singularités  de  ces  fonctions  pour  x  =  o. 

Chapitre  VIIL  —  La  méthode  qui  vient  d'être  employée  pour 
intégrer  Téqualion 


dV  _  dni 

dt  ~  dx^ 
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peut  s'appliquer  i  d'autres  équations  linéaires  qu'on  rencontre  en 
Physique  mathématique,  en  particulier  à  l'équation  des  cordei* 
vibrantes  : 


et  à  l'i^quation  des  télégraphistes 


U. 


On  est  conduit,  par  ce  qui  précède,  à  appliquer  une  méthode 
uniTorme  à  ces  trois  équations.  On  cherche  à  y  satisfaire  au 
moyen  d'une  fonction  de  la  forme 


"=/:: 


>(q,l)e 


'd.,. 


La  forme  de  la  fonction  a  est  déterminée,  en  premier  lien  par 
l'équation  difTércntielle,  en  second  lieu  par  les  conditions  ini- 
tiales ;  pour  /  =  o,  U  doit  se  réduire  à  une  fonction  donnée  f{x). 
On  suppose  que  celte  fonction  f{x)  est  mise  sous  la  forme  d'une 
inlé{;rale  de  Fouiier 


f     i)iq)e'l-Hq. 


On  a  alors  )a  condition 
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On   trouve  que   la   solution  qui,   pour  l  =  o,  doit  se  réduire  à 

V=  r*-=^e       ^dl 

Il  est  d'ailleurs  facile  de  reconnaître  que  les  deux  solutions  de 
Fourier  et  de  Laplace  sont  identiques. 

Cette  solution  de  Laplace  peut  s'étendre  au  cas  d*un  solide  in- 
défini dans  tous  les  sens.  On  a,  comme  solution  particulière  de 
l'équation 

dt        ^' 
la  fonction 


1       — 


et  l'on  en  déduit  la  solution 

y^ffrmi±Me Ti didr,d^,^ 

l'intégrale  étant  étendue  à  l'espace  tout  entier. 

Chapitre  JC,  —  Comme  nouvel  exemple,  considérons  le  pro- 
blème du  refroidissement  d'une  sphère,  en  supposant  qu'à  Tin- 
stant  initial  la  température  dépende  seulement  de  la  distance  au 
centre.  On  ramène  le  problème  à  l'intégration  de  l'équation 

<^>  -dî^-dfi' 

avec  les  conditions  suivantes  : 

U  sera  une  fonction  de  r  définie  entre  o  et  i   qui^  pour  r  =  i, 
satisfait  à  l'équation 

(4)  7ïr  =  ('-^'^^» 

cl  pour  /  =  o,  se  réduit  à 

h  est  une  constante  comprise  cnlrc  o  et  r. 
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On  va  chercher  à  appliquer  la  mélhode  de  Fourier,  c'esl-à-dîre 
à  exprimer  U  par  une  série  doni  les  termes  seront  des  ÏDlégrales 
pariiculières  de  l'équaLion  (3)  saLisfaisant,  en  outre,  à  l'ëqua- 
iton  (4). 

On  trouve,  comme  soliilion  parliculière,  la  fonction 


dans  laquelle  ijl  doit  .siiti^faii'e  à  l'équation  transcendante 
(5)  tangj^  =  YZTk^- 

Celle  équation  est  disculée  dans  les  paragraphes  suivants;  on 
reconnaît  qu'elle  a  une  infinité  de  racines  positives  [x,,  u,,  . . ., 
K".  ■•■■ 

On  est  alors  conduit  au  résultat  suivant  :  S'il  est  possible  de 
développer  la  fonction  f/[r)  en  une  série  de  la  forme 


Aisin  ji,/  -4- A,5in[i,/' +. . .  4- A, 
la  sohilion  du  problème  sera 


La  question  est  donc  ramenée  au  développement  d'une  fonc- 
tion   s'annulant   pour  r  =  o   suivant  les    fonctions  particulières 


Si  l'on  admet  que  te  développement  est  possible,  il  est  facile  de 
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la  forme 


f  fix)ei--' 


Il 


Ëofin,  dans  le  Chapitre  XIII  on  montre,  en  appliquant  les  ré- 
sultats précédents,  que,  sous  certaines  conditions,  une  fonction 
peut  être  développée  en  série  procédant  suivant  les  exponentielles 
^-/fijr^  les  [X  étant  les  racines,  en  nombre  infini,  d'une  certaine 
équation  transcendante  que  Ton  peut  choisir  arbitrairement. 

En  particulier,  on  peut  retrouver  la  série  de  Fourier,  en  pre- 
nant Téquation 

Pour  résoudre  le  problème  du  refroidissement  de  la  sphère,  on 
doit  considérer.  Téquation 

tan^fjL  =  A  jJL. 

Chapitre  JCIV.  —  Après  avoir  ainsi  donné  la  solution  complète 
d\in  certain  nombre  de  cas  particuliers,  nous  abordons  mainte- 
nant le  problème  général  du  refroidissement  d'un  corps  quel- 
conque; mais  ici  nous  perdrons  en  rigueur  ce  que  nous  gagne- 
rons en  généralité. 

La  résolution  du  problème  est  basée  sur  Tex-istence  des  fonc- 
tions qu^on  appelle  fonctions  harmoniques,  qui  jouissent  des 
propriétés  suivantes  : 

Si  U  est  une  fonction  harmonique  relative  à  un  corps  déter- 
miné, on  a,  à  rintérieur  du  corps, 

k  étant  une  certaine  constante,  et  à  la  surface 

d\] 

h  //  IJ  —  o, 

an 

h  étant  la  constante  donnée  dans  l'énoncé  du  problème. 

On  démontre,  par  un  procédé  qui  rappelle  la  démonstration  du 
principe  de  Dirichlet  donnée  par  Riemann,  qu'il  existe  une  in- 
finité de  fonctions  U,  et  Ton  en  donne  les  propriétés  les  plus 
simples. 
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Comme  application,  on  détermine  les  fonctions  U  dans  le  cas 
du  parallélépipède  rectangle. 

Dans  le  Chapitre  XV,  se  trouvent  exposées  les  propriétés  gé- 
nérales des  fonctions  U  et  des  constantes  A:  qui  leur  correspon- 
dent; en  particulier,  on  montre  qu'il  est  possible  de  délermîner 
des  limites  inférieures  pour  ces  quantités  k. 

Nous  arrivons  ensuite  à  l'application  des  fonctions  U  au  pro- 
blème de  Fourier.  Il  faut  trouver  une  fonction  V  telle  que  Ton  ait 

dt  "  ^^' 
à  l'intérieur  du  corps; 

h  AV  =  o, 

an 

à  la  surface,  et 

V=V,(ar,^,  z), 
pour  /  =  o. 

Si  l'on  peut  développer  V©  en  série  procédant  suivant  les  fonc- 
tions harmoniques 

Vo=  Ai  Ui-H  A,Uî-4-. .  .-h  A„Urt-+- . . ., 

on  vérifie  que  la  solution  est 

V  =  Ai  Ui e-*.'  -h  A, U,  tf-M  -h. . . -r-  An L'„<?-*V  -k,  . . . 

La  question  riant  ainsi  ramenée  au  développement  de  la  fonc- 
tion \  0  suivant  les  fonctions  U,  il  est  facile  de  déterminer  les 
coefficients  A.  Il  resterait  alors  à  démontrer  que,  si  l'on  pose 

le  reste  R„  tend  \ers  o  quand  n  croît  indéfiniment.  C'est  ce  qui 
n'est  pas  démonln».  On  montre  seulement  que  l'intégrale 

fffw-d,. 

tond  Nors  7.éro. 

l/aulour  indique  ensuite  une  méthode,  fondée  sur  une  généra- 
lisation de  la  méthode  de  Caucin,  que  Ton  pourrait  essaver  d'eni- 
phner  pour  démontrer  en  toute  rigueur  la  pos>ibilitédu  dévelop- 
peir.onl. 
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Chapitre  JCVI,  —  Comme  application  de  la  théorie  générale, 
nous  considérons  le  cas  d'une  sphère  de  rayon  i,  la  température 
étant  distribuée  d'une  manière  quelconque  dans  le  corps. 

n  est  utile  de  définir,  à  ce  propos,  les  polynômes  et  les  fonc- 
tions sphériques. 

Un  polynôme  sphérique  est  un  polynôme  II  homogène  en 
Xyjr^  Sj  et  satisfaisant  à  Téquation 

An  =  o. 

Si  Ton  transforme  les  coordonnées  jr,  y,  z  en  coordonnées  po- 
laires r,  0,  ^,  on  a 

II„=/'».X„. 

Xjv  est  une  fonction  des  angles  6  et  s  que  Ton  appelle /bnc^/on 
sphérique. 

On  va  montrer  qu'une  fonction  arbitraire  des  deux  angles  0 
et  f  est  déveioppable  suivant  les  fonctions  sphériques;  pour  cela 
Tauteur  commence  par  rappeler  de  quelle  manière  Laplace  a  été 
conduit  à  ce  résultat,  par  des  considérations  relatives  au  potentiel; 
puis  il  expose  la  méthode  que  Dirichlet  a  donnée  pour  établir  la 
proposition  rigoureusement. 

Chapitre  XVll,  —  Supposons,  d'après  cela,  qu'une  fonction 
harmonique  U,  relative  à  la  sphère,  soit  déveioppable  par  les 
fonctions  sphériques.  Soit 

i;  =  v^«(/).ll„. 

On  montre  facilement  que  chaque  fonction  :p  doit  satisfaire  à  une 
équation  diflTérentielle  du  second  ordre, 

ar*  /*       ar 

Kn  outre,  on  doit  avoir  la  condition 

pour  r  =  I . 

Il  faut  résoudre  la  question  suivante  :  Développer  suivant   les 
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fondions  U  une  fonclion  arbilraire  V  de  /',  0  et  «p;  la  question  se 
ramène  au  dévclop)>emeDt  d'une  fonclion  arbitraire  de  r,  définie 
entre  o  Cl  i  au  moyen  des  fonctions  o. 

Avant  de  trailer  celte  question,  l'auteur  indique  un  nouveau 
problème,  celui  du  refroidissement  d'un  cjlîndre  de  révolution, 
([ui  va  nous  conduire  à  des  résultats  analogues.  En  considérant  les 
coordonnées  semi-polaires  r,  u,  z,  on  trouve  des  fonctions  U  de 
la  forme 

Z(if.o(r).ll. 

Z  est  égal  à  sin  ii:  ou  cos[*:,  iji  élanl  racine  d'une  équation  déter- 
minée. II  est  un  polynôme  spbérique,  et  s  doit  satisfaire  à  l'équa- 


i  qu'à  loqualionà  la  limite 


Chapitre  A'VHI.  —  Ainsi,  les  deux  cas  particuliers  qui  prc- 
cèdenl  conduisent  à  l'équation 
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Maurice  d'OCAGNE,  Ingénieur  dos  Ponts  et  Chaussées,  Professeur  à  l'École 
dos  Ponts  ot  Chaussées,  Répétiteur  à  l'École  Polytechnique.  —  Covrs  dk 

GÉOMBTIIIE   DESCRIPTIVE   ET    DE    GÉOMÉTRIE   INFINITÉSIMALE.     I     VOl.    iu-S". 

Paris,  Gauthier- Villars  et  fils,  i8(j6. 

Les  Leçons  que  publie  M.  Maurice  d'Ocagne  s'adressent  aux 
élèves  du  cours  préparatoire  de  l'École  des  Ponts  et  Chaussées. 
Il  faut  donc  tenir  compte  du  cadre  dans  lequel  l'auteur  était  tenu 
de  se  renfermer  et  du  but  précis  qu'il  devait  poursuivre  :  initier 
de  futurs  ingénieurs  aux  principes  essentiels  de  la  Géométrie 
inGnitésimale  et  aux  grands  problèmes  qui  constituent  l'actualité 
dans  cette  science.  L'auteur  ne  pouvait  songer  à  recourir  aux 
g^randes  méthodes  générales  qui  exigent  un  temps  qu'on  ne  peut 
pas  toujours  demander  à  déjeunes  esprits  impatients  de  se  spé- 
cialiser dans  des  recherches  d'un  autre  ordre.  L'auteur  a  su  choisir 
avec  beaucoup  de  sagacité  des  méthodes  plus  simples  qui  devaient 
l'amener  exactement  au  but  qu'il  voulait  atteindre. 

Nous  ne  dirons  rien  de  la  première  Partie  du  Livre,  entière- 
ment occupée  par  la  Géométrie  descriptive  et  qui  contient,  en 
quatre  Chapitres,  les  théories  classiques  des  projections  cotées, 
de  la  perspective  axonométrique,  des  ombres  et  de  la  perspective 
linéaire.  L'ordre  et  la  méthode  font  tout  le  prix  de  ces  quatre 
Chapitres,  dont  le  fond  se  trouve  à  peu  près  imposé  par  l'usage, 
fixé  lui-même  par  les  nécessités  de  la  pratique. 

La  seconde  Partie,  la  Géométrie  infinitésimale,  offrait,  comme 
nous  l'avons  déjà  dit,  plus  de  prise  à  Tinitiative  personnelle  de 
Tailleur. 

Après  avoir  rappelé  en  un  préambule  les  principes  de  la  mé- 
thode infinitésimale  en  Géométrie  et  en  Analyse,  l'auteur  traite  la 
théorie  des  courbes  planes. 

Il  la  ramène  toute  à  trois  formules  fondamentales,  utilisées  déjà 
par  M-  Mannheim  dans  son  Cours  de  l^ Ecole  Polytechnique,  Il 
convient  de  noter  Je  soin  qu'a  pris  M.  d'Ocagne  de  préciser  dans 
ces  formules  la  question  des  signes.  Ces  précaulions  ne  sont  pas, 
comme  certains  le  pourraient  croire,  le  fait  d'un  esprit  hanté  de 
Tamour  de  la  forme;  ces  tendances  vers  le  vide  ne  sauraient  être 


COMPTKS  RENDUS  ET  ANALYSES.  h.5 

à  IVtude  (le  riiélice,  dont  on  connaît  ]e  rôle  important  dans  quan- 
tité d'applications  pratiques. 

L'étude  des  sur/aces  en  général  est  l'objet  d'un  Chapitre  im- 
portant. 

De  la  définition  du  plan  tangent,  Fauteur  passe,  par  une  exten- 
sion naturelle,  aux  enveloppes  en  général,  et  comme  il  aime,  avec 
raison,  à  illustrer  d'exemples  les  théories  générales,  il  applique 
sàussîtôl  cette  notion  à  la  démonstration  du  théorème  de  Malus 
■relatif  aux  ravons  réfléchis. 

Dans  Tétude  de  la  courbure,  M.  d'Ocagne  suppose  la  surface 
■^apportée  à  son  plan  tangent,  el  sur  la  forme  réduite  de  l'équation 
de  la  surface  il  étudie  sa  forme  et  montre  comment  la  discussion 
géométrique  amène  nécessairement  l'indicatrice  de  Dupin,  les 
transports  asymptotiques  et  les  couples  de  tangentes  conjuguées. 
Il  déduit  les  théorèmes  d'Euler  el  de  Meusnier  de  considérations 
purement  géométriques  et  montre  quels  liens  les  rattachent  à  Tin- 
«jîcatrice  de  Dupin. 

C'est  aussi  par  les  moyens  de  la  Géométrie  pure  que  sont  expo- 
sées les  propriétés  des  axes  de  courbure  cle  Slurm,  les  formules 
<ie  M.  J.  Bertrand  et  d'Ossian  Bonnet. 

A  propos  de  la  mesure  de  la  courbure  de  la  surface  en  un  point, 
on  trouvera  définies  la  courbure  totale  de  Gauss,  la  courbure 
moyenne  de  Sophie  Germain,  et  enfin  la  courbure  introduite  par 
M.  Casorati  et  qui  est  représentée  par  la  demi-somme  des  carrés 
des  inverses  des  rayons  de  courbure  principaux.  Toutes  ces  expres- 
sions généralisent  à  certains  points  de  vue  la  notion  analogue 
relative  aux  courbes;  en  se  plaçant  à  des  points  de  vue  nouveaux, 
on  obtiendra  d'autres  formes  de  généralisation.   Cependant,  la 
courbure  de  Gauss  a  pour  elle  cette  propriété  capitale  de  rester 
invariable  dans  une  déformation  de  la  surface. 

Ce  Chapitre  se  termine  par  un  paragraphe  sur  les  lignes  tracées 
sur  une  surface.  La  définition  de  la  courbure  et  de  la  torsion  géo- 
désiques  occupent  naturellement  la  première  place. 

La  formule  de  M.  Bertrand  et  celle  d'Ossian  Bonnet  donnent 
chacune  une  expression  de  la  torsion  géodésique  que  Fauteur  ne 
manque  pas  de  faire  connaître.  Les  lignes  de  courbure  et  leur 
tôle  dans  les  systèmes  orthogonaux,  les  lignes  asymptotiques,  les 
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lignes  conjuguées,  les  lignes  géodésiques  sonl  tour  à  tour  définies 
et  étudiées. 

Enfin,  désireux  de  ne  laisser  ignorer  à  ses  auditeurs  aucun  de$ 
grands  problèmes  qui  occupent  les  géomètres  de  ce  siècle,  Tauteur 
les  initie  à  la  théorie  des  surfaces  minima  et  à  celle  de  la  défor- 
mation. 

Le  Chapitre  qui  termine  TOuvrage  traite  des  surfaces  de  nature 
spéciale;  il  offrira  naturellement  des  applications  variées  des 
théories  précédentes. 

Nous  trouvons  d'abord  les  surfaces  enveloppes  de  sphères,  et  e<» 
particulier  la  cyclidc  de  Dupin,  les  surfaces  de  révolution. 

Viennent  ensuite  les  surfaces  gauches.  La  distribution  du  pl^*^ 
langent  le  long  d'une  génératrice  donne  lieu  à  une  question   ^^ 
sens  et  de  signe,  qui  peut  être  une  cause  d'embarras  dans  1  *^^ 
épures  et  que  l'auteur  a  tenu  à  éclaircir  avec  netteté.  Si,  en  eff^  *' 
le  point  de  contact  se  déplace  dans  un  sens  déterminé  sur  lagén  ^^ 
ralrice  rectiligne,  pour  un  observateur  traversé  des  pieds  à  la  têi-^ 
par  le  point  mobile,  le  plan  tangent  pourra  paraître  tourner  soit  ** 
gauche,  soit  à  droite;  de  là  une  question  de  signe  pour  le  para' 
mètre  de  distribution.  M.  d'Ocagne  a  insisté  comme  il  convenait 
sur  ce  point  délicat. 

Nous  retrouvons  un  soin  analogue  à  propos  des  surfaces  gauches 
à  ct>ne  directeur  de  révolution  et,  en  particulier,  des  hélicoïdes 
«gauches.  Dans  la  théorie  des  surfaces,  on  trouvera  une  élégante 
détermination  de  Tindicalricc  pour  un  point  quelconque  de  la  sur- 
face. Ces  hélicoïdes  jouent  un  rôle  particulièrement  important 
dans  les  applications;  de  là  l'étude  soignée  et  détaillée  qu'en  a 
faite  Tauleur. 

C'est  aux  surfaces  développables  (]ue  sont  consacrés  les  deux 
derniers  paragraphes  du  Livre.  Leur  théorie  vient  compléter  celle 
des  courbes  gauches  auxquelles  elles  sont  liées  et  dont  elles  sont 
les  réciproques  sur  voie  de  dualité.  L'application  aux  surfaces 
d'égale  pente  était  tout  indiquée  dans  un  cours  professé  de\ant 
(le  futurs  ingénieurs. 

Nous  pensons  cependant  avoir  fait  ressortir  que  ces  Leçons 
s'adressent  aussi  aux  amis  de  la  Géométrie  désireux  de  s*initier 
aux  faits  et  aux  |)rol)lèmes  essentiels  de  la  (iéométrie  infinilési- 
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maie.  Conçues  consciencieusement,  écrites  avec  ordre  el  clarté, 
elles  prendront  une  place  honorable  parmi  nos  meilleurs  Ouvrages 
d^enseîgnement.  G.  Koknigs. 


MELANGES. 

SUR  LE  THÉORÈME  DE  DESGARTES  : 
Par  m.  Kmile  BOKEL. 

On  sait  que  la  règle  des  signes  de  Descartes  permet,  connais- 
sant les  signes  des  coefficients  dans  une  équation  algébrique  en- 
tière, et  sachant,  en  outre,  que  certains  coefficients  sont  nuls,  de 
fixer  une  limite  supérieure  du  nombre  des  racines  réelles  de  cette 
équation.  Par  exemple,  a,  b,  c  étant  des  nombres  positifs,  Téqua- 
tion 

a,  au  pluSj  trois  racines  réelles.  Je  me  propose  de  compléter  ce 
théorème  en  faisant  voir  que  Ton  peut  choisir  les  nombres  a,  b,  c 
de  manière  que  ce  nombre  maximum  soit  atteint.  En  d'autres 
termes,  le  théorème  de  Descartes  exprime  tout  ce  que  Ton  peut 
dire  sur  la  réalité  des  racines  d'une  équation  algébrique,  lorsqu'on 
connaît  seulement  les  signes  des  coefficients  non  nuls. 

Considérons,  en  eCTet,  un  polynôme  de  degré  m  dans  lequel 
le  coefficient  de  x'^  est  réduit  à  Tunilé  et  le  coefficient  de  x"*~^ 
nul  ou  égal  à  ±  i<r^'^'^-<r~*K  II  est  aisé  de  voir  que,  pour 

c'est  le  terme  en  x'^~p  qui  donne  son  signe,  s'il  n'est  pas  nul.  En 
effet,  la  valeur  absolue  du  terme  en  x'"~^  est  alors 

Cl  Ton  en  conclut  que,  en  prenant  positivement  le  terme  en 
x^-p  et  négativement  tous  les  autres,  la   valeur  du  polynôme  est 
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supérieure  à 

^mlm-V-t-im-p)*  II-— - —  —  —         I 

^  l         i       3*        3»      *    'J' 

ella  quantité  entre  crochets  est  manifestement  positive. 

Ce  point  établi,  la  proposition  énoncée  se  démontre  très  aisé- 
ment, car  il  suffit  de  substituer  tous  les  nombres  x=±3**~*^"' 
pour  déceler  l'existence  d'un  nombre  de  racines  réelles  égal  au 
maximum  indiqué  par  le  théorème  de  Descartes.  Nous  avons 
ainsi  donné  le  moyen  de  choisir  les  coefficients  non  nuls,  dans 
une  équation  où  Ton  connaît  seulement  leurs  signes,  de  manière 
que  ce  maximum  soit  effectivement  atteint.  Onsaitd^ailleurs  que, 
dans  ce  cas,  le  théorème  de  Descartes  fait  connaître  immédiate- 
ment le  signe  des  racines. 
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Tome  XVr,  i8y;i. 

Zorawski  (A'.).  —  Sur  les  invariants  de  déformation.  Une  appli- 
cation de  ia  théorie  des  groupes  de  Lie.  (i-64). 

Il  s*agit  des  quantités  qui  ne  changent  pas  lorsqu'on  déforme  la  surface, 
telles  que  la  courbure  totale  de  Gauss,  les  paramètres  diflférenticls  de  Beltrami, 
OQ  la  courbure  géodésique.  De  telles  quantités  ne  doivent  dépendre  de  la  forme 
de  la  surface  que  par  les  coefficients  E,  F,  G  de  Télément  linéaire.  De  plus, 
elles  ne  doivent  pas  être  altérées  par  un  changement  de  coordonnées  curvilignes. 

I.  L'auteur  rappelle  un  certain  nombre  de  propositions  empruntées  à  la 
ihéorie  des  groupes  continus  infinis,  lesquelles,  en  particulier,  permettront  de 
ramener  les  groupes  de  la  question  à  certains  groupes  finis. 

II.  La  surface  étant  rapportée  à  des  coordonnées  curvilignes  x,  y^  cfl'cctuons 
sar  ces  coordonnées  un  changement  de  variables  quelconque.  En  calculant  les 
nouTelles  valeurs  de  E,  F,  G,  les  transformations  ainsi  définies  seront  celles 
d'un  certain  groupe  infini  qu'on  peut  appeler  le  groupe  de  Gauss,  Si,  en  même 
temps  que  les  coefficients  Ë,  F,  G,  on  exprime  en  fonction  des  nouvelles  va- 
riables une  ou  plusieurs  fonctions  de  point,  on  obtient  des  transformations 
dont  l'enseDible  sera  un  groupe  de  Beltrami :  car  c'est  à  de  pareilles  transfor- 
mations que  se  rapportent  les  paramètres  difi'érentiels  de  cet  auteur.  Les  trans- 
formations qui  s'appliquent  aux  quantités  E,  F,  G  et  à  Téquation  d'une  courbe 
tracée  sur  la  surface  forment  un  troisième  groupe  le  groupe  de  Minding. 
Ivnfin,  en  faisant  entrer  en  ligne  de  compte  à  la  fois  <lfs  coefficients  de  l'clc- 
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ment  linéaire^  des  fonctions  de  point  et  des  équations  de  courbes,  on  a  le  groupe 
général. 

Les  quantités  cherchées  sont  les  invariants  diflférentiels  de  ces  groupes  cl, 
pour  les  rechercher,  on  devra,  d'après  la  méthode  de  Lie,  prolonger  les  groupes 
et  déterminer  les  invariants  des  groupes  ainsi  prolongés. 

Or,  une  transformation  infinitésimale  quelconque  étant  effectuée  sarx,  ^,  os 
calcule  aisément  les  changements  infiniment  petits  de  E,  F,  G,  ce  qui  donne  la 
transformation  infinitésimale  la  plus  générale  du  groupe  de  Gauss.  Considérant 
ensuite  une  fonction  dont  l'accroissement  infinitésimal  est  connu,  on  détermine 
les  accroissements  de  ses  différentes  dérivées.  Ces  résultats  permettent  de 
former  les  transformations  infinitésimales  des  groupes  de  Gauss,  de  Deltrami, 
de  Minding  et  du  groupe  général  prolongés. 

in.  On  peut  dés  lors  écrire  les  systèmes  complets  auxquels  doivent  satisfaire 
les  invariants  différentiels  des  différents  ordres;  mais  il  importe  de  savoir 
combien  d'équations  sont  indépendantes  dans  un  quelconque  de  ces  systèmes. 

En  commençant  par  le  groupe  de  Gauss,  on  reconnaît  que  le  système  cor- 
respondant à  l'ordre  n  ■+■  t  comprend  d'une  part  les  équations  du  système  cor- 
respondant à  l'ordre  n  modifiées  par  la  présence  de  termes  supplémentaires, 
d'autre  part  des  équations  nouvelles.  Celles-ci  revêtent  une  forme  très  simple 
et  Ton  voit  aisément  qu'elles  sont  indépendantes. 

Il  en  résulte  que  toutes  les  équations  du  système  de  l'ordre  ii-4-i  sont 
distinctes  s'il  en  est  ainsi  pour  le  système  d'ordre  n.  Cette  remarque  ramène 
la  question  du  nombre  des  équations  indépendantes  à  l'étude  des  systèmes  cor- 
respondant aux  premiers  ordres  de  différentiation. 

On  reconnaît  ainsi  qu'il  y  a,  pour /t  =  o,  3  équations  indépendantes  sur  4; 
pour  n  =  I,  9  sur  lo;  pour  n  =  a,  17  sur  18;  pour  n  au  moins  égal  à  3, 
(n+i)(/t-f-4)  équations  toutes  indépendantes,  de  sorte  que  le  nombre  des 
invariants  indépendants  pour  /i^3  est  n~i. 

IV.  En  employant  une  méthode  analogue  pour  les  autres  groupes  prolonges. 
on  constale  que  les  systèmes  complets  corresptmdants  sont  tous  composés  dV- 
qualions  indépendantes.  Pour  les  invariants  de  Beltrami  (m  désignant  le 
nombre  des  fouctions  de  point  introduites)  on  trouve  ainsi  ( /i -H  i)/»t  invariant» 
d'ordre  n.  Les  invariants  correspondants  à  m  >  1  s'expriment  toujours  co 
fonction  de  ceux  qui  ne  comprennent  qu'une  seule  fonction  soumise  à  la 
Iransforniution  ;  mais  il  faut  pour  cela  introduire  des  invariants  d^ordres  supé- 
rieurs à  celui  de  l'invariant  à  exprimer. 

Les  invariants  de  Minding  sont  au  nombre  de  1  pour  chaque  ordre  à  partir 
du  second,  sauf  le  (luatrièiue  qui  en  comporte  deux.  Enfin  le  groupe  général 
ne  fournit  aucun  invariant  qui  ne  puisse  s'exprimer  à  Taide  des  précédents. 

V.  Pour  calculer  elTectivcnient  les  invariants  demandés,  il  faut  procéder  à 
rinté^ration  des  systèmes  complets.  Quelques  remarques  générales  permottcot 
(le  diviser  la  diflicullé  en  intégrant  les  é(iuations  successivement. 

VI.  Appliquant  à  la  recherche  des  invariants  des  ordres  les  moins  élevés,  on 
retrouve  comme  invariant  gaussien  la  courbure  totale,  comme  invariants  de 
Iteliraini  les  paraiiiètrcN  différentiels  connus,  comme  invariant  de  Minding  Ij 
courbure  gC'Micsiqiic.  Ces  invariants  avaient  été  obtenus  précédcnuneiit  purdi-^ 
méthodes  qui   n'exi^'eaient   point  d'intégration,  mais  sur  lesquelles  la  iiictli«Mli 


REVUE  DES  PUBLICATIONS.  7 

précédente  a  l'avantage  de  foarnir  tous  les  invariants  indépendants  et  eux 
seuls. 


Kobb  (C).    —   Sur  les  maxima   et   les   miniina   des  intégrales 
doubles.  (65-i4o). 

L'auteur  généralise  aux  intégrales  doubles  les  méthodes  relatives  au  calcul 
des  variations  qui  appartiennent  à  M.  Wcierstrass,  et  dont  il  faudrait  peut-ùtre 
avoir  connaissance  pour  apprécier  à  toute  leur  valeur  les  résultats  obtenus  par 
M.  Kobb. 

I.  On  cherche  les  maxima  et  minima  de  Tiotcgrale 


(1) 


I  =    /  /  V{Xy  y,  z\  x\  yyZ'\  x'yy\z')dud\f 


(où  x\  y\  z'\  x",  y't  5"  sont  les  dérivées  premières  de  x,  y^  z  par  rapport 
à  «  et  i^  respectivement)  étendue  à  Tintérieur  d'une  certaine  courbe  fermée 
F(ii,  v)=o  le  long  de  laquelle  les  valeurs  de  x^  y  y  z  sont  données.  Mais  on 
sappose  que  cette  intégrale  ne  dépend  que  de  la  forme  de  la  surface  lieu  du 
point  Xy  yt  z  et  non  du  système  de  coordonnées  curvilignes  ii,  v  choisi  sur  cette 
sorface.  Il  faut  pour  cela  que  la  fonction  F  satisfasse  aux  équations  aux  dérivées 
partielles 


(a) 


!-'•£■ 


dx' 


oy 


ôz' 


=  X 


=  X 


OV 
âx' 

âx' 


^  ôy' 
^  ôy' 


"  ôz' 


Cela  poséy  comparant  l'intégrale  I  à  une  intégrale  infiniment  voisine  corres- 
pondant au  remplacement  de  x^  y,  z  par  â?  +  ^y>^  +  Tj,  5  +  Ç  [  où  ^^  t.,  Ç  sont 
Dois  sur  la  courbe  limite  F{u,  v)=  o]y  la  première  variation  61  se  met  par  lu 
méthode  ordinaire  sous  la  forme 

*      Ox       Ou\dx'J      O^^XOx") 

Cest  ici  qu'interviennent  les  équations  (3);  en  difTérentiant  ces  équations  on 
arrive  à  démontrer  que  Ton  a 


ou 


r.= 


J       - 


\   z'    x'  \  \  x'     y'  I 

G.      r=  ici,      r=  'G, 

I  5      X    I  \  X     y    , 


où  G  est  une  certaine  fonction  des  dérivées  partielles  de  F;  de  sorte  que  l'ex- 
pression de  SI  se  transforme  en 


M) 


(  ûl  =  f  r OwdudK\ 

\  1  y'    -'  I 

\  I    >•      c    1 


z      X 


•  r,  -h 


X      y' 

X    y 
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Une  condition   nécessaire  pour  que  61  soit  nul  est  que  G  =  o  sur  toute  la 

surface  cherchée  S  ou  du  moins  sur  chaque  portion  régulière  de  S.  Si  d'aillevrs 

âF  àv      àP  du 
cette  surface  oflfre  des  lignes  de  discontinuité,  on  reconnaît  que  -r— 7  -r ^—5  jT 

et  les  quantités  analogues  doivent  rester  continues. 

II.  Une  surface  intégrale  d'une  équation  aux  dérivées  partielles  du  second 
ordre  est-elle  déterminée  par  la  condition  de  passer  par  un  contour  doooéf 
Cette  question  a  été  résolue  par  M.  Picard  pour   les  équations  linéaires.  U 
méthode  de  M.  Picard  s'étend  aux  équations  non  linéaires,  mais  linéaires  ce- 
pendant par  rapport  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre.  Soit  à  cet  eifet 


(4)        ^{x)=Xp^-h2B^^ 
^^'  ^     '  Ou'  duôv 


ryà*x       „/  âx    âx\ 


une  telle  équation;  x  et  x  -\-l  deux  intégrales  infiniment  voisines  passant  par 
le  même  contour  :  on  considérera  l'intégrale  double 

rri[^{x-^l)-<P{x)]dudv, 

étendue  à  l'intérieur  du  contour.  On  arrive  aisément  à  exprimer  la  partie 
principale  de  cette  intégrale  par  une  autre  où  la  quantité  sous  le  signe  /  j 

est  une  forme  quadratique  ^"  ^»  t^>  3^*  Cette  dernière  devra,  pour  que  l'on  ail 

nécessairement  Ç  =  0,  être  une  forme  définie. 

Les  mêmes  considérations  s'étendent  au  cas  de  plusieurs  équations  à  plusiear« 
fonctions  inconnues.  Ici  nous  partirons  des  équations  r,  =  o,  F,  =  o,  r,  =  oet 
nous  considérerons  l'intégrale  double 

(  ^  )  ff{  1 5r,  -f-  T.  sr,  -h  ;  or,  )  du  dv, 

laquelle  peut  s'écrire 

(5)'  f  fiv^Gduds?, 

à  cause  de  l'équation  G  =  o  vérifiée  sur  la  surface  primitive  S.  Kn  se  servant 
des  résultats   de    la    première   partie,  d'après  lesquels  les   dix-huit  quantités 

ôx''  '  ôx'  <)y  '  '"'  Ox^'  '  Ox"  i)y"  '  '"'  ôx'  ôx"  '  2  [dx"  tfy'  "^  ôx^ày  )'  '"  ^" 
égales  aux  carres  et  aux  produits  deux  à  deux  dos  quantités 


a  — 


>'  '  i, 

1,'"     -"  i 


r» 
t* 


X 
X 


X' 


T  = 


y 


multipliés  respectivement  par  des  facteurs  F,,  F,,  F„  on  met  cette  intégrale 
sous  la  forme 

-f-  2L,   ;t.    ,    jL,   ;:  -T-  2L,,T,;     du  di\ 
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Or  OD  constate  par  des  calculs  analogues  à  ceux  de  (I)  que  L,„  L,„  ...  sont 
également  proportionnels  aux  carrés  et  aux  produits  deux  à  deux  de  a,  ^,  y.  En 
désignant  par  F^  le  facteur  de  proportionnalité,  il  vient 

On  en  déduit  les  conditions  cherchées  pour  que  la  forme  qui  figure  sous  le 
signe    /  /  soit  définie.  On  est  ainsi  de  nouveau  conduit  à  l'équation 

<^>  -  5ÏÏ ("•  5ÏÏ -^ •'■  d7) -  5;^ (''■^*  "■an-) -*-»'•  ""  =  <•■ 

qai  détermine  les  surfaces  G  (solutions  de  G  =  o)  infiniment  voisines  de  £. 
Tonte  intégrale  de  cette  équation,  égalée  à  o,  fournit  sur  cette  dernière  surface 
an  contour  en  dehors  duquel  la  propriété  de  maximum  ou  de  minimum  cesse 
nécessairement. 

III.  Comme  variation  infiniment  petite  de  l'intégrale,  nous  pouvons  prendre 
Fintégrale  I'  obtenue  en  coupant  (suivant  un  contour  fermé  K)  la  surface  S 
par  une  surface  régulière  quelconque  r  et  substituant  à  la  portion  de  S  inté- 
rieore  à  K  la  surface  formée  par  :  i**  une  portion  de  surface  G  infiniment 
voisine  limitée  à  son  intersection  K'  avec  la  surface  T;  a*  la  bande  infiniment 
étroite  de  r  comprise  entre  K  et  K'. 

La  différence  r — I,oudu  moins  sa  partie  principale,  s'exprime  par  une  inté- 
grale prise  le  long  de  K.  Si  Ton  désigne  par  l  la  distance  de  deux  points  cor- 
respondants des  deux  contours,  par  u  l'angle  que  cette  distance  fait  avec  ta 
tangente  k  K,  cette  intégrale  est  de  la  forme 


/ 


c  /  sinu  ds^ 

où  C  est  une  fonction  de  x^y^  z  ainsi  que  de  leurs  dérivées  par  rapport  aux 
coordonnées  curvilignes  sur  la  surface  £  d'une  part  et  sur  la  surface  r  de 
Tautre.  Il  faut  dés  lors,  pour  qu'il  y  ait  maximum  ou  minimum,  que  la  fonc- 
tion C  garde  un  signe  invariable,  quels  que  soient  le  contour  K  et  la  surface  r, 
ce  qui  se  traduit  par  une  inégalité  analogue  à  celles  qui  figurent  dans  la  II* 
Partie. 

Inversement  cette  condition,  jointe  à  celles  qui  ont  été  données  en  (  II  ),  suffit 
pour  l'existence  d'un  maximum  ou  d'un  minimum;  autrement  dit,  l'intégrale  1 
prise  sur  S  est  alors  plus  petite  (s'il  s'agit  d'un  minimum)  que  la  même  inté- 
grale prise  sur  une  surface  quelconque  r  infiniment  voisine  et  passant  par  le 
même  contour.  Ceci  se  voit  en  coupant  la  surface  r  par  une  série  de  surfaces  G 
infiniment  voisines  les  unes  des  autres.  Si  K  est  une  des  lignes  d'intersection, 
l'intégrale  prise  d'une  part  sur  la  portion  annulaire  de  r  comprise  entre  K  et 
le  contour  donné,  d'autre  part  sur  la  portion  de  surface  G  intérieure  à  K  varie 
avec  la  surface  G  considérée.  Or  de  ce  fait  que  C  est  d'un  signe  invariable  ré- 
sulte que  cette  intégrale  varie  constamment  dans  le  même  sens  lorsque  la  sur- 
face G  se  rapproche  de  1,  par  suite  qu'il  y  a  bien  maximum  ou  minimum.  Ce 
raisonnement,  établi  d'abord  lorsque  V  est  régulière,  se  généralise  aisément  au 
cas  où  la  surface  Test  composée  d'un  nombre  fini  de  surfaces  régulières. 
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Lohnstein  (  Th,).  —  Notice  sur  une  méthode  pour  l^inversioo  r0  ^' 
mcrique  de  certaines  transcendantes.  (i4i-i4^)* 

La  méthode  exposée  par  M.  Rungc,  dans  le  Tome  XV  du  même  jouroali  pofl^ 
le  calcul  numérique  des  transcendantes  inverses  avait  déjà  été  appliquée  par 
K.  Schellbach  {Die  Lehre  von  den  elliptischen  Integralen  und  den  Tketa- 
functionen,  Berlin,  1864)^  sous  une  forme  moins  simple  et  moins  parfaite,  il 
est  vrai. 

Lilienthal  {R.  von),  —  Sur  la  théorie  de  la  courbure  des  sur- 
faces, (i  43-1 52). 

Emploi  de  notations  particulières  et  introduction  des  rayons  de  courbure 
géodésiques  des  lignes  de  courbure.  Application  de  la  notation  exposée  à  la 
courbure  défînie  par  M.  Casorati  (même  Journal,  t.  XIV).  Démonstration, 
dans  cette  notation,  de  l'interprétation  géométrique  proposée  par  cet  auteur  et 
étude  de  quelques  expressions  analogues. 

Volterra    (Vito).    —   Sur  les   vibrations    lumineuses   dans   les 
milieux  biréfringents,  (i  53-21 5). 

Lamé  a  étudié,  dans  ses  leçons  sur  Télasticité,  Thypothése  d'un  centre  d*ê- 
branlement  unique  dans  la  propagation  de  la  lumière  à  travers  un  miliea  biré- 
fringeut. 

Chaque  onde  issue  de  Torigine  à  Toriginc  des  temps  étant  ressentie  eo  00 
point  quelconque  â7,  y,  2  à  deux  époques  différentes  X„  X,  correspondant  au 
passage  de  chacune  des  nappes  de  la  surface  des  ondes,  on  en  déduit  pour  les 
équations  de  l'Optique  une  intégrale  de  la  forme 


M,  Vy  iv  étant  les  composantes  cherchées  du  déplacement,  les  X,  V,  Z  étant 
certaines  fonctions  déterminées  dex,  y,  c,  les  F,  9  des  fonctions  arbitraires  des 
variables  f -H  ),,  t  -{-'k/,  ^  —  X,,  t  —  \  respectivement.  Mais  il  n'est  pas  exact 
que,  suivanl  l'opinion  de  Lamé,  ces  expressions  puissent  représenter  la  vibra- 
tion provenant  d'un  centre  d'ébranlement.  Cela  tient  à  ce  que  Lamé  n'a  pas  rc- 
mar(]ué  la  polydromie  des  fonctions  \,  V,  Z. 

I.  Les  équations  de  l'Optique 


(2) 


OUI 
'Ot*' 

f)NV 

=  c-  -- 

• 

ttz 

or 

0\} 

ilZ 

0\\ 

i)t' 

-  fy   - 

tir 

—  r?-  — 

(oij  l,  N,  \V  sonl  lc:>  composantes  do  la  rotation  duc  aux  déplacements  m,  w 


r 
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H^  y  f>CïUveDt  s'obtenir  en  annulant  la  variation  d'une  intégrale.  Cette  circonstance 
pcs.mM<ct  de  les  transformer  en  coordonnées  curvilignes  quelconques  i/,,  u,,  u^, 
traBMB^^ormation  qui  peut  au  reste  s'opérer  directement. 

MM»  Aux  équations  E  ainsi  obtenues  correspondent  d'autres  équations  E' 
qwM.'^orM.  peut  appeler  conjuguées  des  premières,  de  sorte  que  chaque  solution  du 
sy^^&mTiC  E  donne  une  solution  du  système  E'  et  réciproquement.  Mais  les  solu- 
tioAs^  ainsi  correspondantes  ne  sont  pas  quelconques.  On  reconnaît  aisément 
qut^  I  es  solutions  de  E  qui  se  rattachent  par  la  voie  dont  nous  venons  de  parler 
à  ^M.^^  solutions  de  E'  sont  celles  qui  correspondent  à  des  vibrations  transver- 
sales.. 

M^^  système  E  se  rapporte  à  l'hypothèse  de  Neumann,  le  système  E'  à  Thy- 
po  C  Mm.  ^  ae  contraire  de  Fresnel. 

SSK.  M.  Weber  a  représenté  les  coordonnées  des  points  de  la  surface  des 
ond^s-^  par  des  produits  de  fonctions  elliptiques  de  deux  paramètres  (les  mo- 
diml^^  étant  différents  pour  chaque  paramètre) et  de  deux  manières  différentes  : 
l'tm  Kft^      qui  permet  de  représenter  par  des  paramètres  réels  u,,  u,  la  nappe  exté- 

ri^ajBar^  de  la  surface,  l'autre  qui  représente  par  des  paramètres  réels  i/,,  </, 
la  vmsfe  ppe  intérieure.  Si  maintenant  nous  considérons  l'espace  comme  découpé 
pa^v*     M^ss  nappes  extérieures  (intérieures)  de  surface  d'ondes  homothétiques  et 

ce» r^cs^iitriques,  le  rapport  d'homothétie  étant  désigné  par  </,(</,),  on  aura  pour 

l'e^j^^cedes  coordonnées  curvilignes  i/,,  w,,  w,,  (w,,  u^,  m,).  Ce  sont  ces  coor- 
doK»  K^  ^-es  que  l'auteur  nomme  coordonnées  de  Weber  de  première  (deuxième) 
^^  et  relativement  auxquelles  il  écrit  les  équations  de  Lamé. 

iA  as  il  y  a  Heu  d'observer  que  la  coordonnée  i/,(</,)  est  discontinue,  les 
^^^'M's^^z^es  de  discontinuité  étant  formées  par  les  parties  que  découpent  dans  le 
P'^"^      cJes  xz  les  parallèles  aux  axes  optiques  menées  par  l'origine. 


-  On  obtient  aisément  des  intégrales  des  équations  ainsi  transformées  tant 
^^  <^^:>^ordonnées  de  première  espèce  qu'en  coordonnées  de  seconde  espèce  et  en 
'^^     ^  c:Sditionnant  on  trouve  des  intégrales  I  de  la  forme 




^=   ^'«/(^  +  ".)-+-  ^'<J   ?(/-+-!/,)» 

OUI 


t  ^«1  (V,;  Uay  v^t  iVjt  sont  indépendants  de  t.  On  constate  d'ailleurs  que  ce 
^^         -^  «8  seules  intégrales  des  équations  (2)  appartenant  à  ce  type  spécial. 
.^^  ^^    intégrales  (au  fond  équivalentes  à  celles  de  Lamé)  correspondent  à  des 
^^^  ^4oos  transversales  et  l'on  en  déduit  des  intégrales  des  équations  conjuguées. 

.  .^     "        ^ais,  en  vertu  de  la  discontinuité,  remarquée  précédemment,  de  la  troi- 

^^    coordonnée,  les   composantes  du  déplacement  ainsi  trouvé  présentent 

C^olydromie  autour  des  droites  T,,  T,  menées  par  l'origine  parallèlement 

^xes  optiques  :  deux  d'entre  elles  changent  de  signe  quand  on  revient  au 

^^_  "^^    de  départ  après  avoir  tourné  autour  d'une  de  ces  droites;  sur  ces  droites 

J^*^^^,  CCS  composantes  sont  indéterminées. 

^^<ic,  contrairement  à  l'opinion  de  Lamé,  les  vibrations  ainsi  représentées 
'(^Ufcnt  résulter  d'un  centre  unique  d'ébranlement,  elles  ne  peuvent  être 
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produites  que  par  une  couche  de  centres  distribués  sur  une  surface  telle  qu  o 
doive  nécessairement  la  rencontrer  quand  on  tourne  autour  de  T,  ou  de  T,. 

D'ailleurs  en  supposant  que  les  expressions  I  représentent  la  vibration  prodoi 
par  un  centre  d'ébranlement,  on  pourrait  leur  appliquer  le  principe  d'Huygens  -^ 
Or  les  expressions  auxquelles  on  arrive  ainsi  et  qui  sont  celles  de  M"*  Kovalewski^ 
ne  vérifient  pas  les  équations  (a),  ce  qui  provient  de  la  circonstance  qui  vient^ 
d'être  signalée. 

VI.  Introduisant  deux  solutions  différentes  des  équations  de  Lamé  (ou  de 
leurs  conjuguées),  on  peut  écrire  des  formules  analogues  à  celle  de  Green.  Eo 
prenant  les  précautions  nécessaires  en  raison  de  la  polydromie  constatée  dans 
les  numéros  précédents,  on  peut  en  déduire  un  théorème  qui  correspond  à 
celui  que  Kirchhoff  a  donné  comme  généralisation  du  principe  d'Huyghens. 

VII.  M(a:,  ^,  z).  v'( X,  y^  5),  (v(j?,  ^%  2)  étant  la  solution  précédemment  ob- 
tenue des  équations  (a),  les  intégrales  triples 

j^  [w ( JT -  ç, ^  - -n,  c  -  ;)] .;( ^, T.,  O  t/ç r/T. ./;. 
S  [^(«^  -  5,  y  -  T..  2  -  ;)]  +(^  T.,  ;)  d\  dr, ./;, 

ne  donnent  pas,  ainsi  qu'on  l'a  vu  en  (V),  des  solutions  de  ces  mêmes  équa- 
tions. Mais  les  intégrales  doubles  analogues  où  r^  est  supposé  nul,  le  point  (^,  O 
variant  dans  une  certaine  portion  du  plan  des  xZy  sont  des  solutions  et  corres> 
pondent  à  des  vibrations  transversales,  du  moins  en  se  bornant  à  la  moitié  de 
l'espace  située  au-dessus  de  ce  plan.  D'ailleurs  on  peut  introduire  dans  cette 
solution  des  fonctions  arbitraires  de  trois  variables  en  introduisant  ^  et  ^  non 
<lans  une  fonction  nouvelle,  mais  dans  les  fonctions  arbitraires  qui  figurent 
aux  formules  (3  ). 

Ces  expressions  restent  finies  au  voisinage  du  plan  ^  =  o  et  l'on  peut  en  dé- 
terminer les  limites  à  l'aide  des  propositions  données  en  (VI). 

VIII.  On  peut  éliminer  une  des  fonctions  inconnues  entre  les  équations  (q) 
et  la  condition  de  transversalité,  et  le  numéro  précédent  donne  des  solutions 
du  système  S  ainsi  obtenu.  A  ces  solutions  on  pourra  adjoindre  leurs  dérivées 
dans  lesquelles  on  pourra  changer  les  fonctions  arbitraires,  de  sorte  qu'on  aura 
pour  le  système  S  une  solution  composée  de  fonctions  finies,  monodromes  et 
continues  dan>  toute  la  moitié  de  resi>ace  donnée  par^>o,  et  dépendant  de 
(juatre  fonctions  arbitraires  de  trois  variables,  en  un  mot  présentant  les  carac- 
tères d'une  intégrale  générale,  sans  (ju'il  soit  rigoureusement  démontré  que 
l'on  peut  obtenir  ainsi  toute  intégrale. 

I\.  On  trouve  en  théorie  électroniagnètiquc  de  la  lumière  que  les  équations 
de  rKlectrodynamique  dans  un  milieu  non  conducteur  qui  est  électriquement 
anisolrope  et  magnétiquement  isotrope  se  ramènent  aux  équationsde  Lamé;  et 
là  même  où  il  n'y  a  pas  isotropie  niagnétique,  mais  simplement  coïncidence 
entre  les  axes  magnétiques  et  électriciucs,  en  partant  des  équations  données  par 
Hertz,  on  arrive  au  même  résultat. 

Kniin,  on  peut  supposer  le  milieu  t  «uiducteur.  sou>  la   condition  d'admcttrt! 


0^ 
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que  les  aies  relatifs  à  ta  conductibilité  coïncident  encore  avec  les  précédents. 
Les  équations  se  ramènent  aux  équations  de  Lamé  par  un  changement  de  va- 
rîal>les  simple. 

Koch    (IL  von).  —  Sur  les  déterminants  infinis  et  les  équations 
ciifTIérenlielies  linéaires.  (y.i'j-'Àip), 

i^cs  résultats  du  travail  inséré  au  Tome  XV  du  même  journal  sont  rendus 
absol^iment  généraux  moj'ennant  un  certain  nombre  de  principe  relatifs  aux 
dé  tes*  minants  infinis. 

I.      S^rincipes  sur  les  déterminants  infinis. 

1  .      Convergence  du   déterminant.  ~   Un  tableau  à  double  entrée,  indéfini 

dans    Cous  les  sens 

A,  j  (/,  A  =  —  X,  . . . ,  -h  3C  ), 

oCa  1  *c»n  nomme  éléments  diagonaux  ceux  pour  lesquels  i  =  k^  est  dit  un  dé- 
ternn  i  nant  de  la  forme  normale  si  le  produit  des  éléments  diagonaux  et  la 
^■*Â^  des  éléments  non  diagonaux  convergent  tous  deux  absolument.  On  peut 
^^'^■ll^urs  ramener  au  déterminant  de  la  forme  normale  un  déterminant  tel 
^uc  z  i«le  produit  des  termes  diagonaux  converge  absolument;  2*>  il  existe  une 
*uit.^    <jc  quantités  :f,(i=— »,  ...,  h-x)  rendant  convergente  la  série 

£2]  ^'^Ic  ^''  ^"  =""^'  ...,  H-  x;  iV  fi)' 

Un    o^s  particulier  important  est  celui  de  a:,=  x*. 

^*  cte  telles  conditions  sont  remplies,  on  peut  définir  la  valeur  du  détcrmi- 
'**'*^  -  Cette  valeur  ne  change  pas  si  l'on  prend  pour  élément  origine  un  élc- 
"*^«»t    «liagooai  quelconque. 

^^"^    déterminant  reste  convergent  lorsqu'on  remplace  les  éléments  d'une  ligne 

^^d<^ooque  par  des  quantités  finies.   Il   change  de  signe  par  l'interversion  de 

^^^^    lignes  ou  de  deux  colonnes;  il  s'annule  lorsqu'il  a  deux  lignes  ou  deux 

J^.'*'^»»  «les  proportionnelles.  On  peut  le  développer  suivant  les  éléments  d'une 

'^"^^      ou  d'une  colonne  quelconque;  plus  généralement,  on  peut  définir  les 

^'^^«ars  de  tous  les  ordres  et  étendre  aux  déterminants  infinis  la  régie  de  La- 

Pl^Of^y    la  décomposition  d'un  déterminant  en  somme  d'un  nombre  fini  ou  infini 

^  **^ terminants,  le  théorème  de  la  multiplication,  les  propriétés  des  détermi- 

^'^^^^    adjoints. 

^*    I^ESs  éléments  du  déterminant  sont  fonctions  analytiques  d'une  variable  in- 
ïf^^^lciante  p  et  si  le  déterminant  est  uniformément  convergent,  il  représentera 
^^•^«mient  une  fonction  analytique  de  p  et  l'on  pourra  en  prendre  la  dérivée 
"^  ^  1^    même  règle  que  s'il  s'agissait  d'un  déterminant  ordinaire. 

,     -    'Système»  infinis  d'équations  linéaires.  —  Un  système  d'un  nombre  infini 
^S^^tioos  linéaires  homogènes  à  une  infinité  d'inconnues,  dont  le  déterminant 
^^  la  forme  normale,  n'admet  de  solution  non  nulle  que  si  ce  déterminant 
^^  ^^aUzéro. 

^"^^  mineurs  diagonaux  tendant  vers  i  lorsque  leur  ordre  augmente  indéfini- 
^**^»  il  existe  nécessairement  un  mineur  d'ordre  fini  difTérent  de  zéro  et  l'on 
^^^  appliquer  le  théorème  de  Houclié. 
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il.  Application  ajx  fqualions  dilTérentiellei  lintaim. 

3.  Expretiion  des  intégralei.  —  Prenant,  conuDC  dan*  Mil  précédent  travail, 

l'équation 


<dont  les  coetGcients  lODt  holomorphes  t  l'intérietir  d'ui 

lairc  C  qui  a  son  centre  à  l'origiDcet  coroprcBd  le  point  «  =  ■)  et  aubstitVHt 

pour  l'intOgralc  cherchée  oa  développemcot  de  la  rormc 


V  s.»"'. 


H.  Helgc  von  Koch  mutUplie  les  équations  précédemment  écrites  pour  la  dé- 
termination des  coefricicnts  g  par  des  qaantités  dont  te  produit  est  converEcnt 


t  Q(p)  en  un  «atre  D{p)  qui  est 
trouve  ainsi  écartée,  celle  qui  est 


ï  transformer 
une  fonction  entière  de  p.  Une  < 
relative  aux  singularités  de  la  fi 

Soit  p'  une  racine  de  D(p);  cette  racine  peut  être  simple  oa  multiple 
d'ordre  ^.  Dans  ce  dernier  cas,  on  considère  les  mineurs  de  D(p).  Soit  ''(r-f  p.) 
l'ordre  du  premier  mineur  qui  ne  s'annule  pas  pour  p  =  p',  les  mineurs  des 
premier,  deuiifme,  etc.,  i —  i'*"'  ordre  admettant  la  raeine  p'  avec  les  ordres 
de  multiplicité  respectifs  p.,,  |i,,  ...,  p-,.,.  Les  nombres  p-,,  p^,  ■■■,  pi,.,  cl  les 
différences  p,— p,=  v,,  ji,— p,=  v,,  ....  p,_,=  ï,_,  vont  en  décroisant.  |i,, 
9;<  ■  ■  ■  I  V-r~\  sont  dits  les  nombrei  caraclérUtiguei  relatifs  i  la  racine  p'. 

Si  p'  est  racine  simple,  la  résolution  des  équations  en  g  donnera  une  inté- 
grale correspondant  à  cette  racine,  p'  étant  racine  multiple,  les  équations  en  g 
auront  r  solutions  indépendantes  qui  donneront  pour  l'équation  (i)  r  intégrales 
indépendantes  de  la  forme  (i),  c'eat-â-dire  autant  qu'on  doit  en  trouver  si  les 
nombres  V  sont  loua  égaux  à  i  (r=  p}. 

Supposons  maintenant  r<  p,  jon  remarquera  que  non  seulement  les  r  inté- 
grales dont  nous  venons  de  parler,  mais  encore  leurs  dérivées  par  rapport  i  p' 
jusqu'à  l'ordre  p  —  ■,  satisfont  à  l'équation  donnée.  Seulement  les  pi,  —  i  pre- 
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Dans  chacune  de  ces  fonctions  les  coefficients  sont  des  polynômes  en  ri  dont 
les  coefGcients  sont  des  nombres  rationnels. 
Application  à  l'équation 


d*r       /  X         3         Y  \ 

-:—   -f-(--H-i---f--)y  =  0. 


Poincaré  (//.).  —  Sur  la  polarisation  par  diffraction.  (297-339). 

I.  Fizeau  a  constaté  que  la  réflexion  sur  des  fentes  métalliques  produit  des 
phénomènes  remarquables  de  polarisation  qu'il  a  attribués  à  l'interférence  des 
rayons  réfléchis  avec  ceux  qui  n'ont  pas  subi  de  réflexions.  M.  Gouy,  et  après 
lui  M.  Hurmuzescu,  ont  fait  des  expériences  analpgues  dans  des  conditions 
plus  simples  et  plus  accessibles  au  calcul,  lequel  peut  alors  servir  à  donner 
une  idée  au  moins  approximative  des  phénomènes.  C'est  ce  que  fait  M.  Poin- 
caré en  employant  le  langage  de  la  théorie  électromagnétique,  les  raisonnements 
étant  d'ailleurs  identiquement  les  mêmes  dans  la  théorie  élastique.  Il  désigne 
par  X,  Y,  Z  les  composantes  de  la  force  électrique  (  vibration  laminease  de 
Fresnel),  par  a,  p,  y  celles  de  la  force  magnétique  (vibration  lumineuse  de 
Neumann).  Il  ne  considère  d'ailleurs  jamais  que  celle  de  ces  deux  forces  qui 
est  parallèle  à  l'axe  des  z  (bord  de  l'écran  )  et  dont  par  suite  les  deux  premières 
composantes  sont  nulles. 

II.  Les  résultats  de  M.  Gouy  sont  obtenus  en  se  servant  d'un  écran  métal- 
lique en  forme  de  biseau  très  aigu  sur  Tarète  duquel  on  concentre  la  lumière 
à  l'aide  d'une  lentille.  On  trouve  alors  les  lois  suivantes  : 

I*  A  l'intérieur  de  l'ombre  géométrique  la  lumière  est  polarisée  perpendicu- 
lairement au  plan  de  diffraction,  et  cela  d'autant  plus  que  la  déviation  est  plus 
grande  ; 

a*  A  Textérieur  de  cette  ombre  la  lumière  est  polarisée  dans  le  plan  de  dif- 
fraction. Cette  polarisation  est  nulle  avec  la  déviation  et  atteint  son  maximum 
vers  3o*  ou  4o*- 

De  plus  la  lumière  intérieure  à  l'ombre  géométrique  est  colorée,  tandis  que  la 
lumière  polarisée  dans  le  plan  de  diffraction  reste  blanche.  On  constate 
d'ailleurs  entre  ces  deux  lumières  une  différence  de  marche. 

Pour  étudier  la  question  par  le  calcul,  nous  simplifierons  encore  en  sup- 
posant : 

I*  Que  les  ondes  incidentes  sont  cylindriques,  de  sorte  que  les  composantes 
des  vibrations  ne  dépendent  pas  de  z  (l'axe  des  z  étant  le  bord  de  l'écran); 

3*  Que  l'écran  se  comporte  vis-à-vis  des  ondes  électromagnétiques  comme 
un  conducteur  parfait,  ce  qui  revient  à  supposer  qu'il  a  un  pouvoir  réflecteur 
très  grand; 

30  Que  l'angle  du  biseau  est  infiniment  petit; 

4'  Que  son  tranchant  est  parfait. 

IIL  Supposons  d'abord  la  lumière  polarisée  dans  le  plan  de  diffraction.  En- 
visageant la  vibration  Z  qui,  si  la  lumière  est  homogène,  peut  se  mettre  sous 
le  forme  Z.cos/)/  -h  Z,  sin/»f,  nous  voyons  que  Z. .  Z,,  qui  ne  dépendent  que  de 
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à  l'équation 


[  coordoanées  polaires  p,  u,  «n  recoDoali  qn«,  dan*  nos  fajpo- 
JévcloppL'  en   série   de   Fourier  suivant  les  sinni  des  moltiplci 


-iP...^. 


I>.  i^lanL  une  (onclion  dep  et  t  linéaire  ci  bomogène  en  cotpl,  aiopt.  Or  l'^na- 
tiun  i  laquelle  do'n  snlisfaire  P.  montre  que  cette  quantité  est  une  fonction  de 
Besscl  (la  variable  étant  ap);  mais  dès  que  f  est  très  grand  par  rapport  i  U 
longueur  d'onde,  on  peut  remplaeer  ces  fonctions  par  leors  valeurs  asympto- 


;t  éerin 


=i^V4»'(-'-^-)-x 


A.  ^tant  une  fonction  linéaire  de  cospt,  iiapt. 

Considérons  d'autre  part  la  lumière  totale  con 
cident,  que  l'on  peut  représenter  par 


e  résultant  du  faisceau  in- 


oil  les  I),  doivent  être  regardés  comme  connus,  et  des  faisceaux  s'éloignant  du 
bord  de  l'écran,  représentés  par 
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Celte  intensité  peut  devenir  infinie,  mais  cela  tient  à  la  manière  toute  théo- 
rique dont  nous  avons  pris  notre  faisceau  incident, /((*))  élant  discontinue. 

Supposons  en  second  lieu  la  lumière  polarisée  perpendiculairement  au  pian 
de  diffraction.  Nous  introduirons  alors  la  vibration  y  que  nous  soumettrons  à 
une  analyse  analogue  à  la  précédenle.  mais  aboutissant  à  un  résultat  différent: 
OD  trouve 


(4)  +,(«)=— »og 


tang lang 

M 4 

tang  ) lang ^t 


La  non-coïncidence  des  formules  (3),  (/))  montre  qu'à  un  faisceau  incident 
naturel  correspond  un  faisceau  diffracté  polarisé.  Pour  ^  très  voisin  de  a,  le 
rapport  des  deux  intensités  sera 


ros cos  


(i>  -h  a              w  —  a 
cos -f-  cos 


i 


ce  qui  montre  que  l'on  a  : 

Entre  Técran  et  le  faisceau  direct  (diffraction  intérieure)  de  la  lumière  pola- 
risée perpendiculairement  au  plan  de  diffraction;  entre  le  faisceau  direct  et  le 
faisceau  réfléchi  (diffraction  extérieure)  de  la  lumière  polarisée  dans  le  plan 
de  diffraction. 

Ces  résultats  sont  conformes  à  l'observation.  Au  contraire,  sur  d'autres  points 
il  y  a  désaccord.  On  rendra  compte  de  ces  désaccords  en  abandonnant  les  hy- 
pothèses trop  simples  qui  ont  servi  de  point  de  départ. 

IV.  Cessons  d'admettre  que  l'angle  du  biseau  est  infiniment  petit,  de  sorte  que 
les  deux  plans  limites  sont  o)  =  o  et  co  =  Xr,  X  étant  un  peu  plus  petit  que  a. 
On  aura  des  séries  analogues  à  celles  de  tout  à  l'heure,  mais  procédant  suivant 

Cl)  (O 

les  sinus  des  multiples  de  ^  et  non  suivant  les  sinus  des  multiples  de  —  •  La 

marche  générale  du  calcul  n'est  d'ailleurs  pas  influencée  par  ce  changement, 
non  plus  que  les  conséquences  finales. 

V.  Pour  tenir  compte  du  fait  que  l'écran  n'est  pas  un  conducteur  parfait,  on 
reprend  d'abord  le  cas  de  la  réflexion  d'une  onde  plane  sur  une  surface  métal- 
lique plane.  Si  nous  prenons  comme  axe  des  x  la  normale  à  la  surface  réflé- 
chissante; comme  plan  des  xy  le  plan  d'incidence  que  nous  supposons  tout 
d'abord  être  le  plan  de   polarisation,  il  est  aisé  de  voir  que  la  condition  que 

Jk'M 

Z  ^  O  dans  le  voisinage  de  la  surface  doit  être  remplacée  par  ~  =  —  6Z,  où  Z 

ox 

est  l'exponentielle  imaginaire  dont  la  partie  réelle  donne  la  vibration  et  d'un 
nombre  à  partie  réelle  positive. 

Un  calcul  analogue  se  fait  relativement  à  y»  pour  le  cas  où  le  plan  de  pola- 
risation est  perpen<liculairc  au  plan  d'incidence. 

Dans  le  cas  où  0  est  très  grand,  on  retrouve  le  cas  simple  qui  vient  d'être 
étudié.  Alors  à  un  rayon  incident  naturel  correspond  un  rayon  naturel  réfléchi, 
mais  Tinterférence  de  ces  deux  rayons  produit  de  la  lumière  polarisée.  Il  en 
est  de  même,  avec  des  différences  de  degré,  pour  le  cas  général. 

Dans  les  expériences  de  M.  Gouy,  la  surface  refléchissante,  qui  est  celle  du 

Butt,  des  Sciences  mathém.,  a*  série,  t.  X\.  (i'Y'vrier  189G.)  ii.a 
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irancliant,  loin  d'âlre  plane,  ■  un  rayoq  de  courbure  tré»  petit.  C*e*t  !■  déi'uir 
normale  —  qui  joue  alors  le  r<>le  diirolu  plu«  haut  i  ^-  En  appliquant  le 
principe  d'JlujiiCns  i  un  vnluniR  limilé  par  :  ■■  l'écran;  »'  un  cjEîadre  de 
revulutiun  ayant  puur  axe  le  bord  et  de  rayon  [réi  grand,  on  arrive  a  trouver 
que  tout  se  passe  plus  uu  muins  exactement  cnmmc  il  a  été  indiqué  en  (III) 
et  (IV),  les  iliirérenccs  étant  d'uutanl  moins  marquées  que  le  pnuToir  rédecleDr 
est  plus  cunsidérabie.  Kn  particulier,  la  pularisilion  sera  plua  iuttnM  potir  les 
couleurs  qu'alfecte  la  luniiére  rrllécliie  par  le  métal  dunt  est  Tornié  l'écraB;  ce 
qui  expliquerait  les  cului'Htions  oITertes  par  la  composante  lumineuse  la  flat 
flirte  (  polarisée  perpeodiculai renient  au  plan  de  dilTractiua),  mai»  eiplîquerait 
plus  diriieilement  comment  l'antre  romposaaie  parait  blanche. 

VI.  Il  eal  dirricile  de  tenir  compte  du  (ait  que  le  biseau  est  arrundi.  On  peut 

se  faire  une  idée  grossière  de  l'influence  de  ce  lait  en  considérant   le  biseau 

comme  cuupé   par  une  face    intermédiaire.   Certaines  discordance»  entre   la 

théorie  et  les  faits  observés  tiennent  i  la  forme  du  bi^au. 

Les  questions  examinées  en  (VJ  et  (%'I)  doivent   faire  l'objet  d'un  travail 

Pincheile  {S.).  —  Sur  la  génération  de  s^'slèmes  récurrenls  au 
inoven  d'une  cqualion  dïHérentielle  linéaire.  (34i-364)> 

On  appelle  intégrale  ditlinguée  d'une  équation  linéaire  aux  dilTércnce* 
finies,  la  variable  indopendanle  étant  n,  celle  dont  l'ordre  d'ioUnilude  e»t  le 
plus  petit  possible  pour  n  inlini.  Lorsque  l'équation  est  du  second  ordre, 
l'étude  de  l'intégrale  distinguée  ranicne  à  la  notion  de  fraction  continue. 

îioit  l'équation  de  récurrence 


'.(")p.= 
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Si  nous  supposons  que  réquation  a^{n)  =  o,  qui  est  Téquation  fondamentale 
déterminante  relative  à  A(U)— o  pour  le  point  singulier  /  —  o,  n'admet  pas 
de  racine  entière,  l'équation  sans  second  membre  n'admettra  pas  d'intégriilc 
uniforme  à  l'origine:  par  conséquent  Téquation  (3)  en  admettra  une  et  un<; 
seule  représentée  par  la  série  (a).  Le  rayon  de  convergence  de  crue  série  sera 
le  module  d'unr  des  racines  de  l'éciuation 

en  général  de  la  plus  petite.  Il  sera  le  plus  grand  possible,  r'est-à-dire  égal  au 
module  de  la   plus  grande  racine^  si  Ton   a   alTaire  à   l'intégrale  distinguée  de 
l'équation  (1). 
M.  Pincherle  définit  ensuite  la  transformation  de  Moine 


) 


l'iotégration  étant  opérée  le  long  d'un  contour  qui  part  de  l'infini  et  y  revient, 
et  applique  cette  transformation  (en  la  modifiant  pour  que  l'intégrale  ait  un 
sens)  i  la  solution  U^  de  l'équation  A(  U)  =  o  qui  se  reproduit,  multipliée  par 
uoe  constante  différente  de  l'unité,  par  une  rotation  autour  de  la  racine  simple 
a,  de  l'équation  (^|).  On  obtient  ainsi  une  fonction  qui  satisfait  à  une  équation 
de  la  forme  (3)  et  qui  est  holomorpiie  dans  le  cercle  de  rayon  |  a,  j.  Si  a,  est 
la  plus  grande  racine  de  l'équation  d  ),  L>,  est  l'intégrale  distinguée  de  l'équa- 
tion  (1). 

Après  avoir  défini  l'équation  récurrente  inverse  de  l'équation  (1),  qui  jouit 
de  celle  propriété  que  les  deux  équations  ('1),  correspondant  à  deux,  équations 
récurrentes  inverses,  ont  leurs  racines  inverses  les  unes  des  autres,  M.  Pin- 
cherle applique  aux  cas  de  r=i  (équation  tiypergéométri(|ue  généralisée  de 
M.  Goursal)  et  de  r  =  a  (généralisation  de  la  fraction  continue.de  Gauss). 

L'éiiualion  récurrente  inverse  intervient  dans  le  développement  d'une  fonc- 
tion en  série  ordonnée  suivant  les  polynômes  d'un  système  récurrent.  Nous 
pouvons  en  eiïel  supposer  que  les  coefficients  de  l'équation  (1),  sauf  a^  ^  et  a,_(, 
Siiient  des  fonctions  du  premier  degré  d'une  variable  /*,  de  sorte  que  p^  soit 
un  polynôme  du  n'*"*  degré  en  x.  L'équation  récurrente  inverse  se  composera 
de  polynômes  de  degrés  croissants  par  rapport  à  une  variable  z.  Les  racines  gc 
de  réquation  (4)  seront  des  fonctions  analytiques  de  x, 

La  quantité se  développe  en  une  somme  de  r  —  1  séries  de  la  forme 


z  —  X 


2]  **(/î  — /O7— fc(-)/^(*^). 


OÙ  64 (/i)  est  un  polynôme  de  degré  m  en  n.  Si  q^{z)  est  l'intégrale  distinguée 
de  réi|ttation  inverse,  comme  les  rapports  -^^^^  et  '-^^±1  ont  respectivement  pour 

—  I  cette  série  est  convergente  pour  |a, (5)|  <  p,  la,(  j:)|>  p. 

Ou  en  déduit  4  la  manière  ordinaire  le  développement  d'une  fonction  analy- 
tique quelconque  en  série  de  polynômes  p^  dans  une  aire  limitée  par  une 
courbe  |  a,  (  x  )|  =  const. 


limites  |«,  I  et 
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Folie  (/'.).  —  Expression  complèle  et  signification  véritable  de 
la  nulalion  initiale.  Démonstration  qui  en  résulte  de  la  fluidité 
intérieure  du  globe.  Conséquences  analytiques  de  celle-ci  dans 
les  formules  de  l'Astronomie.  (365-384). 

L'axe  de  rotation  de  la  Terre  ne  coïncidant  pas  exactement  avec  un  axe  prin- 
cipal d'inertie,  il  en  résulte  une  nutation  (nutation  initiale),  dont  le  caractère 
diurne,  signalé  par  Laplace,  avait  été  contesté  par  Oppolxer  et  les  astronomes 
qui  l'ont  suivi.  Ce  caractère  apparaît  cependant  nettement  dans  l'étude  géomé- 
trique  du  mouvement. 

En  désignant  par  A,  B,  C  les  moments  d'inertie  principaux  de  la  Terre,  écrits 
dans  Tordre  ascendant,  par  8  l'inclinaison  de  Taxe  de  C  (appelé  axe  géogra* 
phique)  sur  l'axe  de  l'écliplique  fixe,  par  \  l'angle  que  la  perpendiculaire 
commune  à  ces  deux  droites  fait  avec  l'axe  vcrnal  fixe,  on  trouve  pour  A8  et 
sinO  1\  des  formules  où  entrent  quatre  sortes  de  termes  :  i*  un  terme  constant 
figurant  dans  le  seul  AX  et  qui  correspond  à  la  précession;  u*  des  termes  ayant 
une  période  très  peu  différente  du  jour  sidéral,  la  différence  étant  négative 
pour  les  unes,  positive  pour  les  autres,  mais  ces  derniers  étant,  par  rapport 
aux  premiers,  très  petits  de  l'ordre  de  la  quantité 

I  (B-A)(B-i-A~C), 
4  B(C-B) 

ces  termes  correspondent  à  ce  que  M.  Folie  appelle  la  nutation  iniiiaie:  3*  ât% 
termes  ayant  pour  période  le  e/emi-jour  sidéral,  qui  donnent  la  nutation 
diurne;  4*  des  termes  ayant  des  périodes  beaucoup  plus  longues  et  dépendant 
des  positions  du  Soleil,  de  la  Lune,  etc.  Ils  donnent  la  nutation  annueile. 

Si  l'on  compare  les  observations  d'une  étoile  à  son  passage  supérieur  et  au 
passage  inférieur  suivant,  les  quanlilôs  relatives  à  la  nutation  annuelle  n*aur«»nl 
pas  varié  scnsibhfincnl;  il  entera  de  même  des  quantités  relatives  à  la  nutation 
diurne,  puisqu'elle  a  pour  période  un  deini-joiir  sidéral.  Ces  termes  peuvent 
alors  s'éliminer  et  il  ne  reste  que  ceux  qui  concernent  la  nutation  initiale  et 
qui,  par  des  observations  répétées,  pcrnieltent  d'en  déterminer  les  éléments. 

La  nutation  diurne,  elle,  n'est  possible  que  si  la  Terre  est  fluide  intérieure- 
ment. Or,  dans  ce  cas,  les  travaux  de  M.  Uonkar  (.4c.  lielg.  iî^î<)  montrent  que 
les  choses  se  passent  (Ijlféremmenl  pour  les  mouvements  à  longue  période  et  piiur 
ceux  qui  ont  une  pi'riode  très  courte.  Dans  les  premiers,  l'écorce  et  le  nuyau 
se  coniporlenl  comme  s'ils  étaient  solidaires:  dans  les  seconds,  comme  si 
l'écorce  était  entièrement  indépendante  du  noyau,  de  sorte  que  les  moments 
d'inertie  A,  It,  C  ont,  dans  les  deux  cas,  des  significations  <lilférentes. 

On  ne  peut  donc  pas  transportt^r  dans  les  calculs  relatifs  à  la  nutation  initiale 

les  valeurs  de  A,  B,  C  tirées  de  la  théorie  de  la   précessiou  et  de  la  nutation. 

La  période  de  3oJ  jours  pour  le  déplacement  du  pôle  à  la  surface  de  la  Terre. 

»|ue  l'on  avait  calciilée  par  ce  moyen,  est  inexacte  et  l'observation  montre  qu'il 

}  a  lieu  de  lui  substituer  une  période  de  3.^6,5  jours. 

Q  \ 

('.<*lte  constatation,  en  montrant  que  les  \aleurs  de  — — —  correspondant  à  la 

précession  et  à  la  nutation  initiale  sont  diilérenles,  établit  la  fluidité  du  ^liil»c 
et  rend  trc^  probable  re\i>lence  de  la  nutation  diurne. 
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Dans  ces  conditions,  les  déterminations  de  la  constante  de  l'abcrralion  sont 
toutes  à  reprendre  et  Ton  peut  s'expliquer  qu'elles  aient  donne  jus<iu'ici  des  ré- 
sultats si  peu  acceptables. 

Mittag  L€j[fler(^G.)i  —  Sophie  Kovalewski.  Notice  biographique. 
(385-392). 


ANNALES  SCIENTIFIQUES  DE  L'ÉCOLE  NORMALE  SUPÉRIEURE,  pi  bliéks 

sous  LES  AUSPICES  DU  MiMSTRE  DE  L  INSTRUCTION  PUBLIQUE,  PAR    UN  COMITÉ 
DE  RÉDACnON  COMPOSÉ  DE  MM.  LES  MAÎTRES  DE  CONFÉRENCES  DE  L*ÉC0LE. 

3"  série,  t.  X,  1893  (>). 
Sauvage.  —  Compléments  à  la  théorie  des  diviseurs  élémentaires. 

On  connaît  la  proposition  fondamentale  de  la  théorie  des  formes  bilinéuires  : 
Etant  données  deux,  formes  bilinéaircs  aux  mêmes  'j/i  variables 

si  Je  déterminant  de  la  forme/  n'est  pas  nul,  la  nouvelle  forme 

OÙ  t  est  une  indéterminée,  peut  s'écrire 


^'  =  2]  [(*.-•»)  (5t. ),.-+- (5t. ),._.]; 


{M^  —  «,)'•  est  Tun  quelconque  des  p  diviseui*s  élémentaire»  du  délcrminaui  de 
la  forme  K:  le  symbole  (^t, )  représente  l'expression 

5„îl,_,4-;,T,,.,-+-...-h5,_,T.^; 

les  \  sont  des  fonctions  linéaires,  indépendantes  et  à  coeffiricnts  constants  de 
y*^ ytj  •••»^»f  et  les  T,  des  fonctions  analogues  »lc  a?,,  x^,  ...,  j7„. 

Si  les  déterminants  des  formes  /  et  9  sont  nuls  tous  les  deux,  on  peut  ap- 
pliquer le  théorème  aux  deux  formes  9  et/,  =  //{/+ /i s,  si  toutefois  l'on  peut 
déterminer  deux  nombres  m  et  n  tels  que  la  forme/,  ait  un  déterminant  dif- 
féreot  de  zéro. 

Le  seul  cas  où  l'on  ne  sache  pas  réduire  la  forme  V  est  donc  celui  où  le  dé- 
terminant de  cette  forme  est  identiquement  nul.  C'est  le  cas  que  traite  M.  Sau 


(  •  )  Voir  Bulletin,  t.  Wllf^,  p.  io5. 
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vigc,  en  tuppnsant,  |inur  plus  de  fl^nëriililé,  que  tous  lei  mineiiri  de  ce  déter' 
mlDanl  suient  idealiquenienl  nuls  jusqu'à  ceux  de  l'ordre  «  exclusive  ment. 

Kn  suÎTiint  la  v'>ic  indiquée  pxr  M.  Darbiiux  {Journal  de  Mathématique», 
1874).  il  parvient  i  la  prcipcuiiîon  suivante,  qai  rèsoui  le  problème  propoté  : 

Étanl  dunnfes  deux  fiirnies  bilinéïircs/  el  f  *ui  nitiiies  SA  variables,  on 
peut  former  deux  cumbinaisans  distiiicles 

«./  +  /.?.        m7  +  «'?, 

■u  nmyen  de  quatre  conslanles  m,  m',  n,  n'  dont  1c  J^lerminanl  ne  soil  pai 
nul,  de  manière  que  la  furme 


K  =  <m/+n?)n-(m7  +  «>), 


qui  rcnrcrinc  iiiiu  ïiiilétermïnée  i,s<>il  ri^durliblc  i  plu: 
i  varialilci  indi' pend  «nies  ajant  respeclivcment  kl  Tiin 


1  gmupK  de  termn 


-(J-Ji)(î',  ),,-(!'.),-, 


les  diviseur*  («-*,)'.  s 
n>nt  de  ileRré  ?:n-ffl 

nombres  /i ,  p,.  q,, 

CoeflU'ients  indrpcnilantï 
M.  Sauvage  raltacl.es., 


*  '!"« 


p  —  îq  que  l'iuleur  enseigne  i  furmer;  ciiliu  tes 
q-  «»nl  lea  degrés  respertifs  en  t  des  relatiuns  1 
lelicnL  les  dérivi^rs  partielles  de  V. 
fine  à  re  tliéoi'éme  Celui  de  M.  Oarbnux.  en  vertu 

uifaircs  distinctes  de  manière  que  lu  Toriue 


<.Hi'  +  n<3)»  +  (m-P-r«'Q) 
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Alanffeoi.  —  Sur  la  délermination  des  axes  dans  les  courbes  du 
troisième  ordre.  (43-44)* 

Pour  que  la  cubique  /(x,  y)  =  o  (coordonnées  rectangulaires)  ail  un  axe, 
il  faut  et  il  suffit  que  l'expression  b-^—a-^^oxiaetb  désignent  les  deux 
constantes, 


admette  un  facteur  F  de  la  forme 

F  =  bx  +  ay  -h  const., 

et  réquation  de  Taxe  est  F  =  o. 

Dans  le  cas  où  a  et  6  sont  simultanément  nuls,  la  condition  pour  que  la 
courbe  admette  au  moins  un  axe  est 


(àf  àf\ 


ç(x,  y)  représentant  rensciiible  des  termes  du  troisième  degré  de  f{x,  y), 

Lorsqu*on  a  en  même  temps  -p  =  -^  =  o,  la  courbe  admet  trois  axes,  définie 

par  réquation 

?(r  — ?»  a  — x)  =  o. 

Sîouff.  —  Sur  les  lignes  asj'mploliques  de  quelques  surfaces  algé- 
briques. (43-52). 

M.  SloulT  s'est  proposé  de  déterminer  les  surfaces  sur  lesquelles  les  lignes 
asymptotiques  furment  deux  systèmes  anaiytiquement  distincts;  le  déterminant 
de  l'équation  du  second  degré  qui  donne  les  directions  des  asymptotes  de  l'in- 
dicatrice doit  être  alors  le  carré  d'une  fonction  n'ayant  qu'une  valeur  en 
chaque  point  de  la  surface,  mais  pouvant  en  avoir  deux  aux  points  situes  en 
dehors.  Ce  déterminant  n'est  autre  que  le  hcssien  à  un  facteur  carré  près.  Ce 
hessien  augmenté  du  premier  membre  de  l'équation  de  la  surface  multiplié 
par  un  facteur  convenable  devra  être  un  carré  parfait. 

Dans  le  cas  des  surfaces  du  second  ordre,  le  hessien  est  une  constante;  les 
deax  systèmes  de  génératrices  recti lignes  sont  séparés  par  les  signes  -h  et  — 
affectant  la  racine  carrée  du  hessien. 

Cette  propriété  s'étend  à  des  surfaces  du  troisième  ordre  enveloppées  par  des 
quadriques. 

Incidemment  l'auteur  obtient  une  classe  étendue  de  surfaces  du  troisième 
ordre  dont  les  lignes  asymptotiques  peuvent  être  déterminées  à  l'aide  des  fonc- 
tions elliptiques.  Une  partie  de  ces  surfaces  possèdent  lu  propriété  dont  il 
s'agit. 

Vcssiot.  —  Sur  une  classe  d'équations  diirércnlicllcs.  (53-64). 
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Les  équations  du  premier  ordre  qu'étudie  M.  Vessiot  sont  celles  qui  possèdent 
ce  que  l'on  peut  appeler  des  systèmes  fondamentaux  d'intégrales.  Ces  équa- 
tions 

dx 

(.)  rf7  =  '<^'') 

jouissent  de  cette  propriété  que  leur  intégrale  générale  x  s'exprime  en  fonctiiMi 
d'un  certain  nombre  d'intégrales  particulières  x^fX^^  ...,  x^  par  une  formule, 
connue  ou  inconnue, 

(a)  x=/{x,,  ,,.yX^  |a), 

qui  subsiste  lorsqu'on  y  remplace  ces  intégrales  par  n  autres  intégrales  parti- 
culières quelconques. 

L'auteur  montre  que  ces  équations  se  ramènent,  par  un  changement  de  fonc- 
tions, à  des  équations  linéaires  du  premier  ordre  avec  ou  sans  second  membre, 
ou  à  des  équations  de  Hiccati. 

Il  parvient  à  ce  résultat  par  une  application  de  la  théorie  des  groupes.  Il 
fait  voir  que,  dans  la  formule  (3),  on  peut  supposer  la  constante  d'intégration 
a  choisie  de  telle  façon  que  l'équation 

(3)  a'=/(x„  ,.,jX^\a) 

définisse  un  groupe  aux  paramètres  x^,  ...,x„. 

Or,  M.  Lie  a  démontré  qu'il  n'y  a  que  trois  types  de  groupes  à  un  para- 
mètre :  le  groupe  linéaire  homogène,  le  groupe  linéaire  général  et  le  groupe 
projectif.  Donc,  par  un  changement  de  variables  convenable 

a  =  ^{c),        a'=ff{c'), 

l'équation  (3)  prendra  l'une  des  trois  formes 

c'=  rO,(x,,  ...,  jr^)-hO,(jr,,  ....  jrj, 
cf^Ax,, rj  -+-0.(x x„) 


c' 


cO^(x,,...,x,j  -t-0^(x,,  ...,xj 


Cela    rcvirnt   à    dire  que  l'équation  (2),  qui  définit  l'intégrale  génér«ile  de 
Téquation  (i),  prend,  par  le  cliaiigonienl  de  fonelion  et  de  constante 

x  =  ^{\),        «  =  9(c), 
l'une  des  trois  formes 

\  =  ca(0.         \i=:ca,(0-+-a,(0,         \=  -'!  î!  "^ ''!  !;  > 

'  '  ca,(f  ) -»-a^(/ ) 

et  que  par  suite  le  changement  de  fonction  x  =  9  (  ^  )»  appliqué  à  Téqualion  (  i  ), 
fournit  bien  une  équation  linéaire  sans  second  membre  ou  avec  un  second 
membre,  ou  une  équation  de  Hicrali. 

La  réciproque  de  re  théorème  est  vrai.  Klle  montre  que  le  nombre  n  des 
intégrales  est  i,  a  ou  3.  De  là  trois  sortes  d'équations  que  .M.  Vessiot  carac- 
térise de  la  manière  suivante  : 
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I*  Les  équations  de  la  première  classe  sont  celles  où  les  variables  sont  sé- 
parées: 

a*  Les  équations  de  la  deuxième  classe  sont  celles  dont  le  second  membre 
F(x,  i)  est  intégrale  d'une  équation  linéaire  du  second  ordre,  dont  les  coeffi- 
cients ne  dépendent  que  de  x  et  telle  que  le  déterminant  fonctionnel  de  deux 
intégrales  en  soit  une  intégrale.  Ktles  s'inlègrent  par  deux  quadratures; 

3*  Les  équations  de  la  troisième  classe  sont  celtes  pour  lesquelles  F  est  inté- 
grale d*une  équation  linéaire  du  troisième  ordre,  à  coefficients  en  x,  identique 
à  sa  transformée  au  déterminant  fonctionnel  de  deux  intégrales.  Une  telle 
équation  peut  être  ramenée»  par  des  calculs  algébriques,  à  une  équation  de 
Riccati. 

Riquier.  —  De  rexîstencc  des  intégrales  dans  un  système  diffé- 
renliel  quelconque.  (65-i6,  i'i3-i5o,  167-181). 

Ce  travail  étendu  porte  sur  Texistence  des  intégrales  dans  un  système  d'équa- 
tions diiïérentielles  comprenant  un  nombre  quelconque  de  fonctions  inconnues 
et  de  Tariables  indépendantes.  Les  plus  simples  de  tous  sont  les  systèmes  com- 
plètement intégrables  d'équations  diiïérentielles  totales  du  premier  ordre.  En 
ce  qui  concerne  les  systèmes  partiels,  M.  Bourlet  a  réussi  à  réduire  un  système 
différentiel  quelconque  à  une  forme  du  premier  ordre  pour  laquelle  on  peut 
affirmer  la  convergence  des  développcmenis  des  intégrales. 

Allant  plus  loin  dans  cette  voie,  M.  Hiquier  eiïeclue  la  réduction  d'un  sys- 
tème quelconque  à  un  s^'stéme  coniplètemenl  intégrable  d'ordre  égal  ou  supé- 
rieur i  1,  et  présentant,  avec  certaines  particularités,  la  forme  entière  par  rap- 
port aux  dérivées  des  fonctions  inconnues. 

La  notion  capitale  dans  la  théorie  de  M.  Hiquier  est  celle  de  système  diiïé- 
rentiel  harmonique.  Voici  comment  Tau  leur  conçoit  et  définit  un  pareil  sys- 
tème : 

A  chacune  des  variables  indépendantes  x,  y,  ...  et  à  chacune  des  fonctions 
inconnues  i£,  y,  . . .  il  fait  correspondre  p  entiers,  positifs,  nuls  ou  négatifs, 
qu'il  nomme  cotes  première^  seconde,  ...,  />'*"*  de  cette  quantité.  Considérant 
ensuite  une  dérivée  quelconque  de  l'une  des  fonctions  inconnues  et  désignant 
parc  un  terme  pris  à  volonté  dans  la  suite  1,2,  ...,/?  il  appelle  cote  g'*'**  de 
cette  dérivée  l'entier  obtenu  en  ajoutant  à  la  cote  9'*""  de  la  fonction  inconnue 
les  cotes  homologues  de  toutes  les  variables  des  dilférentiations. 

Cela  posé,  le  système  différentiel  sera  dit  harmonique  si,  grâce  à  un  choix 
convenable  de  p  et  des  cotes  de  j7, ^,  . . .,  li,  i^,  . . .  il  remplit  à  la  fois  les  con- 
ditions suivantes  : 

I*  Chacune  des  équations  a  pour  premier  membre  une  certaine  dérivée  de 
quelque  fonction  inconnue,  et  les  seconds  membres  de  ces  équations  sont 
oloiropes  dans  quelque  système  de  cercles  tracés  dans  les  plans  des  x^  y,  ..., 
tt,  V,  ...  et  des  dérivées  de  u,  y,  ...  envisagées  Ci»mnie  variables  indépen- 
dantes; 

a*  Les  diverses  dérivées  des  fonctions  inconnues  qui  figurent  dans  chacun 
des  seconds  membres  ont  des  ordres  au  plus  égaux  à  celui  du  premier  membre. 
Kn  outre  si  l'on  désigne  par  c,,  c^,  ...,  c  les  cotes  du  premier  membre,  par 
c',,  ci,  ...,  cj,  celles  d'une  dérivée  quelconque  d'ordre  égal  figurant  dans  le  se- 
cond, les  différences 

Cj      C| ,    c^  '^^  c^f     •  «  •  »    c  ^^  c  ^ 
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ne  sont  pas  toutes  nulles,  et  la  première  qui   ne  s*évanouit  pas  est  positive  ; 

3*  Aucun  des  premiers  membres  ni  aucune  de  leurs  dérivées  ne  figure  daos  le 
second  membre  d'aucune  des  équations  données. 

Les  systèmes  harmoniques  de  M.  Kiquier  renferment,  comme  cas  particulier, 
les  systèmes  canoniques  de  M.  Bourlet. 

Cherchant  si,  pour  un  système  harmonique,  il  existe  quelque  groupe  d'inté- 
grales ordinaires  répondant  à  des  conditions  initiales  données,  M.  Riquicr 
trouve  qu'il  est  nécessaire  que  certaines  relations,  qu'il  nomme  uiiùnes,  s'ac- 
cordent numériquement  par  rapport  aux  conditions  initiales  dont  il  s'agit. 

Mais  il  peut  arriver  que  la  concordance  des  relations  ultimes  subsiste  indé- 
pendamment des  données  initiales. 

Quand  il  en  est  ainsi,  le  système  harmonique  est  dit  ^om//.  L'auteur  eoseigne 
les  caractères  auquels  on  reconnaîtra  la  passivité  d'un  tel  système.  I«es  sys- 
tèmes harmoniques  passifs  sont  ceux  qui  jouent  le  premier  rùle  dans  les  re- 
cherches de  l'auteur. 

Un  système  harmonique  et  passif  quelconque  admet,  en  effet,  un  groupe 
d'intégrales  ordinaires  et  un  seul  répondant  à  des  conditions  initiales  données. 

Par  intégrales  ordinaires  il  faut  entendre  celles  qui  remplissent  i  la  fois  les 
deux  conditions  suivantes  :  i*  elles  sont  olotropes  à  l'intérieur  de  quelque 
système  de  cercles  ei  les  valeui*s  qu'elles  ac<|uièrcnt  entre  ces  limites,  prises 
conjointement  avec  celles  de  leurs  dérivées  et  des  variables  indépendantes, 
restent  toujours  intérieures  aux  cercles  (l'olotropie  des  seconds  membres; 
a**  la  substitution  de  ces  intégrales  opérées  entre  les  mêmes  limites  transforme 
en  identités  les  diverses  équations  du  système. 

De  tout  système  harmonique  passif  on  peut  d'ailleurs  déduire  un  système 
d'ordre  égal  jouissant  d'importantes  propriétés  pour  l'énuménitioa  desquelles 
nous  devons  renvoyer  au  travail  de  l'auteur. 

Après  avoir  achevé  Tétudc  détaillée  de  ces  s^'stèmes  différentiels  particuliers, 
l'auteur  revient  aux  systèmes  quelconques,  et  arrive  enfin  au  résultat  qui  était 
le  but  de  ses  efforts  : 

Klcint  donné  un  système  différentiel  dont  les  seconds  membres  sont  nuls  et 
les  premiers  oIotro{»es  dans  un  système  de  cercles; 

Ou  bien  ce  système  n'admet  aucune  solution; 

Ou  bien  il  é(iuivaut  à  quelque  système  fini  que  Ton  en  peut  déduire  san» 
intégration  ; 

Ou  bien  enfin  son  intégration  se  ramène,  p;ir  des  calculs  qui  ne  comportent 
aurunc  inlégration,  à   un  système  liarmoni(|ue  passif. 

On  peut  encore  pousser  la  réduction  plus  loin  et  ramener  un  système  diffé- 
rentiel ({uelronquc  à  une  suite  de  systèmes  harmoniques  passifs  ne  contenant 
chacun  qu'une  seule  fonction  inconnue. 

A/a/iffeol.  —  Sur  les  éléments  de  la  courbure  des  courbes  et  sur- 
faces. (86-8()). 

L'auteur  donne  d(;s  irjs'Ies  pour  déterminer  les  éléments  de  la  citurbure  d'une 
surface  o»i  d'une  courbe  giiuclic.  On  remplacera,  au  point  considéré,  la  sur- 
face ou  le>  deux  surfaces  dont  la  courbe  est  l'inlersection  par  une  ou  par  deux 
quadriqiics  ayant  ave<"  cette,  ou  ces  surfaces,  un  contact  d'ordre  égal  ou  supé- 
rieur à  j.  Des  lor-»  : 

1°  Pour  a\oir  les-  centres  de  courbure  principaux  cl  les  tangentes  principale> 
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en  un  point  simple  M,  d*une  quadriquc  dcOnie  par  son  é<|ualion,  il  surfit 
d'eipriiner  que,  par  l'intersection  de  la  quadriquc  et  d'une  sphère  qui  la  touche 
en  M,  on  peut  faire  passer  un  cAne  ayant  son  sommet  en  M  et  tangent  à  la 
quadrique.  Le  cenire  de  la  sphère  et  l'arête  de  contact  du  cùne  avec  le  plan 
tangent  sont  un  centre  de  courbure  principal  et  la  tangente  principale  corres> 
pondante  de  la  quadrique; 

2*  Pour  avoir  le  cercle  osculateur  en  un  point  ordinaire  M  de  la  courbe 
d'intersection  de  deus  quadriques  définies  analytiquement,  il  suffit  d'exprimer 
que,  par  Tinten^ection  de  chacune  d'elles  avec  une  sphère  qui  la  touche  en  M, 
un  peut  faire  passer  un  cùne  ayant  son  sommet  au  point  M  et  tangent  à  la 
courbe  en  ce  point.  Le  cercle  commun  aux  deux  sphères  ainsi  déterminées  est 
le  cercle  cherché. 

Ktipleyn^  —  Keclierclies  sur  les  (onctions  de  Foni*ier-Bessel.  (yi- 

1*22). 

Le  calcul  des  résidus  de  Cauchy  se  prête  très  facilement,  comme  le  montre 
M.  Kapteyn,  à  la  démonstration  des  propriétés  fondamenlales  des  fonctions  de 
UessM;!.  De  ce  calcul,  l'auteur  déduit  les  expressions  suivantes  de  ces  fonctions 

l^(5)  =  (-i)-  r    elv~"Jr-=  t"'?!   Tcïv ''//-+•<//. 

Il  en  tire  immédiatement  les  deux  relations  capitales  auxquelles  elles  satis- 
font 

Il  fait  voir  ensuite  avec  quelle  facilité  se  fait,  grâce  au  calcul  des  résidus, 
la  sommation  de  certaines  séries  dont  les  termes  sont  composés  avec  des  fonc- 
tions de  Bessel. 

En  terminant  il  dinnie  une  démonstration  nouvelle  de  la  formule  de  dévelop- 
pement d'une  fonriion  en  une  série  de  fonctions  de  Ucssel  et  en  une  série  de 
carK'S  de  fonctions  de  Hcssel. 

l^ikhonutndrilzkv,  —  Ks([ui^sc  d'une  niélliode  pour  délei'niiner 
le  genre  et  les  courbes  udjoinles  d'une  courbe  iilgébriquc 
donnée  au  nioven  des  opérations  rationnelles,  (i  5o-iG5). 

L'auteur  revient  sur  un  problème  déjà  résolu  par  xM.  .Noiher  et  par  M.  Raiï\, 
et  il  le  résout  par  une  méthode  plus  simple  que  celles  qu'ont  employées  ces 
deux  géomètres. 

Quelles  que  soient  les  singularités  d'une  courbe,  il  suffit  d'appliquer  con- 
venablement  la    méthode   du   plu>    grand  commun    dniscur  pour  calculer  le 
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genre  au  moyen  de  simples  divisions,  et  pour  déterminer  les  courbes  adjointes 
par  des  divisions  et  des  résolutions  d'équations  du  premier  degré. 

Diihem,  —  Le  potentiel  tliermodynamîque  et  la  pression  hydro- 
statique. (i83-23o). 

Moyennant  certaines  hypothèses,  Tauteur  trouve  pour  expression  du  potcnliel 
thermodynamique  interne  d^in  système  hétérogène 


F  =   Cg  d\  4-  ^   r Cv  d\  dV. 


Chacune  des  intégrations  s'étend  au  volume  entier  du  système;  G  dépend 
des  variables  (température,  densilé,  etc.)  qui  définissent  l'état  du  système  en 
un  point  de  l'élément  d\ \  F  dépend  des  propriétés  de  la  matière  en  un  point 
de  l'élément  d\  et  en  un  point  de  l'élément  ^V,  sauf  de  la  température  de 
ces  deux  points. 

Le  cas  le  plus  simple  de  l'hydrostatique  est  celui  où  les  éléments  du  fluide 
n'exercent  les  uns  sur  les  autres  aucune  action.  Alors  la  fonction  F  est  nulle 
et  G  se  réduit  à  une  fonction  de  p  et  de  T. 

Un  autre  cas  plus  général  est  celui  où  Ton  a  F=  pp'4^(r),  p  et  p'  étaot  les 
densités  des  deux  éléments  d\\  d\'  et  /*  leur  distance.  Dans  ce  cas  deux  clé- 
ments fluides  de  masses  dnif  dm'  exercent,  l'un  sur  l'autre,  une  action  répul- 

d  <!/(  r) 
sive  —  dm  dm'  — ^ — -  •  A  ce  cas  se  rapporte  la  théorie  de  la  figure  des  pla- 
nètes. 

Un  cas  plus  général,  non  étudié  jusqu'ici,  mais  indiqué  par  M.  Paye  pour 
expliquer  la  formation  de  la  queue  des  comètes,  est  celui  où  l'on  a 

EF  =  pp'^Kp,  p\r). 

Ce  ras  est  tout  à  fait  diiïérenl  de  couv  qu'on  envisage  généralement  en  Hy- 
drostatique, où  l'on  îtuppose  implicilenient  «luc  daus  les  actions  mutuelles  It  <• 
densités  ne  figurent  pas  daus  la  fonction  ^. 

Los  doux  éléments  dm,  dm'  exercent  l'un  sur  l'antre,  dans  l'hypotlièse  géné- 
rale envisagée  par  M.  Duhem,  une  force  répulsive  égale  à 

—  dm  dtn'  ,    v(o,  o',  /•). 

or 

Mais  celle  fi>rcc  ne  représente  pas  à  elle  seule  l'aetion  totale  de  la  parlirulc 
dm'  sur  la  partirule  dm:  il  faut  y  jiundre  une  influence  tendant  à  accroître  la 
densité  de  relément  t/m,  influenoo  représentée  par  le  Icrinc 

—  -r-  V  (  2,  c'.  r)  dm  dm'. 

L'iniroflurtion  de  ce  nouvel  êlemenl  annne  à  de*  conclusions  qui  ne  sont  p.is 
relies  île  rhvilroHiatii|ue  classique.  V«uoi   ees  ronoluMons,  purement  ncgativo. 

La  «lensile  du  rtui«le  en  un  point  n"i'>t  pa*  delerniinée  par  la  seule  connai>> 
>anee  de  la  pression  au  même  p«»int. 

Le-»  >nr!a»*e>  di^^aie  pie"»"»ion  ne  •'•>in-  lient  pa>.  en  pem  rai.  avec  les  *urfjrc* 
d'e:;a!e  ileii>iit'. 
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Les  surfaces  équipolentiellcs  ne  coïncident  pas»  en  général^  avec  les  surfaces 
d'égale  pression. 

Les  surfaces  équipotenliclles  ne  coïncident  pas,  en  général,  avec  les  surfaces 
d'égale  densité. 

JElliot,  —  Mouvement  d\in  point  matériel  dans  le  cas  d'une  résis- 
tance proportionnelle  à  la  vitesse.  (23 1-252). 

Les  équations  diiïérentielles  du  mouvement  d'un  point  libre  sollicité  par 
Taction  de  forces  dérivant  d'un  potentiel  U,  et  soumis  à  une  résistance  pro- 
portionnelle à  la  vitesse,  sont  : 

Si  l'on  fait  le  changement  de  variables 

ces  équations  prennent  la  forme 

rf  /crr\       ,  rfT         t/T         dU  ,, 

Ces  dernières,  au  nombre  de  deux  seulcmenl,  conviennent  au  mouvement 
<run  point  sur  une  surface  polie  et  déterminent  les  deux  paramètres  q^^  q^  en 
funclion  du  temps.  Dans  le  cas  du  mouvement  sur  une  courbe,  il  n'y  aura 
qu'une  équation. 

Un  peut  ramener  les  C(|uations  (j)  à  la  forme  canonique,  c'est-à-dire  faire 
un  changement  de  variables  tel  que  ces  équations  coïncident  avec  celles  des 
caractéristiques  d'une  équation  aux  dérivées  partielles  dont  il  suffira,  d'après 
la  mélhotle  de  Jacobi,  de  trouver  une  intégrale  complète  pour  écrire  les  équa- 
tions du  mouvement. 

11  suffit  de  substituer  aux  variables  q'^^  de  nouvelles  variables /7|,,  définies  par 

En  clTecluanl  les  calculs  de  substitution,  on  arrive  au  système  canonique 

dt  Oq^ 

dt  Op^ 

Si  maintenant  l'on  considère  Téquation  aux  dérivées  partielles 

i  /i  -^  I   variables  /,  ^,,  q^^  ...,  q^,  et  (fu'on  en  suppose  connue  une  intégrale 

'  V  *>  ViJ  •  •  •  '  */«•  ^1'  •  •  •  ^  ^#1  ) 


3o 
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à  n  c.nnsianlo%  arln'traires  i,,  i,,  ...,  t,,  les  Çf^  semnl  délcrminées  en  fonciioo 

i\c  t  par  les  é(|uaUons 

^  =1.,        («  =  i,a,  ...,/i), 


oii  le»  i'  «It'Hignent  <lc  nouvc^lles  constantes  arbitraires. 

M.  KIliut  indique  les  formes  particulières  que  revêt  réquation  aux  dérivées 
partielles  dans  le  cas  du  mouvement  sur  une  surface  et  dans  celui  du  niou%c- 
mcnl  sur  une  courbe. 

Dans  le  premier  cas,  Tellement  linéaire  de  la  surface  étant  représenté  par 

fis*  =  E  du*  -h  2  F  du  dv-hG  dv\ 
r('<]uution  aux  dérivées  partielles  peut  être  écrite 


(i î  h  -T — - 

Ou*  au    Oi* 


K 


Ki;  -  h 


-— -t-iÂ^V 


—  2  U  —  «  ; 


une  intégrale  complète  donne  u  et  v  par  les  formules 


=  «,• 


Dans  le  ras  d'une  courbe  dont  Télémeot  est  ds*  =  K  </m%  on  trouve  IVqua- 

tion  différentiel  le 

I   dW 

t:  -j-7  -h  a  a  W  —  2  t  =  o. 
h    du* 

La  formule  qui  définit  le  paramétre  u  en  fonction  de  t  e«t 

M.  Kllioi  indiqua  divers  rj'*  oii  l'inié^ration  est  possilile.  Par  oxenipic. 
lor<M]uo  lo  niolulc  est  ,»'»>ujotli  à  n*slor  sur  unv  surface  déxelopp^lde  et  qu'il 
n'\  .1  p.ïs  i\e  h»n'o  ;iuliv  t|UO  la  rosi>ijnrr,  i>n  peut  toujours  trouver  lo<  équa- 
tions liiiic's  ,(ii  uioincmcnt. 


(\i\/>fi/T.  Sur  imo  noiivollt^  maïuore  il\*'liil»lir  les  rt'Iatlons  al- 
iirhrii|iies  (|iii  oui  lion  imiIiv  le>  fonctions  hv|>('i*ellipti4|i]es  île 
juoiniriv  osproo,  \^  ».  j.^-jio  j  '. 


M.  i\»>p,n >  protid  p.»ur  point  do  dt^p.tri  la  tbiînition  que  M.  \N>icr>tras<  a 
donnt'o  dis  t\Mirlit»n>  h\  piMcllipiique-»  :  m  Ion  di-'^isne  p«*r  5,,  s^  des  variable» 
et  par  V  .  «1  .  <»,.  i»,.  «»  .  «'.  dc-i  \*on>unto<,  lo'*  itMiotu^ns  lt\ (»ei elliptiques  de 
piounôrc  o<pc»e  st»nl  dclinios  par  lo'»  expressions 


V 


t      \*: 


V   V 


V 


V 


. .«  —  Il .  ^  S  —a 
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où  les  indices  x,  ^,  S,  c  désignent,  dans  un  ordre  quelconque,  o,  1,3,  3,  4,  et 
où  R,  représente  le  polynùiiie 

Ao(*,  —  ao)(*«— «•)(*«— «.)(*»— «,)(*«— «*)     (*  =  i,a). 

De  celte  définition,  M.  Caspary  déduit  immédiatement  ce  théorème  fonda- 
mental, que  les  quinze  fonctions  hyperelliptiqucs  de  première  espèce,  P  ,  P 
sont  proportionnelles  aux  quinze  éléments  a^^i  mtn=  i,  2,  3),^|,,  Vf,{h  =  lyi, 3) 
d'un  système  orthogonal. 

Il  comprend  sous  ce  nom  les  neuf  coefficients  a„,„  d'une  substitution  ortho- 
gonale de  b'  déterminant  h-  et  les  six  diflTérentielles 

C*est  sur  le  théorème  qui  vient  d'être  rappelé  que  l'auteur  s'appuie  pour 
établir  les  nombreuses  relations  algébriques  qui  lient  les  fonctions  hyperellip- 
tiques  de  première  espèce. 

Stouff.  —  Les  lois  de  réciprocité  et  les  sons-groupes  du  groupe 
arilhinélîque.  (295-3i4)* 

L*idée  qui,  dans  ce  Travail,  a  servi  de  guide  à  M.  St^^ufT  se  trouve  dans  les 
recherches  de  Sylvester  relatives  à  la  lui  de  réciprocité  ordinaire  pour  les 
nombres  réels.  Malheureusement  cette  loi  de  réciprocité  ne  donne  pas  un 
moyen  simple  de  définir  des  sous-groupes,  car  elle  exige,  pour  reconnaître  le 
caractère  d'une  substitution,  un  développement  en  fraction  conlinue. 

Il  faut  alors  avoir  recours  aux  lois  de  réciprocité  des  nombres  complexes 
données  déjà  en  partie  par  Gauss  et  Kisenstein. 

Ces  lois  se  rattachent,  comme  le  montre  M.  Stouff,  à  une  théorie  importante, 
celle  des  substitutions  linéaires. 

L*auteur  envisage  le  groupe  1j  de  substitutions  à  coefficients  réels 


(=•  'm> 


ao  — 3y=i,         p==o(mod3). 
Ce  groupe  admet  pour  substitutions  génératrices 

T(=,=  +  3),         l-'(---7^)- 

M.  Stouflf  fait  d'abord  usage  de  la  loi  de  réciprocité  cubique,  qui  introduit 

le  symbole  [  — ]>  dans  le  sens  où  l'entend  Kisenstein. 

3(a-t-^>p)|     . 
■—ou 


Il  considère  I  expression  I  y-*- 

c^o(mod3),        d  i^  \  (mod3). 


Nous  ne  relaterons  que  l'un  des  cas  examinés  par  M.  Slouiï,  celui  où  le  ca* 
ractêre  du  numérateur  3(a  4-  6p)  est  3. 

Soit  alors  K  le  sous-groupe  de  G,  formé  des  substitutions  pour  lesquelles  ^ 
est  divisible  par  9.  Si  l'on  suppose  une  substitution  S  de  K  exprimée  au  moyen 


■"^ 
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et 


q         a         Q  /*       iV 

Y  —  2 1  sinX : h  k*  1  sn*  — i  (sinX  —  V  cosX  )  c/i» , 

iv,  u  J  à   ^ 


sn*— 1  —  sn 
a  a 


sn»-'    sn-cn-dn- 


Z  =  2 

sn 


a  a       a       a  f*  du 

*-    sn' — i  —  sn«-        /    sn» 
a  a  a     ^  2 


Dans  ces  formules  li  et  v^  sont  deux  paramètres;  la  relation  i^,  =  const  re- 
présente les  lignes  de  courbure  planes  C  du  premier  système,  V  est  une  fooc» 
tion  arbitraire  de  v^  et  X  une  autre  fonction  de  i>,  liée  k  V  de  telle  façoo  que 


Quant  à  la   ligne  de  courbure  plane  C,  si  on  la  rapporte  dans  son  plao,  i 
O' X  et  à  0'2  parallèle  à  O^,  les  coordonnées  de  ses  points  auront  pour  riprev 


sion 

sn — î-cn — -'  dn— î 
2         a         a 
a:  =  a  I ; » 

li».  u 

sn» — -  —  sn»- 
a  a 

M.  Adam  détermine  ensuite  les  surfaces  à  lignes  de  courbure  planes da 
deux  systèmes.  Si  Ton  met  à   part  les  surfaces  moulures  de  Monge,  qi9 
pondent  à  la  question,  les  lignes  de  courbure  de  chacun  des  deux  syst^ 
doivent   être   dans   des   plans  parullèlcs  à  une  droite  fixe,  et  les  deux  di 
fixes  correspondantes  doivent  èlrc  rerlangulaires.  Les  surfaces  de  celte  na 
qui  sont  isothermlifues,  peuvent  èlre  regardées  comme  cngendret-s  de  la 
nièrc  suivante  : 

On  prend  deux  conitiues  ftxyles  Tune  de  l'autre  et  situées  dans  deux  p 
reclanj-ulaiies;  on  considère  deux  splières  dont  les  centres  dérri\rnt  respr^  ^"^ 
vemcnt  ces  deux  coniques   el  dont  les  rayons  varient  suivant  deux  lois  q^ 
conques;  le  plan  radicul  de  ces  deux  splièrrs  enveloppe  la  surfaec  demanc^ 

Les  deux  eoni(|ucs  focale^  peu\enl  èlre  :  i"  une  ellipse  et  une  hyperbc/' 
2»  deux  paraboles. 

Kn  donnant  au  module  des  fondions  elliptiques  qui  figurent  dans  les  ei' 
pressions  des  et)ordonnées  la  valeur  zéro,  un  obtient  deux  catégories  de  sur- 
faces <*oni[)rcnaiil,  la  preniière  les  cyclides  et  la  seconde  les  surfaces  minime 
d'Ossian  Honnel  el  la  surface  ininiina  d'Knncper. 

Les  cyclides  sont  les  seules  surluces  isolherniiques  à  lignes  <le  courbure 
planes  dans  les  deux  >>slènies  pour  lesquelles  les  plans  des  lignes  «le  courbure 
de  l'un  des  systèmes  passent  par  une  droite  fixe. 

L'auteur  cherclie  enlin  à  dégager  des  résultats  généraux  qu'il  a  obtenus  les 
éiiualions  des  surfaces  à  courbure  moyenne  constante  et  à  lignes  de  courbure 
plan<'s  dans  un  système.  Il  montre  qu'à  pari  les  surfaces  minima  de  Donnât, 
il  n'existe  pas  de  surfaces  à  j'onrhurc  mo\eiine  constante  et  à  lignes  de  cour- 
bure planes  dans  le*»  «Icux  sy».|èines. 
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/figuier,  —  Sur  la  réduction  d'un  svslèine  difiérmlicl  qiielcon(|ue 
à  un  système  complrlemenl  intégrabic  du  premier  ordre.  (.^Sq- 
386).  " 

Dans  son  prcci^dcnt  Mémoire,  M.  Uiqiiier  a  nionlré  roniiiicnl  on  peut,  de 
deux  manit;res  iliiïerenteSf  mais  toujours  pur  de  simpl<rs  rcsolutitins  d'équa- 
tions, combinées  avc<'.  les  dilVérentialions,  ramener  un  syslème  diiïérenlicl 
quelconque  à  une  forme  complètement  intégrable,  qu'il  a  nommée  harmo- 
nique et  dont  Tordre  est,  en  général  supérieur  à  i. 

L'auleur  montre  actuellement  que  la  réduction  peut  être  poussée  plus  loin. 
ri  que  par  de  simples  diiïérentiations  il  est  possible  de  ramener  un  système 
harmonique  et  complètement  intégrable  d'ordre  quelconque  à  un  système  har- 
monique et  complètement  intégrable  d'ordre  ({uelconquc,  possédant,  en  outre, 
la  forme  harmonique  par  rapport  aux  dérivées  des  fonctions  inconnues. 


Supplément. 

Perchot,  —  Sur  les  mouvements  des  nœuds  et  du  périgée  de  la 
Liiinc  et  sur  les  variations  séctilaircs  des  eiiLcen trie i lés  el  dés 
inclinaisons.  (S-Q'f). 

La  théorie  de  la  Lune  est  d'une  importance  capitale  en  Mécanique  céleste, 
mais  elle  laisse  encore  beaucoup  à  désirer. 

Les  recherches  de  M.  Poincaré  sur  le  problème  des  trois  corps  ont,  en  effet, 
montré  le  peu  de  rigueur  des  anciennes  méthodes  et  nous  ont  ap|)ris  qu'aucun 
des  développements  auxquels  elle  con<luisenl  nVst  convergent.  .Mais,  en  même 
temps,  M.  Poincaré  a  donné  une  théorie  générale  des  solutions  périodiques  et 
des  solutions  asymptotiques  qui  permettent  de  calculer  plus  rapidement  cl 
plus  exactement  que  par  le  passé  les  coeflicients  de  certaines  inégalités. 

C'est  en  appliquant  la   première  de  ces  théories  que  M.   Perchot  a  calculé 
dans  une  première   approximation,   les  coeflicients  des  principales  inégalités 
périodiques  des  longitudes  du  ncrud  a^cc^dant  et  du  périmée  de  la  Lune    Pour 
point  de  départ,  il  a  pris  les  écpiations  canoni<|ues  qui   ont  servi  à  Delaunay. 

Dans  la  première  partie  de  sou  travail,  il  indique  d'autres  équations  cano- 
niques qui  définissent  le  mouvement  relatif  de  la  Lune  par  rapport  à  un  sy«i- 
tême  d'axes  animé  de  deux  rotations  correspondant  aux  niouvements  séculaires 
des  noeuds  et  du  périgée. 

utreaux.  —  Sur  une  question  d'ilvdrodvuamique.  (()5-i8a). 

\Ai  problème  du  mouvement  d'un  jet  tluide,  pr»sé  par  llelmholt?.,  |)uis  traité 
par  Kin;hlioff,  n'a  été  jusi|u*ici  résolu  (|uo   dans  un  assez  petit  nombre  de  cas. 

Dans  la  plupart  des  problt.mcs  de  Pliysi(|ue  malhénialiqur,  les  conditions 
aux  limites  s'expriment  par  des  équations  linéaires  ({ui  permettent  de  décom- 
poser la  difficulté.  .Mais  ici  la  crmdition  aux  limites  renferme  les  carres  des 
dérivées  partielles,  ce  qui  rend  la  question  plus  diflirilemenl  abordable. 

kirclihoff  n'ctutlie  que  le  mouvement  dans  le  plan  d'un  liquide  soustrait  à 
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loule  aclion  extérieure;  il  se  sert  des  propriétés  de  U  représentation  conforme 
d'un  plan  sur  un  plan.  M.  Sautreaux  consacre  la  première  Partie  de  son  tra- 
vail à  rexposilion  de  la  méthode  de  Kirchhoff  et  des  résultats  auxquels  elle  la 
conduit.  Dans  la  seconde  Partie,  il  rend  compte  de  ses  recherches  personnelles. 
C'est  cette  seconde  Partie  que  nous  analysons  ici. 
Les  équations  du  mouvement  permanent  dans  le  plan  sont 


f*U(ê)'*(|)']— •• 


OÙ  7  désigne  le  potentiel  des  vitesses,  F  celui  des  forces  qui  agissent  en  an 
point  de  fluide,  p  la  pression,  p  la  densité  et  C,  une  constante. 
L'intégrale  générale  de  la  première  équation  est 

>^  =/(«)-+-/.(-.) 
où 

z  —  x-^iy,       z^  =  x  —  iy. 

On  voit  alors  facilement  que  le  carré  de  la  vitesse  a  pour  cxpressitin 

(£)-fê)=*/'<'>/:<".'- 

Or,  la  surface  libre  du  jet  qui  sort  du  réservoir  est  à  la  fois  trajectoire,  car 
la  vitesse  normale  y  est  nulle,  et  surface  de  niveau,  puisque  la  pression  exté- 
rieure est  constante.  Si  donc  p^  représente  la  pression  extérieure,  on  doit 
avoir  pour  tous  les  points  de  la  surface  de  la  veine  fluide,  en  désignant  par  C 
une  valeur  constante  bien  déterminée  du  potentiel  des  vitesses,  les  quatre 
équations  simultanées 


X  -^  ly  =  z,        x  —  ly 


'i' 


D'une  manière  générale,  on  pourra  se  donner/, (^,)  par  exemple,  puis  éli- 
miner z^  cnire  lu  première  cl  la  dernière  de  ces  quatre  équations;  on  par- 
viendra à  une  équation  dilTèrenticlle  dont  la  résolution  permettra  de  déter- 
miner/(.s).  Si  /, (5)  n'est  pas  bien  choisi,  le  procédé  ne  fournira  que  de* 
surfaces  libres  iniuginaircs.  Aussi  Taulcur  en  indique-t-il  un  autre. 

Il  fait  d'abord  une  restriction  (qu'il  lève  plus  tard),  en  supposant  que/ 
et/,  représcntCDl  la  même  fonction;  puis  il  substitue  aux  deux  variables  z  et 
«,  les  deux  variables  s,\\  a\  définies  par  les  équations 

ou  inversement 

z  r~.  /(«•),        -,  =  /.(«',). 

Si  les  forces  extérieures  '^c  réduisent  à  la  pesanteur,  V  a  la  valeur  i»  j*;  et. 
si  l'on  pose 

^'-«  +  0,  -  -  k. 
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les  quatre  équations  qui  définissent  la  surface  libre  deviennent 

w  =  w,  -h  C, 

-- — -i— — -=gx-\-  k  =  -  [y(w) -f-y(tv,)] -{-A'. 

Par  rélimination  de  w^,  la  dernière  se  transforme  en 

(2)  ,,      ,     ^, -pr:  =  ^[y(iv)-+-y((V  — C)]4-A-. 

Le  problème  est  ramené  à  la  détermination  d'une  fonction  y  satisfaisant  à 
celte  dernière  relation. 

Posant 

X'(iv)x'(«'-C)  =  F'(iv), 

OD  peut  former  une  équation  du  second  degré,  ayant  pour  racines  x'(^)  ^^ 
X'(fv  —  C),  équation  qui,  à  cause  de  la  relation  (2),  doit  avoir  la  forme 

U«—  F'(  w)  U  H =  0. 

^F(tv)-A- 
2 

Si  les  deux   racines   U',  U'  jouent  le  même  rôle,  il  es^  facile  de  voir  que 
F(f>p)  doit  être  une  fonction  périodique  de  aC. 
Si  Ton  fait 

F(iv)-i-  —  =e'(tv), 

qu'on  suppose  que  6(iv)  admette  — C   ^onr  demi- période  et  qu'on  résolve 
l'équation  du  second  degré,  on  trouve 


4/e*(w)e'»(tv)-  4 


x'(iv)  =  e(iv)e'(iv)-+-  ^ ^^^ ^> 

i/e*(<v)8'«(iv)—  ^ 
x'(iv-c)  =  e(w)8'(iv)-  y- ^j^^ ^. 

L'intégration  de  ces  deux  dérivées  introduira  deux  constantes,  qui  ont  évi- 
demment même  valeur,  et  l'on  détermine  cette  valeur  commune  en  substituant 
dans  réquation  (2)  les  expressions  de  x(^)«  X(^~~C). 

Fioalemeot,  si  l'on  tire  les  valeurs  de  x^  y  des  deux  relations 

ar  -M>  =  ySw),       a  —  iy^  y{%v  —  C), 
on  il  pour  les  coordonnées  d'un  point  de  la  surface  libre 

jr  =  e'(cv)-  i^\ 
g 


/^^-e*(iv)0'«(iv 


) 

-  d\v 
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Du  cas  qui  vient  d'être  traité,  M.  Sautreaux  déduit  Ucilement  celui  oi il 
n'y  a  pas  de  forces  extérieures  agissant  sur  le  fluide. 

Kn  se  donnant  6((v),  on  détermine  tout  le  mouvement  du  fluide.  Od  pe«t 
appliquer  à  la  relation  qui  lie  z  et  tv  la  méthode  de  Kirclibofl' et  déduire  le 
domaine  de  z  de  celui  de  (v.  M.  Sautreaux  reprend  à  ce  point  de  vue  la 
exemples  donnés  par  Kirchliofl*. 

Il   termine  en  montrant  que  sa  propre  méthode  analytique  peut  encore  être 
appliquée  à  d'autres  cas  où  le  liquide  obéit  à  l'action  de  forces  autres  que  U 
pesanteur,  par  exemple  au  cas  où  les  molécules  fluides  subissent  une  attrac- 
tion ou  une  répulsion  émanant  de  l'axe  dey  et  fonction  de  x  seulcnieat,  et 
au  cas  où  elles  sont  soumises  ù  une  force  centrale. 


lUiVUli  D'AUTILLEUIE  ('). 

Tome  XXXIII;  octobre  i888-mars  i88j), 

Moch   (G,),    —    Expériences    américuines    sur    le    frellage     <■  *' 
bouches  i\  feu.  (48-6-,  si56-28a,  447-1^'»  ''-*-  fig«>  ^^7  labl.)- 

Suitc  du  Travail  inséré  au  t.  WXII. 

II.   Essai   d'une  frette  martelée  et  trempée.  III.  Essai  d'une  frcttc-tcuri  ^  *** 
en  acier,  forgée,  trempée  et  recuite. 

kOO 


Deuxième  Partie.  —  Assemblage  et  désasscmblage  d'un  tronçon  de  c-^ 
fretté  de  8  pouces. 

Troisième  Partie.  —    Ass<Mnl>Iagc  et  désasscmblage  d'un  tronçon  de  c^  ^ 

à  (ils  d'.icicr,  S}>lèine  Wooilbridge. 

liay  (/-.).  —  Clalcul  a|)|)roxiinatif  de  la  Table  de  tir  d\ine  ar*-^ 

à  réludc.  (.|.<*^-4  1^^  ^>  labl.). 

d 
O    Mémoire  a    parlirulièrcmcnt  pour  objet  la  comparaison   des  angles 

projecli«)ii  observés  dans   le  tir  des  pièces  de  la  marine  avec  les  angles  do*' ^^ 

dans  les  tables  de  tir. 


Ply  {G.).  —  Etude;  sur  rorganisation  dti  service  technique  di>^ 
les  manufactures  d'armes,  (5-47,  ï^*-i42,  '211-243,  2()--33''- 
(')\   iig.). 

Suite  du  Travail  inséré  au  t.  XWll  (  3V|-3c)o,  '|09-|36,  5o5-535,  i  fig.). 

Les  trois  derniers  (iliapilres  rontienncnt  d'imporlanls  développements  sur /-^ 


j. 


(•)  Voir  Puiledn,  M,  ^'i:  U^,  127:  IV^,  jo6:  V,  :»3i  :  VII,,  86;  VIII,,  79;  XI,. 


Ji  et  \IV,.  37. 
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théorie  mathémalique  de  plusieurs  machines-outils,  cl  notamment  du  balancier 
à  friction,  des  machines  à  fraiser  et  à  reproduire,  et  de  divers  organes  méca- 
niques. 

Ttay  {L.).  —  Choix  des  formules  à  employer  pour  le  calcul  des 
Tables  de  tir.  (158-170,  i  fig.). 

EsMi  comparatif  de  diverses  formules  représentatives  de  la  résistance  de 
Tair,  suivant  les  limites  de  la  vitesse  initiale. 

tJonteux  (/?.).  —  Emploi  du  liquide  comprimé  dans  les  freins 
hydrauliques.  (333-35o,  1  fig.)* 

L*étude  détaillée  des  différentes  actions  qui  se  passent  dans  le  jeu  des  freins 
h\-drauliques  amène  à  cette  conclusion  importante  et  peut  être  inattendue,  que 
la  résistance  constante  et  la  régularité  du  fonctionnement  ne  peuvent  être  ob- 
tenues que  par  l'emploi  d'un  liquide  comprimé.  Cela  tient  à  ce  que  la  com- 
pressibilité  n'est  pas  négligeable,  et  à  ce  que  la  condition  de  continuité  n'est 
irraie  que  pour  un  liquide  conservant  la  même  densité  pendant  toute  la  durée 
do  recul,  c'est-à-dire,  avec  un  liquide  comprimé  avant  le  tir  et  maintenu  i 
une  pression  constante. 


Tome  XXXIV;  avril-septembre  1889. 
CliapeL  —  Sur  la  Balistique  de  M.  Siacci.  (47-52). 

Compte  rendu  bibliographique  du  récent  Traité  de  Balistique  publié  par 
M.  Siacci,  et  indication  de  développements  originaux  de  l'auteur  sur  un  grand 
nombre  de  questions  nouvellement  étudiées. 

J^utz  (6r.).  —  Sur  la  perforation  des  plaques  de  blindage.  (  i38- 
i63,  193-2-26,  7  fig.,  5  lahl.,  2  pi.). 

Traduction  d'un  Mémoire  contenant  les  principes  généraux  de  la  théorie 
admise  à  Esseo  et  les  formules  proposées  par  Krupp  p«>ur  résoudre  les  pro- 
blèmes relatifs  à  la  perforation. 

I.  Etude  théorique  des  phéooméDes  de  la   perforation. 

II.  Comparaison  de  diverses  formuler  empiriques  de  perforation.  K&amea 
de  quelques  cas  particuliers.  Discussion  des  formules  du  général  Froloff.  Avan- 
tage de  la  formule  de  Krnpp.  Formules  données  par  krupp  p<#nr  certains 
cas  particuliers. 

III.  Forme  rationnelle  d'une  équatî^m  de  perforation.  Formules  de  Krnpp 
(i8tto)  et  de  Mad^n  et  Insli^.  Nouvelle  formule  propo^rc  par  krupp,  Keprc- 
mutation  graphique  de  ces  formule*. 

ChapeL  —  Sur  quelques  procédés  DOu\eaui  de  calcul  graphique. 
(33o-343,  9  fig.). 
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Exposé  de  la  résolution  graphique  des  principaux  problèmes  qui  se  présco- 
lent  dans  l'analyse  usuelle. 

Vallier  {E.),  —  De  la  solution  des  problèmes  du  tir  courbe  el 
de  Tangle  de  plus  grande  portée.  (4^7-460,  18  labl.). 

Étude  sur  un  Ouvrage  de  M.  Zaboudski.  Résumé  des  méthodes  et  emploi  ia 
tables. 

Tome  XXXV;  octobre  1889-mars  i8go. 

Boulin  {L,).  —  La  balistique  intérieure  en  Angleterre.  (ai6- 
226,  I  fig*)* 

Analyse  d'un  Traité  de  balistique  intérieure  publié  par  M.  J.-A.  Longridge* 
et  dans  lequel  sont  exposées  pour  la  première  fois  en  Angleterre  les  rccbercHts 
et  les  découvertes  de  M.  Sarrau. 

Siacci  (F,),  —  Sur  la  solution  exacte  du  problème  balîstiq^^' 

493-497)- 

Le  problème  balistique  est  ramené  aux  quadratures  lorsque  la  résistance  p^' 
être  exprimée  par  cv",  et  l'on  a  construit  des  Tables  qui  donnent  la  solut'^ 
pour  /i  =  3,  3,  4*   D'autre  part,  des   formules  très  simples   peuvent  servir 
résoudre  la  même  question;  mais  ces  formules  contiennent  une  fonction  ^  <I^ 
n*est  connue  jusqu'à  présent  que  par  les  limites  entre  lesquelles  elle  varie. 

Une  expression  de  ^  en  fonction  de  V  (vitesse  initiale ),  9  (angle  de  projec^ 
tion)  et  X  (portée)  existe  nécessairement ,  mais  elle  ne  peut  être  qu'une  foac- 
tion  transcendante. 

L'auteur  propose  une  expression  delà  fonction  ^  en  une  série  ordonnée  sui- 
vant  les   puissances   décroissantes  du    coefficient    balistique,    et   pour  n  =  il* 
La  comparyjson  numérique,  faite  avec  les  Tables  de  Baslifort,  montre  que  les 
diirérenccs  portent  seulement  sur  le  troisième  chiffre  décimal.  C'est  plus  qu'il 
n'en  faut  pour  avoir  les  plus  granles  portées  à  un  mètre  près. 

Ces   formules  prép;ireront  la  voie  à  des  tentatives  de  dé\eloppement  de  la 


série  dans  le  cas  j^énéral. 


Tome  WXVI,  avril-spplembre  1890. 

I  ((Hier  (/s.).  —  Sur  les  mclliodes  acltielles  de  balistique.  i^4^~ 
():>.,  iJ.i-iy^,   I  iig.,  :>.  labl.). 

Les  formules  k\c  hali^litiuc,  pour  le  calcul  des  divers  éléments  duiic  l'iible 
de  tir  ou  la  prcparalion  d'une  exf)érienre,  se  sont,  depuis  une  quinzaine 
iTannérs  nolanniiciit,  tranformées  l't  simplifiées.  Il  a  semblé  inléic>sani  d».* 
lapprorlicr  ces  nouvelles  méthodes,  d'en  exposer  les  prinripci)  et  d'eludirr  en 
niènio  temps  (|ucl  c>t  leur  do;;ré  d'approxiniHlion  el  dans  quelle  %oic  cm  peut 
«  licrchc  r  à  en  accroître  encore  la  simplicité  ou  la  précisi«>n. 
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Pour  des  vitesses  initiales  moindres  que  a/|0  mètres,  les  Tables  de  Siacci  ou 
de  Braccialini  résolvent  la  question  du  tir  courbe. 

Pour  le  cas,  plus  fréquent,  de  vitesses  initiales  comprises  entre  240  et 
600  métresy  on  s'accorde  à  admettre  que  la  méthode  Siacci  convient  dans  le 
tir  de  plein  fouet.  Four  le  tir  au-dessus  de  i4%  les  Tables  de  Zaboudski  sem- 
blent donner  la  solution  la  plus  rapide  actuellement,  avec  toute  l'exactitude 
désirable. 

Pour  les  vitesses  initiales  supérieures  à  600  métrés,  dans  le  cas  du  tir  de 
plein  fouet,  les  Tables  de  Siacci,  ou  encore  les  logarithmes  balistiques  déduits 
de  la  loi  du  carré,  si  la  vitesse  d'arrivée  ne  descend  guère  au-dessous  de 
400  mètres,  donnent  la  solution  du  problème.  Pour  les  angles  supérieurs,  il  est 
possible,  surtout  avec  les  petits  calibres,  que  les  Tables  Zaboudski  ne  soient 
pas  assez  précises. 

Enfin,  pour  une  étude  particulière,  la  méthode  des  vitesses,  dont  Fauteur 
a  indiqué  le  principe  et  qu'il  développe  dans  un  Chapitre  spécial,  donnera 
toutes  les  solutions  du  problème  (vitesse,  angle  de  chute,  portée,  etc. )• 

Touche  (P.).  —  Sur  le  calcul  de  la  résistance  de  l'air.  (i3i-i44) 
3  6g.). 

Exposé  de  la  méthode  de  calcul  de  la  résistance  de  Fair  contre  un  projectile 
se  mouvant  le  long  de  son  axe,  et  comparaison  des  résultats  numériques  ainsi 
obtenus  avec  ceux  que  l'expérience  a  donnés. 

Évaluation  de  la  dépression  à  l'arriére  du  projectile. 

Estienne  {J.-E.),  —  Élude  sur  les  erreurs  d'observation.  (235- 
aSg,  8  %.). 

Le  présent  Mémoire  a  pour  objet  de  prouver  que  la  meilleure  valeur  à 
adopter,  comme  mesure  d'une  quantité  dont  Texpérience  a  fourni  des  valeurs 
entachées  d'erreurs  accidentelles  est,  dans  tous  les  casy  la  valeur  médianey 
fournie  par  la  régie  suivante  : 

On  range  par  ordre  de  grandeur  les  valeurs  obtenues;  quand  leur  nombre 
est  impair,  celle  du  milieu  est  la  valeur  médiane;  quand  leur  nombre  est  pair, 
on  a  pour  valeur  médiane  les  deux  du  milieu  et  toute  valeur  intermédiaire. 

I.  Démonstration  de  la  règle.  H.  La  règle  de  la  valeur  médiane  est  indé- 
pendante de  la  loi  des  erreurs  appliquée  à  l'exclusion  de  ioute  autre  règle, 
quelle  que  soit  cette  loi.  IH.  Conséquences  de  la  règle  de  la  valeur  médiane. 

L'auteur  ne  s'est  pas  proposé  de  faire  des  applications  de  sa  théorie,  mais  il 
termine  en  établissant  que  son  adoption  permettra  d'abréger  la  durée  du 
Concours  de  tir. 

Lombard  (E.).  —  Quelques  questions  de  tir  indirect  de  siège. 
(3'25-356,  411-427,  21  fig.,  3  labl.). 

\pplications  des  principes  élémentaires  des  probabilités  aux  méthodes  à 
suivre  pour  le  réglage  du  tir. 
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Tome  XXXVII;  oclobre  iSgo-mars  1891. 
Vaucheret  (F.).  —  Régime  des  bouches  à  feu.  (363-376,  1  fig.). 

Les  Tables  de  tir  se   rapporieot  à  certaines  conditions  moyennes  qui  sont 
loin  d'être  réalisées  dans  tous  les  cas  où  l'on  est  appelé  à  en  faire  usage. 

Les  divergences  portent  à  la  fois  sur  la  forme  de  la  trajectoire  moyenne  et 
sur  la  grandeur  des  déviations  qui  caractérisent  le  groupement  des  trajectoires 
particulières  autour  de  la  trajectoire  moyenne. 

Leur  ensemble  constitue  ce  qu'on  appelle  le  régime  de  la  bouche  à  feu. 

L'auteur  examine  ce  qui  a  trait  à  la  trajectoire  moyenne  et  il  étudie  parti- 
culièrenicnt  le  régime  t:n  portée. 

Hartmann  (G.'I/.-C).  —  Expériences  de  photographie  balis- 
tique. ApplicatioDsà  Télude  des  variations  de  la  vitesse  du  son. 
(62-81,  397-/(i>.i,  493-5o8,  18  fig.,  2  pL,  6  tabl.). 

Les  premières  expériences  de  photographie  des  projectiles  d'artillerie  ont  été 
faites  en  1887  et  en  1888,  à  Pola  et  à  Meppen,  par  MM.  Mach  et  Salcher.  Leurs 
résultats,  présentés  à  l'Académie  des  Sciences  de  Vienne,  se  trouvent  décrits 
dans  ce  Mémoire,  qui  se  termine  par  un  exposé  des  différentes  théories  qui  ont 
été  successivement  émises  pour  expliquer  le  fait,  bien  reconnu,  de  la  Tariatîoo 
de  vitesse  du  son  dans  le  tir. 

Vallier  (E,).  —  Note  complémentaire  sur  les  méthodes  actuelles 
de  balisti(|ue.  (273-276). 

l>ans  le  Travail  précédemment  publié,  Tauleur  avait  indiqué  des  formules 
pour  déterminer  les  élèmenls  du  point  de  chule  d'une  trajectoire  uniquement 
à  l'aide  des  viles-iCN  caleulées  en  divers  points. 

(\'l(e  Notice  addiiioiinello  a  pour  objet  de  faire  coimaitre  différentes  amélio- 
rations à  la  méthode  des  vitesses. 


Tome  WXVIII,  avril-scplcinl>re  1891. 

Zahoudski.   —   Supplémenl  à  la  solution  des  problèmes  du  tir 
courbo.  (  1 5-5(>,  i3  labl.). 

Pour  permettre  de  résoudre  les  problèmes  du  tir  dans  le  cas  des   grandes 
vitesses  initiales,  l'auteur  a  prolongé  ses  Tables  balistiques  jusqu'à  une  valeur 

de  l'argument       éj;ale  à  j,'>. 

A 

LMcnay  [L.^.  —  Noies  sur  la  na\i^ation.  (^  Joi-J^S,  27  lig.^. 

Ce  Tra\ail  a  pour  but  l'étude  des   lois  de  la  Iraxcrsée  d'un   cour'»  d'eau,  en 
suppv»>ant  qu'un  batelier  parlant  d'un  pt-int  dune  ri\e  dirise  sa  nai'clle  i'  en 


REVUE  DES  PUBLICATIONS.  43 

rhcrcbant  à  dériver  le  moins  possible  sans  s'occuper  du  point  où  ii  abordera; 
3*  en  manœuvrant  pour  aborder  à  un  point  de  la  rive  ofiposée  dans  le  moins 
de  temps  possible. 

Tome  X XXIX,  octobre  iSgi-mars  i89'2. 

Ce  Volume  ne  renferme  pas  de  Mémoires  sur  des  applications  des  Sciences 
nialhémaliques. 

Tome  XL;  avril -septembre  189-2. 

Valltci*  {E.),  —  Sur  les  conditions  de  stabilité  des  projectiles 
obloiigs.  (5-a8,  loi-iii,  I  fig.). 

La  détermination  de  la  dérivation  considérée  en  elle-riiéme  est  plutôt  une 
satisfaction  analytique  qu'elle  ne  constitue  un  résultat  bien  utile,  puisqu'une 
léjçère  correction  de  pointage  faile  à  l'aide  de  la  planchette  des  dérives  annule 
son  influence,  et  que  Ton  en  demande  toujours  la  valeur  à  l'expérience.  Ce 
qui  est  plus  utile  à  analyser,  c'est  la  question  de  la  tenue  du  projectile,  car 
cette  tenue  peut  faire  varier  très  notablement  la  valeur  de  la  résistance  de 
■*•■",   et  entraîner  les  perles  de  portée  ou  de  \itesscs. 

I^an»  une  série  de  recherches  l)asL"es  sur  les  travaux  d'Athanase  Du  pré, 
'  *uteiir'  a  obtenu  une  soluti<m  raliouncile  <le  la  question. 

**3is,    si  ces  diverses  études  ont  pu  rendre  compte  de  divers  résultats  balis- 

^•ques,    le  mode  d'évaluation  des  actions  gazeuses,  à  l'aide  d'une  formule  ex- 

P*>neQtielle,  rendait  impraticable  l'examen  plus  approfondi  des  conditions  du 

■nouvenient  lorsque  le  projectile  oblong  ne  restait  pas  couché  sur  la  trajec- 
toire. 

"-   cie   Sparre  a  repris  récemment  celte  théorie,  et  moyennant  une  certaine 

*"**P'>  H  cation,    il   a   pu   calculer  les  diverses  composantes  de  l'action  de  l'air 

**■**  Un    projectile,  lors<iue  ce  dernier  fait  avec  la   tangente  un  angle  6  assez 

■**  '^'   pour  que  les  termes  en  6»  soient  négligeables. 

.    auteur  utilise  ces  données  et  ces  résultats  cl  il  se  propose  de  pousser  plus 

in   l'approximation  dans  l'étude  des  oscillations  du  projectile  pendant  le  par- 

ours  <i'uQ  arc  déterminé. 

"'*'-    —  Niveau  conclijlioïde.  (2  2o-a53,  '/î3  iig.). 

'^^c  d'un  dispositif  de  niveau  de  pointage  basé  sur  l'emploi  et  sur  les  pro- 
^^*   de  la  courbe  représentée  par  les  équations 

xcos/iw-t-     ^  sin/iw  =  rt  sinu), 
ny  cos/ih>  —  /lo;  sin/f  b>  --:  a  cosw. 

/-^  Courbe  est  telle  que,   si  on  la  fait   tourner  uniformément  autour  d'un 
^  ^^  donné,  la  tangente  qu'on  peut  lui  mener  d'un  point  C,  également  donné, 
^■ke  aatoar  de  C  d'un  mouvement  exactement  proportionnel. 

^^nurj  (^.).  —  Remarques  sur  les  lois  de  la  résistance  de  l'air. 

\  1^09.33,^405.4,9,  i4fig.). 
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La  loi  de  la  résistance  de  Tair  est  bien  représenlée  par  des  vitesses  com- 
prises entre  zéro  et  (ioo  mètres  par  la  formule  empirique  de  M.  Hélie,  etl'ot 
peut  admettre  que  cette  résistance  est  proportionnelle  : 

1"  Au  carré  de  la  vitesse  du  projectile;  a*  à  la  densité  de  l'air;  celte  deDsité 
étant  elle-même  une  fonction  de  la  vitesse  qui  augmente  depuis  léro  jusqu'à 
une  valeur  limite,  de  telle  sorte  que  pour  une  vitesse  infiniment  petite  oo  tm 
grande,  la  densité  de  Tair  devenant  constante,  on  a  la  loi  du  carré. 

Le  présent  Mémoire  est  consacre  à  l'étude  spéciale  de  la  formule  sosmen- 
tionnée  et  à  l'influence  de  la  vitesse  initiale  d'un  corps  sur  sa  chute  dans  Tair. 

Longridge  (J.-A,),  —    L'artillerie  de  Tavenir  el  les  nouvelles 
poudres.  (352-368,  41o-465,  5  fig.,  4  tabl.). 

Traduction,  par  M.  G.  Moch,  d'une  brochure  publiée  par  M.  Longridge,  dans 
laquelle  est  étudiée  Tapplication  des  nouvelles  poudres  aux  canons  à  grande 
puissance. 

Tome  XU;  octobre  iRgi-mars  1893. 

Longridge  (J.-A,),  —   L'artillerie  de  l'avenir  cl  les  nouvelles 
poudres.  (48-65,   i36-i56,  4  fig-?  6  tabl.). 

Fin  du  Mémoire  commencé  au  tome  XL. 

y  allier  (E,),  —  Méthodes  et  formules  de  balistique  expérimen- 
tale. (23o-'2jo,  4oi-43o,  5 12-552,  12  tabl.). 

L'auteur  s'est  proposé  de  réunir  dans  le  présent  Travail  les  méthodes,  for- 
mules et  Tables  numériques  qui  lui  ont  semblé  se  prêter  le  mieux  à  la  solu- 
tion des  divers  problèmes  d'artillerie. 

La  plupart  de  ces  règles  ou  formules  sont  données  sans  démonstration,  en 
raison  de  leur  notoriété,  ou  discutées  dans  des  Notes  spéciales  annexées  au 
Travail. 

La  première  Partie,  seule  insérée  dans  ce  Volume,  est  consacrée  à  la  balis- 
licfuc  extérieure  et  aux  eiïels  des  projectiles. 

Prificipaies  subdivisions.  —  I.  Loi  admise  pour  la  résistance  de  Pair.  — 
II.  Mouveiiienl  rccliligcie.  —  III.  Solution  des  problèmes  du  tir  (j|  prf»blèm«>i 
traités).  — .\ote  A.  —  Sur  la  solution  du  problème  balistique.  —  l\.  Solution 
pratique  des  problèmes  du  tir  à  laide  des  fonctions  secondaires  (i  i  problème^ 
traités).  —  Aote  JJ.  —  ICinpIoi  des  Tables  Zaboudski. 

Soreau  {II-)-  —  NoIc  sur  la  détermination  en  grandeur  et  en  po- 
sition de  la  ll.'clie  dos  trajectoires  (4<>()-47'^»  •*•  tabl.). 

('.elle  quesli«>n  trouve  un<'  iiilOrissaiile  appli<*ati<M)  iiolamnicnt  dan>  le  lir 
(l'arlillcrie  ronln*  les  ballons. 
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Tome  XUI;  avril-septembro  1893. 

« 

Vallier  {E.).  —  Méthodes  et  formules  de  balistique  expérimen- 
tale. (68-98,  186-219,  462-483,  635-G5o,  I  fig.,  57  labl.). 

Suite  du  Travail  paru  au  tome  XLI. 

Principales  subdivisions.  —  IV  (suite).  Tables  des  fonctions  balistiques  se- 
condaires.— V.  Tir  courbe  (7  problèmes  traités).  —  VI.  Méthode  expérimentales. 
Noie  C.  —  Sur  la  détermination  des  fonctions  expérimentales  entre  des  limites 
données.  —  Noie  D,  —  Sur  remploi  des  interrupteurs  acoustiques. 

Laurent  (P.).  —  Nouvelle  Table  balistique.  (Soi-Sao,  12  tabl.). 

On  a  parfois,  dans  l'étude  d'un  avant-projet  de  bouche  à  feu  et  d'affût,  à  ré- 
soudre le  problème  que  voici  :  •  Étant  donnés  la  vitesse  initiale  et  l'angle  de 
tir,  trouver  la  portée».  Les  Tables  balistiques  de  Siacci  permettent  de  résoudre 
ce  problème,  mais  pas  d'une  façon  directe.  Il  y  en  a  aussi  de  M.  Braccialini, 
mais  qui  s'appliquent  seulement  aux  vitesses  initiales  comprises  entre  i5o  et 
6S0  mètres.  Mais  aujourd'hui,  les  vitesses  de  810  à  8jo  mètres  sont  normale- 
ment  atteintes,  et  celle  de  1000  mètres  a  même  été  dépassée.  L'auteur  a  donc 
jugé  nécessaire  de  donner  une  plus  grande  extension  à  la  Table,  et  il  a  pris 
comme  limites  i5o  et  iioo  mètres.  Ces  Tables,  ainsi  que  celles  de  Siacci,  ont 
l'inconvénient  d'exiger  encore  une  double  interpolation. 

Tome  XLUI;  octobre  1893 -mars  1894. 

Vallier  {E.).  —  Méthodes  et  formules  de  balistique  expérimen- 
tale. (128-153,  241-268,  297-309,  467-474)- 

Suite  du  Travail  inséré  aux  tomes  XL  et  XLI. 

Principales  subdivisions,  —  VII.  Établissement  des  Tables  de  tir.—  AoieE, 
—  Sur  le  choix  d'une  clef  pour  l'établissement  des  Tables  de  tir.  —  VIII.  For- 
mulaire de  balistique  intérieure.  —  IX.  Eflfets  des  projectiles.  Note  F.  —  De 
l'attaque  des  cuirassés  par  l'artillerie.  —  Hectificalions  et  errata. 

Tomo  XLÏV;  avril-seplembro  1894. 

Filloux  (L.),  —  Étude  géométrique  du  fretlage  en  fils  d'acier. 
(105-117,  II  fig.). 

Étude  graphique  de  la  résistance  d*un  tube  ordinaire  fretté  par  un  tube 
théorique,  ce  dernier  étant  ainsi  dcHni  : 

Système  composé  de  frcltcs  iniinimciit  minces  emboitcrs  les  unes  sur  les 
autres  avec  des  serrages  tels  que,  pour  une  pression  interne  donnée,  toutes  les 
frettes  aient  des  tensions  égales  entre  elles,  dont  la  valeur  commune  soit  la 
charge  de  sécurité  du  métal. 
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Ijxurent  (P-)-  —   De  l'influence  de  Tinclinaison  des  filets  de  '^ 
vis  de  culasse  sur  la  résistance  de  Técrou.  (4 1 2-4^8,  ^O^-S**^ 
5  fig.). 

Première  Partie.   —   I.  Valeurs  des  composanles  des  forces  cUsliquet. 
II.  Variations  dcj»  composantes  élastiques.  —  III.  Forces  élasliqaes  principal 

Tomo  XLV;  octobre  i89{-mars  1895. 

Laurent  (P-)»  —  De  Tinfluence  de  l'inclinaison  des  filets  de  la 
vis  de  culasse  sur  la  résistance  de  Técrou.  (6o-83,  i35-i58, 
374-38(),  iT)  fig.). 

Suite  du  Travail  inséré  au  loine  \LIV. 

Deuxième  Partie,  —  I.  Valeurs  des  forces  élastiques.  —  II.  Variations  des  com- 
posantes des  forces  élastiques.  —  III.  Comparaison  des  composantes  des  forces 
élastiques  dans  le  cas  de  la  bague  frottée  et  de  la  bague  n<m  frettée.  —  IV.  Ké- 
sumé  des  formules.  —  V.  Forces  élastiques  principales.  —  VI.  Hésumé.  —  VII. 
Variations  des  forces  élastiifues  avec  le  roefticicnt  de  frottement.  —  VIII.  Mo- 
dule de  sécurité  à  adopter. 

Hartmann  (/».).  —  Distribution  des  déformations  dans  les  mé- 
taux soumis  à  des  elForts.  (<)7-i  18»  2u5-'.>.48,  336-353,  .\'M)-.\^yx^ 

r):)/î-r);3,9i  fig.,  4  pi.). 

L'étu<lc  de  la  «listribution  du  travail  élastique  dans  les  corps  solides  a  été 
jusqu'ici  exclusivement  réservée  à  rXnalysc  ma(liéinati(|iie.  Le  présrnt  Mémoire 
est  [)urenionl  descriptif,  mais  il  renferme  l'indication  des  résultats  d'un  irrs 
^rund  nombre  d'expérienees  sur  la  déformation  des  métaux.  Ces  expiTiriiro'» 
ont  révélé  la  proiliiclion  de  réseaux  de  lignes  :;éométriques  dont  le  Iraré  .1  «lé 
rendu  visible  sur  la  surface,  préalablement  pulie,  des  métaux. 

Principales  suO(/i\'isions  du  Mémoire.  --  1.  Déformations  produile«i  par  la 
traetion  des  métaux.  Lames  minces.  IVisnies.  C!ylin«lres.  —  IL  héformations 
produites  par  la  compression  <les  métaux.  Solides  com|>riinés  entre  leur**  ha*iC«. 
Plaques  mine«*«%.  Prisme>.  Cylindres.  Spliéres.  Solides  comprimés  entre  tle> 
portions  égales  <lc  leurs  ba^e^.  Ap[)uis  tra\ei>anl  partiellement  les  ha^^es. 
Vpfiuis  inti'rienrs  aux  ba^es.  PLoiues  minces.  C\lindres.  PriNmes.  S«ditles  com- 
primés entre  lune  de  leurs  bases  et  une  portion  de  l'autre  base.  St>li<le^  eoni- 
primé>  entre  îles  ftortiuns  inégales  de  leur>  bases,  héfurmalions  résultant  de 
la  com[)re^sion  par  olioo.  Déformations  produites  par  la  eumpression  des  métaux 
à  haute  tem[)érature.  Systèmes  de  cassures  dans  le-^  Ci»rps  plastiques.  Déforma- 
lions  intérieures  des  eorps  comprimés.  Preuves  expc-rimentales  de  l'obliquité  cl 
de  la  iliseontinuilé  des  dèforinations  intérieur!-*».  Succes'»ion  et  déxeloppement 
des  déformations  de  CJ)mpression.  Lois  relati\es  à  la  compression  des  corps  so- 
lides. —  IIL  Déformations  produites  par  la  tle\ion  des  métaux.  Flexions  svme- 
iriqnes.  itarreau  reposant  >ur  deux  appuis  et  soumis  ;i  l'aetion  «lune  forer 
isolée. 
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^aboudski.  —  Valeur  de  la  résistance  de  Tair  dans  le  cas  d«3 
graades  vitesses  initiales.  (119-128,  1  labl.). 

Tradaclion  d*une  Note  sur  les  diverses  formules  adoptées  pour  la  représen- 
tation de  la  loi  de  la  résistance  de  Tair,  suivant  la  vitesse  initiale  du  projec- 
tile. 

ChapeL  —   Note  sur  la  loi  de  la  résistance  de  l'air.  (129-134, 
453-4^9?  574*587,  4  fig-?  >  labl.). 

S'il  est  une  loi  physique  faite  pour  déconcerter  rexpérimentateur  et  pour  le 
mettre  en  garde  contre  les  dangers  de  l'extrapolation,  c'est  à  coup  sûr  celle  de 
la  résistance  de  l'air  au  mouvement  des  projectiles. 

Tout  a  été  surprise  dans  la  recherche  de  cette  loi  et,  à  chaque  extension  nou- 
irelle  donnée  aux  limites  de  Texpérience,  on  s'est  trouvé  en  face  de  résultats 
inattendus,  se  refusant  invariablement  à  entrer  dans  les  formules  qui  avaient 
été  déduites  des  recherches  précédentes  et  que  Ton  tendait  à  considérer  comme 
Texpression  déGnitive  de  la  loi. 

Actuellement,'  la  formule  proposée,  d'après  les  derniers  résultats  de  Texpé- 
rience,  serait  très  voisine  de  la  suivante  : 

Il  =  V»  [0.267  -h  o.  ia3  sin  i7(V  -  3',o)' ]. 
L'auteur  de  cette  Note  a  préconisé  aussi  la  formule  plus  simple 

R^v.L.,-^^,Mv-«)-], 

L  I  -+-  K»(V—  uy\ 

u  désignant  la  vitesse  normale  du  son  dans  l'air,  ou  3^o  mètres. 

La  conclusion  de  ce  Travail  est  ici  exprimée  sous  une  forme  assez  intéres- 
sante :  «  Les  Tables  de  tir  existantes,  dans  les  limites  de  vitesses  qu'elles  com- 
portent, renferment  les  Tables  de  tir  de  tous  les  canons  passés,  présents  et  à 
venir,  résultat  qui  ne  saurait  surprendre,  pui>que  chacune  de  ces  Tables  con- 
tient implicitement  la  loi  de  résislauce  m. 

H.  B. 


NOUVELLES  ANNALKS   i>k   Matiiématiolks,  rédigées  |)ar  MM.  Cii.  Brissk 
et  E.  HoicHK  (*>.  —  3*  série. 

Tomo  XIII,  1894. 
Lés^y  (Lucien),  —  [t^'^]  (^)  Conférence   faite  aux  élèves  de 


(»)  Voir  liuUetin^  MX,,  p.  H7- 

(•)  Les  indications  entre  crochets  sont  celles  de  V index  du  répertoire  bibUo- 
graphique  des  Sciences  mathématiques. 
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l'École  Polytechnique  (Cours  de  M.  Jordan);  sur  les  change- 
ments de  variables,  (â-aa). 

Ce  développement  repose  prîDci paiement  tar  le  théorime  ci~»piH  :  ■  Si  par 
un  procédé  quelconque  on  a  trouvé  cotre  les  dilTércntiellei  première*  et  >e- 
condes  une  identité  de  la  forme 


\^  dx*  +  3li  dx  dy  +  C  dy-\ 


'^' 


D  d'3!  +  B  d'y. 


L'auteur  en  fait  applicatioD  i  divers  exemples  d'intègrttionl.  Il  étudie  «■- 
suite  la  transformation  de  Legendre,  tes  transformations  de  contact,  et  comme 
application,  la  transformation  d'Ampère. 

Audibert.   —  [D3^]  Agrégation   des   Sciences  mathématiques 
(Concours  de  1891});  solution  de  la  question  d'Aoaljse.  (3a- 


Intégrale   d'une  fonctior 
lacets. 

1   de  variable  imaginaire.  Emploi  de   la  théorie  drt 

3laseieiski  (/?.).  -  [ 
plane,  (ag-^o). 

K16(i]  Sur  un  problème  de  Géométrie 

Relations  entre  les  distai 
théorimes  sur  les  bissecti 
triangle,  connaissant  lus  lo 
quelque»  éclaircissements  t 

ices  d'un  point  du  plan  aux  sommeU  d'uo  triangle; 

Dgueurs  de  ses  bissectrices.  Une  Note  finale  contient 
;t  développements  de  calcul. 

Appell  (/*.)■  —  [K.6a]  Sur  les  conditions  qui  expriment  qu' 
système  de  trois  axes  est  trirectangic.  (4 1-45)- 
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f  ^idoyer.  —  [R7a]  Sur  la  dynamique  du  point.  (52-65). 

Uo  point  étant  soumis  à  une  force  dérivant  d'un  potentiel  U,  l'auteur  ima- 
C^ine  qu*oQ  oblige  le  même  point  à  décrire  la  même  trajectoire  sous  l'action 
«A'uae  force  dérivant  d'un  potentiel  U',  fonction  de  U.  Il  déduit  de  là  des  équa- 
^  toos  qui  peuvent  servir  très  souvent  à  ramener  l'étude  du  mouvement  d*un 
S:»oint  sur  une  courbe  fixe  à  celle  du  mouvement  d'un  point  libre,  et  il  en 
<:lonnc  divers  exemples. 

-«/yî/e  {Pierre).  —  [  V9]  Auguste  Comte  examinateur  d^admis- 
sion  à  rÉcoIe  Polytechnique.  (65-8o,  ii3-i2o,  4o5-4i*8,  462- 
482). 

Nolice  historique  des  plus  intéressantes  sur  les  conditions  dans  lesquelles  le 
célèbre  fondateur  de  la  Philosophie  positive  fut  nommé  exajminatcur  (1837), 
fonction  qu'il  remplit  pendant  sept  années.  Indications  sur  la  manière  dont 
Aoguste  Comte  avait  organisé  son  système  d'examens.  U  y  a  là  un  véritable 
modèle  à  suivre,  au  point  de  vue  de  la  conscience  aussi  bien  que  de  la  raison. 
Mais  ce  qui  fait  assurément  le  plus  grand  attrait  de  cette  Notice,  ce  sont  les 
oombreuses  notes  d'examens  de  Comte  lui-même,  indiquant  à  la  fois  les  ques- 
tions posées,  et  ses  appréciations  raisonnées  sur  les  réponses  à  lui  faites  par 
les  candidats. 

On  doit  regretter,  avec  M.  Laffite,  que  les  questions  posées  par  des  exami- 
nateurs tels  que  Poinsot  et  Ampère,  par  exemple,  n'aient  pas  été  également 
conservées,  et  féliciter  les  Nouvelles  Annales  d'avoir  donné  bon  accueil  à 
d*aossi  précieux  documents. 

Amigues  (E-)-  —  [L*  17a]  Intersection  de  deux  coniques.  (81- 
90- 

Méthode  absolument  algébrique;  l'article  est  divisé  comme  il  suit  :  Solu- 
tions, discussion  générale,  discussion  complémentaire  dans  le  cas  où  les  deux 
équations  données  sont  à  cocffîcients  réels. 

Cazamian  {A,),  -— [L«26]  Sur  le  problème  du  Concours  gé- 
néral de  1893.  (9^-97). 

Propriétés  d'une  conique  et  d'un  triangle  conjugué. 

Tissoi  {yi')'  —  [L*7a]  Formules  relatives   aux  fojers  des  co- 
niques (97-98). 

Expressions  des  coordonnées  des  foyers  et  de  l'équation  de  chaque  direc- 
trice. 

Barbarin  (P*)-  —  [L^2rf]  Sur  Tenveloppc  d'un  plan.  (99-100). 

Il  s*agit  du  plan  qui  découpe  dans  un  cône  du  deuxième  degré  un  volume 
limité  de  grandeur  constante. 

Ouif.  des  Sciences  mathém.,  j'  s«!Tic,  t.  W.  (Mars  i«i/».  )  \\.\ 
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HéveiUe  (7.).  —  [LM8rf^]  Note  sur  une  propriété  de  Thyper- 
bole  équilatùre.  (100-102). 

Sur  le  faisceau  des  hyperboles  équilatùres  circonscrites  à  un  triangle. 

Cesàro  {E,),  —  [M^^]  Sur  une  Noie  de  Géométrie  înfinilési- 
jnale.  (ioa-106). 

Hcmarques  sur  les  spirales  sinusoïdes^  signalées  par  plusieurs  aaiei*'^ 
1V1.  Cesàro  en  donne  l'équation  intrinsèque,  et  aussi  celle  de  leurs  défclopp^^ 
et  il  indique  plusieurs  propriétés  que  présentent  ces  courbes. 

•(Correspondance.  —  M.  Cesàro  :  Extrait  d'une  Lettre  à  M.  Roue  »^  * 
concernant  des  observations  de  M.  Bîoche  relatives  à  Télude  ^ 
trinsèque  des  surfaces  réglées.  (106-107). 

Pellet  (A.'K,).  —  [A3/p]  Sur  les  équations  réciproques  et  r^ 
équations  du  quatrième  degré.  (108-1  ist). 

Hemarqucs  sur  les  équations  réciproques,  permettant  de  ramener  une  éqn^^^ 
tion  du  quatrième  degré  à  être  paire,  ou  réciproque,  par  une  substitution  U^ 
néaire.  Application  à  des  transformations  d'intégrales. 

Sondât  (A).  —   [LMc]  Corrélation   entre  les  hexagones  de    " 
Pascal  et  de  Brianchon.  (i2i-ia6). 

Considérations  sur  les   points  de  Steiner,  de  Kirkman  et  de  Brianchon.  an 

luoyen  d'une  (îjjuro  dénommée  par  l'auteur  sextatère. 

*^(f^:j^i^i  (Ar.K  --  [  V36]  Sur  la   rrsoluhon   algébrique  des  équa- 
tions. [\  •*.()- i3S) . 

Kn  supposant  que  les  rt>eflîcients  d'une  équation  puissent  acquérir  des  va- 
leurs ililVëi*enles»  l'auteur  cherelie  une  formule  unique  pour  les  n  racines,  for- 
mule qui  tlevra,  par  eertains  changements  dans  les  quantités  qui  y  entrent, 
donner  >ueeessi\eiuent  chacune  de  ces  racines.  Il  applique  ensuite  sa  métb<^e 
au\  équations  «les   •'.  .i*  et  \*  degrés. 

/•/.  (1.  —  [M-3</]  Sur  los  droites  quon  peut  placer  sur  une  sur- 
laco  do  lrv»i>iôiiu'  classe  ou  de  lri»isionio  ordre.  \  loS-i  { î). 

t'iénèralion  d'une  surface  de  3*  classe  par  les  plans  passant  par  les  points 
lioiu«>Iogue>  de  trvMS  dnisious  homv^graphiques.  Cla>sitication  des  07  dr«"kite< 
qui  pouNcul  être  placées  ^ur  une  telle  surface.  I*a>sa^e  au\  surfaces  du  3* ordre 
au  inoven  de  la  transf«»rmation  par  po'.airvs  reciprv»que>^. 

/iicfniMHt'   \    t-  '         [M*o«/|  Sur  une   i:i'ncralion    des    courbes 
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planes  unicursales  du  troisième  et  du  quatrième  ordre.  (144" 
i55). 

Application  des  divisions  homographiques;  Iransformation  d'une  proposition 
de  Chasies;  propriétés  nouvelles,  entraînant  une  nouvelle  description  des 
coarbes  anicursales  du  3*  ordre;  exemples;  description  d'une  conique;  courbes 
da  4*  ordre. 

Loemoine  {E.).  —  [K2Iao]  Considérations  sur  la  Géométrogra- 
phie.  (i55-i6o). 

Examen  de  quelques  critiques,  accompagné  d'éclaircissements  et  d'exemples 
deslînés  à  faire  complètement  comprendre  Tcsprit  de  la  méthode. 

Concours  général  de  1893.  —  Mathématiques  spéciales,  Mathé- 
matiques élémenlaires,  Première  Sciences  (enseignement  mo- 
derne), Rhétorique,  Seconde  classique,  Seconde  moderne, 
Xroisîème  classique.  Troisième  moderne  :  Enoncés  des  compo- 
sitions. (160-167). 

Woronizoff.  —  [Dl  6]  Sur  le  développement  en  séries  des  fonc- 
tions implicites.  (167-184). 

Cet  article,  très  condensé,  se  compose  presque  exclusivement  de  développe- 
ments de  calcul  se  refusant  par  leur  nature  môme  à  toute  analyse. 

jistor  (-^.)-  —  [M* 5a]  Sur  quelques  propriétés  des  cubiques 
unicursales.  (184-198). 

Démonstration,  par  voie  élémentaire,  de  cette  propriété  qu'une  cubique  uni- 
carsale  a  trois  points  d'inflexion  réels  ou  un  seul,  suivant  que  le  point  double 
est  isolé  ou  non.  Quelques  propositions  nouvelles  sur  les  tangentes  menées  à 
la  coarbe  par  Tun  de  ses  points. 

D^Ocagne  (il/.)*  —   ['^^l  Calcul  d'une  intégrale  définie.  (198- 


problème  dont  il  s'agit  et  qui  a   une  grande  importance  dans  certaines 

qoe^iions  de  probabilités  consiste  dans  la  détermination  de  l'intégrale  double 

lie  oD  à  +x  de  la  différentielle  e?  "••"j)  </</,  e/i/,  répondant  aux  systèmes  de 

valenrs  de  w„  m,  tels  que  a,-M/,  =  f;  9(w,,  m,)  représente  une  fonction  du 
3«  degré  à  deux  variables.  L'intégrale  en  question  peut  s'écrire  sous  la  forme 
f^f)  diy  et  l'auteur  détermine  la  fonction  /. 

Appcll  (P')'  —  [P2a]  Courbes  aulopolaires.  (206-210). 

Uoe  conique  £  est  autopolairc  par  rapport  à  une  conique  S  quand  elle  coïn- 
cide avec  sa  polaire  réciproque  par  rapport  à  S.  L'auteur  donne  l'équation  gé- 
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sition  (le  Mathématiques  du  Concours  d'admission  à  TÉcole 
Polytechnique  en  1887.  (3o8-3i6). 

Sur  une  famille  de  paraboles  tangentes  à  deux  axes  rectangulaires. 

Cazamian  {A.),  —  [L*  lOrf]  Propriétés  de  la  parabole  el  solu- 
tion géométrique  du  Concours  d'admission  à  l'École  navale 
en  1893.  (3i6-322). 

Propriétés  d'une  parabole  et  d'un  hyperbole  équilatére. 

Cazamian  {A,).  —  [LMrf]  Remarques  sur  le  théorème  de 
Frégier.  (322-324). 

L'auteur  constate  que  le  théorème  de  Frégier  n'est  autre  que  la  transfom^ 
par  polaires  réciproques  de  cette  propriété  de  la  parabole  :  le  lieu  des  sommc^' 
des  angles  droits  circonscrits  est  la  directrice. 

Cazamian  {A.).  —  [L*26]  Sur  un  théorème  de  M.  Faurc.  (3^3 
348). 

Extension  d'un  théorème  de  M.  Faure  sur  les  cercles  circonscrits  ^ 
triangles  conjugués  par  rapport  à  une  conique.  Démonstration  d'une  ai^ 
proposition,  intimement  liée  à  la  première.  Diverses  formes  des  énoncé», 
nombreuses  conséquences,  relatives  aux  faisceaux  de  coniques,  i  des  trian0 
conjugués  particuliers,  à  la  transformation  par  dualité  des  énoncés  primiitf 
Démonstration  géométrique  du  premier  théorème. 

Postnicoff  i^f')'  —  [M* 6/]  Recherches  sur  les  courhes  plaK- 
du  qualriùme  ordre.  (34^-3--). 

Après  avoir  établi  un  théorème  préliminaire  d'Algèbre,  relatif  à  des  c-  - 
tiens  linéaires  à  deux  variables,  l'auteur  étudie  l'équation  générale  <iu  i  ~~ 
pré,  examine  la  recherche  du  centre,  en  supposant  les  axes  recta ngu la ircr^r- 
arrivc  par  des  calculs  un  peu  longs,  mais  au  fond  assez  simples,  à  une  d^ 
sion  et  à  un  essai  de  classification  des  courbes  du  \'  ordre.  Il  y  a  lieu  «— ^ 
gnalcr  dans  cet  article  quelques  défauts  de  rédaction,  au  point  de  vue  '^ 
forme;  défauts  bien  excusables  sous  la  plume  d'un  étranger,  mais  qu'il  ^  * 
désirable  de  faire  disparaître  au  moment  de  l'impression. 

Cazamian  (/.).  —  [L'-14/>]  Théorème  sur  les  quadriqucs.   C 

38o). 

Celle  Noie  forme  une  suite  à  larlirle  Sur  un  théorème  de  J/.  Fauré' 
plus  haut  ). 


CoRnKSPOM)A.NCF.  —    M.   A.    Ciizamian   (Extrait   d'une    LrC- 
M.  Rn'sse)  :  à  |)ro|)os  d\ino  Note  de  M.  Aslor  cl  fie  prop 
(lu  I relie  équilalcral.  (38^-38()V 
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Cazamian  {A,).  —  [LM66]  Sur  les  points  d'une  conique  situés 
sur   UD  même  cercle.  (386-394). 

Conséquences  de  la   relation   9, -+- 9^  H- 5j-h  9^  =  amit  entre  les  anomalies 
excentriques  de  quatre  points  d^une  ellipse  situés  sur  un  même  cercle. 

Cazcxwnian  (-/4.).  —  [La  17^]  Sur  les  quadriques  inscrites  dans  la 
mênoe  développable.  (395-399). 

Ex&CDsion  à  Tespace  du  théorème  de  Desargues;  transformation  par  dualité; 
consé<Iuences  et  applications. 

Gcnty^{L^,  —  [L^14]  Solution  de  la  question  de  Mathématiques 
•Spéciales  proposée  au  Concours  d'Agrégation  en  1893.  (399- 

4o4> 

Questions  relatives  à  un  hyperboloïde  à  une  nappe,  et  au   cône,  enveloppe 
des  plans  normaux  aux  génératrices  menés  par  un  point  donné. 

Ç,(MTs^ct,Uo  (E.),  —  [046]  Observations  sur  les  examens  d'admis- 
sion à  l'École  Polytechnique.  (429-434). 


observations  portent  sur  la  recherche  des  points  d'inflexion  dans  le  dé- 
veloppement de  la  section  plane  d'un  cône.  Critique  de  presque  toutes  les  dé- 
vu>iistTations  géométriques  données. 

Bourlet  (C).  —  [L^lTa]  Conditions  pour  que  deux  quadriques 
aient  une  génératrice  commune.  (434-442). 

Ia  condition   est  que  le  premier  membre  de  l'équation  en  X  relative  aux 
deux  surfaces  soit  carré  parfait.  Démonstration  directe  de  cette  proposition. 

Jstor{A.).  —  [R8ca]  Note  de  Mécanique.  (442-460- 

Mouvement  d'un  solide  pesant,  homogène  et  de  révolution,  fixé  par  un  point 
de  son  axe,  et  assujetti  à  s'appuyer  sur  un  cercle  fixe  dont  l'axe  passe  par  le 
point  de  suspension.  Cette  étude  est  faite  successivement,  en  négligeant  les  ré- 
sistances passives,  puis  en  tenant  compte  du  frottement  dans  de  certaines  con- 
ditions hypothétiques  déterminées. 

Leinekugel  (G.).  —  [L*20ca]  Note  de  Géométrie.  Sur  une  pa- 
rabole intimement  liée  à  une  conique  donnée  et  à  un  point 
donné  de  son  plan.  (482-488). 

Examen  de  propriétés  d'une  parabole  rencontrée  et  étudiée  incidemment 
par  l'auteur  en  traitant,  à  un  point  de  vue  purement  géométrique,  la  question 
du  concours  général  de  l'année  1889  (voir  Nouv.  Ann.,  3*  série,  t.  VIII). 

lioti  (5.).   —   [KHe]  Sur   un   problème   proposé   par  M.   E. 
Amigues.  (488-490). 
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9  inscrits  succcssiTCmeot  daoi  des  triaoglei 


Audibfirt.  —  [K.t6/]  Solution  de  la  question  proposée  pour 
l'admission  à  l'Ëcole  Polytechnique  en  189J.  (491-493 )• 

lin  ancien  Élève  de  Mathématiques  spéciales.  —  [  K 16/]  Solu- 
tion giioinétriquG  de  la  même  question.  (493-498). 

Queslions   relatives   à   rhypcrbololdc  eageDdré  par   rinUnecliOD  de   dem 
plans  rccitinguUirea  passant  par  deux  droites  fixes. 

Caffin  (G.).  —  [L'18<V]  Solution  géométrique  de  la  question 
proposée  pour  l'admission  à  l'École  Normale  supérieure  en  1894- 
(498-50,). 
rropriétés  d'une  rdmillc  de  coniques. 

Correspondance.  —  M.  M.  d'Ocagne  (Ëxlrail  d'une  Lettre)  :  Nou- 
velle forme  de  deux  tliéorcmes  de  l'auteur,  surla  détermination 
de  la  normale  atis  courbes  planes.  —  M.  C.  Possé  (Extrait 
d'une  Lettre  à  M.  Brissc)  :  Communication  d'une  Note  de  feu 
M.  C.  Harkema,  et  relative  à  l'équation  dilFércnltelIc 

Pf/x-i-Qdy  =  i>. 

(5oi-5o3). 

Agrégation  des  Sciences  mathématiques  (Concouks  de  1894)-  — 
Énoncés  des  compositions.  (Soiî-yo^). 

Concours  d'admission  a  l'École  Centrale  en  i8q4  (Première  el 
seconde  sessions).  —  Énoncés  des  compositions.  (So^-Si^)- 
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Liea  relatif  aux  quatre  oormales  et  aux  deux  tangentes  menées  d'un  point  à- 
une  ellipse. 

Audibert,  —  Solution  de  la  question  1597.  (i3*-i5*). 

Question  de  probabilité,  relative  à  un  jeu  équitable  mathémutiqucment. 

Desloux  (J.).  —  Solution  de  la  question  1636.  (  i5*-iG*). 

Propriété  de  deux  cubiques. 

Audibert.  —  Solution  de  la  question  16S1.  (i6*-i8*). 

Problème  concernant  les  permutations. 

Brocard,  —  Solution  de  la  question  1550.  (  i8*-i9*). 

Lieu  relatif  à  un  cercle  et  une  droite. 

Brocard,  —  Solution  de  la  question  1651.  (i9*-20*). 

JLez  (//.)•  —  Solution  de  la  même  question.  (î2o*-23*). 

Droz^Farny  (^A,),  —  Solution   géométrique  de  la  mên»e  ques- 
tion. (28*). 

Propriété  du  triangle  équilatéral. 

Moret-Blanc.  —  Solution  de  la  question  353.  (aj*). 

Propriété  d'un  quadrilatère  coupé  par  une  transversale. 

Brocard  {II.).  —  Solution  de  la  question  372.  (24*-25*). 

Lieux  relatifs  à  un  triangle  ayant  pour  sommets  deux  foyers  d'une  conique, 
son  troisième  sommet  sur  la  conique. 

Moret-Blanc ,  —  Solution  de  la  question  11.  (aS^-a^*). 

Rapport  des  sphères  circonscrite  et  inscrite  à  un  tétraèdre.  Minimum. 

Moret-Blanc,  —  Solution  de  la  question  22.  (2-*-28*). 

Sur  les  polynômes  de  Sturm. 

Moret-Blanc.  —  Solution  de  la  question  51.  (28*-3o*). 
Problème  relatif  à  un  quadrillage. 

Moret-Dlanc.  —  Solution  de  la  question  51.  (3o*-32*). 

Surface  algébrique  sur  laquelle  on  ne  peut  tracer  qu'une  circonférence. 
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Moret'Blanc.  —  Solution  de  la  question  59.  (Sa*). 

Aire  minimum  des  prismes  de  même  base  et  de  même  hauteur. 

Brocard  (//.).  —  Solution  des  questions  473  et  482.  (33*-36*). 
Moret-Blanc.  —  Solution  des  mêmes  questions.  (36*-37*). 

Hyperboloîde  sur  les  quatre   hauteurs   d'un  tétraèdre;  constraction ;  pro- 
priélés. 

Brocard  (//.).  —  Solution  de  la  question  132.  (37*-38*). 

Cylindre  de  révolution  passant  par  cinq  points  donnés. 

Morct-Blanc.  —  Solution  de  la  question  86.  (38*-4i*). 

Ellipse  inscrite  dans  un  triangle. 

Moret-Blanc.  —  Solution  de  la  question  137.  (4i*-42*)- 

Propriété  d'un  système  de  trois  forces. 

Moret'Blanc,  —  Solution  de  la  question  174.  (4'^*)' 

Racines  d'une  équation,  entre  deux  limites  données. 

Moret'Blanc,  —  Solution  de  la  question  2i5.  (42*-43). 

Sur  le  nombre  des  valeurs  que  peut  prendre  a, x, -4- a^x,-*-.. .-+- «^jr„. 
Brocard  {II')-  —  Solution  de  la  question  475.  (43*- ^4*)- 

Construire  une  conique  connaissant  trois  tangentes  et  une  directrice. 

Brocard  {II-)-  —  Solution  de  la  question  336.  (44*~4'>*)- 

Construrlion  d'un  vase  cylindrique  droit;  question  de  minimum. 

Brocard  (II.).  —  Solution  de  la  question  311.  (45*- ij)*). 

Triangle  équilatéral,  maximum  ou  minimum,  circonscrit  à  une  ellipse. 

Callandrcau  (0.).  —  Solution  de  la  question  1)36.  {.ig*-JA*). 

Propriétés  d'un  polynôme  provenant  de  la  série  — \-  „ — ^  •+•  r — -  -f-.  .  .  . 

Moret-Blanc.  —  Solutions  des  questions  992  et  993.  (52*-j  J*). 

Propriétés  <rune  courbe  du  troisième  ordre  et  de  la  troisième  classe. 
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JFranel  («/.).  —  Solution  de  la  question  305.  (54*-58*). 

Sar  un  système  de  sept  points  sur  une  droite  et  de  sept  plans  dans  l'espace. 
Brocard,  —  Solution  de  la  question  539.  (58*-59*). 

Courbe  représentant  les  trois  folioles  du  trifolium  pratense. 

Question  proposée  :  1685. 

A.  L. 


RENDICONTO  dell*  Acgadbmia  delle  Scienzk  fisichb  e  matbmaticiie 
(Sezione  della  Società  reale  di  Napoli);  in-4'*;  Napoli,  lipograûa  délia 
R.  Ace.  delle  Se.  fis.  e  mat.,  diretta  da  M.  do  Rubortis. 

2«  Série,  t.  IV  (année  XXIX,  i89o)(i). 

Angelitti  {F,).  —  Sur  une  modification  de  la  méthode  appelée 
de  Talcott^  pour  déterminer  la  latitude  géographique.  (5o- 
56). 

Reina  (K.).  —  Sur  la  théorie  des  normales  à  une  surface.  (^S- 

78). 

Théorèmes  de  Géométrie  diCTérentielIc. 

Torelli  {G.).  —  Sur  certaines  équations  aux  dérivées  partielles. 
(123-128). 

M.  Beltrami  [Sulla  funzione  potenziale  della  circonferenza  {Rendiconto 
del  Circolo  Matematico  di  Palermo,  t.  III,  p.  198  )]  a  montré  que  l'intégrale 
elliptique  de  première  espèce 


t/o     i/o'sin'l 


rfô 


0    v/p'sin*6  -^  p''cos*0 
et  celle  de  deuxième  espèce 


Jf     rf6  v/p^sin^O  -4-  p'»cos'6, 
0 

satisfont  toutes  deux  à  l'équation 

à  V .   ,  ,  dw'\        d   [ .  ,  ,  dw'\ 


(•)  Voir  Bulletin^  XIX,,  p.  254. 
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et  la  première  inlégralc  satisfait  aussi  à  Féquation  trouTée  par  Borcbardt 
(Crelle,  Bd.  LVIII,  p.  i34)  pour  Tinverse  de  la  moyenne  arithmélico-géomé- 
trique.  L'auteur  indique  la  source  de  ces  propriétés  en  considérant  une  inté- 
grale qui  contient  comme  cas  particuliers  les  deux  intégrales  mentionnées. 

Contarino  {F,),  —  Sur  la  conslante  de  la  coUimatlon  du  cercle 
méridien  Reichenbach-Heurtaux  de  l'observatoire  royal  de  Ca- 
podimonte  (i47-i54). 

Pirondini  (G.),  —  Sur  uue  transformation  géométrique  particu- 
lière (i55-i64). 

Mollame  (  V ,),  —  Sur  le  casus  irreductibilis  de  l'équation  cu- 
bique. (167-171). 

Torelli  (G.).  —  Sur  une  formule,  donnée  par  Halphen,  relative 
aux    transformations    des    équations    différentiel  les    linéaires. 

(233-238). 

Démonstration  d'une  formule  de  Halphen  [Sur  la  réduction  des  équations 
différentielles,  etc,  {Mémoires  présentés  à  l'Académie,  etc.;  a*  série, 
t.  XXVIII,  p.  1(7)].  L'auteur  indique  aussi  comment  doit  être  modiGée  la  loi  de 
formation  de  certains  coefficients  numériques. 

Torelli  (C).  —  Extension  d'un  théorème  de  Riemann,  relatif 
au  quotient  des  intégrales  elliptiques  complètes  de  première 
espèce.  (238-244»  i  p'-)- 

Le  coefficient  de  i  dans  la  partie  imaginaire  de  ce  quotient  est  toujours 
positif.  L'auteur  donne  l'extension  de  ce  théorème  au  cas  où  au  lieu  du  quo- 

.   '^'  ,        .  '^'    . 

lient  -r^  on  considère  le  quotient  -r;— >  étant 

K  X 


X.--    /^'c^-'d 


•  u 
\=     I     ^^  '(i  — c)»-T[i  — (I  —  x);]-«c/w. 

CctpclU  {A.).  —  Sur  la  ihéorie  des  fonctions  algébriques  de  plu- 
sieurs variables.  (•>()7-3o3). 

Deux  fonctions  rationnelles /(x,,  j:^,  ...,  j„),  9(  j-,,  ^,,  ...,  :r,)  étant  données, 
ia  condition  nécessaire  et  suffisante  [)our  que  /  puisse  s'e\primcr  rationnellc- 
inent  au  uK^ycn  de  ç,  et  des  fonctions  syniclriqucs  élémentaires  des  n  variables 
est  (|uo  les  substitutions  entre  les  x,,  qui  ne  changent  pas  la  fonction  ç,  ne 
changent  pas  au>>i/.  L'autour  clcnd  ce  crilt  riuin  au  cas  où  la  fonction  9,  ou  bien 
les  doux  fonolinns  /  ol  9  a  la  Uà<,  sont  des  fonctions  algébriques  quelconque*. 
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T.  V;  (année  XXX,  1891). 

'arcolongo  (/?.).  —  Sur  la  déformation  d'un  corps  élastique 
isotrope  indéfini,  limité  par  un  plan  indéfini,  pour  des  condi- 
tions spéciales  aux  limites.  (sS-Ss). 

L'auteur  étend  les  résultats  que  Boussinesq  et  Cerruti  ont  obtenus  pour  le  cas 
où  Ton  connaît  à  la  surface  la  composante  normale  de  la  force  et  les  compo- 
santes tangentielles  des  déplacements,  ou  réciproquement.  L'auteur  suppose 
le  corps  soumis  à  des  forces  données  en  chaque  élément,  et  applique  la  méthode 
d'intégration  de  M.  Cerruti. 

arcolongo  (li.)»  —  Observations  sur  la  Note  :  Sur  les  lignes 
géodésiques  tracées  sur  les  quadriques  non  douées  de  centre, 
(32-33). 

C*est   une  Note  que  l'auteur  a   publiée  dans  les  Rendiconti  dei  Lincei^ 
mai  1890.  Ici  il  reprend  l'intégration  de  l'équation  des  géodésiques  sur  le  para- 
l>oloTde   elliptique,  en  substituant  aux  fonctions  6   les  fonctions  p  et  s*  de 
"Weierstrass. 

erzolari  (L,).  —  Sur  la  théorie  de  Tinvolution^  en  particulier 
de  rinvolution  cubique.  (35-4o). 

Une  involution  linéaire  cubique 

/-hXç  =  o 

<3i  quatre  éléments  doubles,  donnés  par  le  jacobien  des  deux  formes  /  et  9. 

JRéciproquement  une  forme  biquadratiquc  peut  être  envisagée  comme  le  jaco- 

J)ien  de  deux  faisceaux  de  formes  cubiques  et  ces  deux  faisceaux,  ainsi  que  les 

ÂnTolutions  déterminées  par  ceux-ci,  sont  appelés  conjugues.  L'auteur  montre 

^ue  le  problème  «  Etant  donnée  une  involution  cubique,  trouver  l'involution 

«conjuguée  »,  est  un  cas  particulier  du  suivant  :  «  Déterminer  les  formes  de 

^egré  n,  apolaires  à  deux  formes  données  de  degré  n  »,  dont  il  donne  la  solu- 

"^ion  en  s'appuyant  sur  la  propriété  suivante  qu'il  déduit  d'une  observation  de 

.  Stephanos  :  Les  binaires  de  degré  n  apolaires  à  deux  binaires  de  degré  n 

ont  le!i  polaires  mixtes  de  n  —  2  pôles  quelconques  par  rapport  au  covariant  0 

e  Gordan  relatif  aux  formes  données. 

ipelli  (A.).  —   Sur  la  théorie  des  irrationnelles  algébriques. 
(61-70). 

En  appliquant  les  principes  de  Galois,  l'auteur  démontre  que  si  A  est  un 
viombre  appartenant  à  un  certain  champ  de  rationnalité  (C,  j?^,  jr,,  . ..,  jr^) 
X>ar  rapport  auquel  un  autre  nombre  a  est  un  irrationnel  algébrique,  la  con- 
dition nécessaire  et  suffisante  pour  que  A  appartienne  aussi  au  champ  de  ra- 
tionnalité (C,  »,/>,,/>,,  ...,/>„),  les  /?.  étant  les  fonctions  symétriques  élémen- 
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taires  des  x^y  csl  que  le  nombre  A  (exprimé  en  fonction  rationnelle  des  x. 
avec  des  coefficients  du  champ  C)  ne  soit  pas  changé  par  les  substitutions 
des  Xi,  qui  ne  change  pas  l'irrationnel  algébrique  a. 

lierzolari  (L.).  —  Sur  Pinvolution  cubique.  (71-79)- 

Quelques  propriétés  de  l'involution  cubique  déduites  d'une  propriété  géné- 
rale démontrée  par  l'auteur  dans  le  travail  précédent  :  Sur  la  théorie  de 
l'involution,  etc.  Apres  cela  l'auteur  démontre  aussi  une  propriété  de  TinTo- 
lution  formée  par  les  points  d'appui  des  droites  trisécantes  d^uoe  qaartique  de 
deuxième  espèce. 

Padellelti  (D.),  —  Sur  le  mouvemcnl  du  pendule  simple  en  te- 
nant compte  de  l'eflTet  de  la  rotation  terrestre.  (79-124)- 

L'auteur  montre  comment  on  doit  modifier  la  façon  de  traiter  cette  question,  en 
introduisant  la  notion  de  préces^n  au  lieu  de  celle  inexacte  de  plcui  d'otcil- 
lation.  Dans  une  Note  ajoutée  à  la  fin  du  travail,  il  donne  des  notices  histo- 
riques sur  ce  problème,  et,  en  particulier,  sur  des  observations  relatives  à  la 
déviation  du  pendule,  antérieures  à  l'expérience  de  Foucault. 

Plrondini  (G.)-  —  Quelques  questions  sur  les  développées  suc- 
cessives d'une  courbe  plane.  (iSg-iSo). 

Propriétés  des  courbes  telles  que  leurs  points  et  les  points  correspondants 
de  la  deuxième  et  de  la  quatrième  développée  sont  en  ligne  droite.  Courbes 
qui  coïncident  avec  leurs  quatrièmes  développées.  Courbes  qui  coïncident  avec 
leurs  huitièmes  développées. 

Amaldi   (/.).    —   Une   interprétation    des   correspondances   par 
rayons  vecteurs  réciproques  dans  le  plan.  {'iZ^-9./\o). 

M.  Porchicsi  (J/em.  delV  Ace.  di  Bologna,  série  IV,  t.  III)  a  établi  une 
rorrespoiidiince  entre  les  cercles  du  plan  et  les  points  do  l'espace.  L'auteur 
démontre  que  dans  celle  correspondance  les  transformations  par  rayons  vec- 
teurs récii>roqiies  du  plan  donnent  dans  l'espace  des  homologies  harmoniques, 
dont  le  centre  et  le  plan  d'Iioniologic  sont  conjugués  par  rapport  à  la  quadrique 
lieu  des  points  qui  correspondent  aux  cercles  de  rayon  nul. 

T.  VI  (année  XWI,  iSy?»)- 

Jhittaf^lini  {(1,).  —  Sur  une  série  de  courbes  du  second  degré. 

(i>4-33). 

Série  de  coniques  ayant  niêinc  centre  et  mêmes  directions  des  axes,  et  dont 
les  carrés  des  axes  sont  des  fonctions  rationnelles  fractionnaires  d'un  para- 
mètre. 

CdpcAli  {A.^.  —  Sur  la  résolution  générale  dos  équations,  el  en 
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nst  ■:-ticulier  des  équations  à  trois  icrmes,  par  des  intégrales  dé- 
iMJTM  M  es.  (39-48). 


CZ^  Iravail  se  rattache  aux  recherches  de  Heymann  (  Studien  iiber  die  Trans- 
f4^^-w^rm.4ition  und  Intégration  der  Differential-  und  Differenzengleichungen; 
L^ip^ig;  Teubner,  1B91).  Étant  donnée  Téquation 

x^y"*  -^  x^  ^'•-'  H- . . .  H-  a:„  =  o, 

supposant  que,  dans  le  contour  C,  il  n'y  ait  qu'une  racine  y^  l'auteur 
r€,  en  considérant  d'ubord  y  comme  une  fonction  du  coefficient  x  y 

Kit  une  valeur  quelconque  prise  dans  le  champ  de  la  variable  x  . 
^ir^to  (L,),  — Notice  nécrologique  sur  D.  Padelletti.  (49-5o). 

^^r^^ola  {E,),  —  Notice  nécrologique  sur  A.  de  Gasparis.  (65- 
66). 


'Dlongo  (/?.).  —  Quelques  applications  des  fonctions  ellip- 
tî<j«jies  à  la  théorie  de  l'équilibre  des  fils  flexibles.  Note  I.  (71- 
79>,Note  II.  (89-96). 


ft  Kss  la  première  Note  l'auteur  suppose  un  (il  libre  et  soumis  à  une  force 
réptalsïYe  rencontrant  un  axe  fixe  et  proportionnelle  à  la  distance  de  l'axe. 
^^■^^  la  seconde  Note,  il  suppose  que  le  fil  doive  rester  sur  une  surface  sphé- 
'*"<lii«5    sans  frottement. 


^ '^Sr^ ditti  {F,),  —  Nouvelle  détermination  de  la  latitude  géogra- 
P"icjue  de  l'observatoire  royal  de  Capodimonte  au  moyen  des 
p^s.^ages  de  quelques  étoiles  au  premier  vertical,  observés 
Pe^^ciant  1889.  (97-108). 

^*^>    (Zr.).  —  Notice  nécrologique  surE.  Betti.  (i43-i44)- 
1 


^le  {E.).  —  Quelques  considérations  sur  le  pentaèdre  com- 
plet t:,  (,4^.152). 

3r  a  une  quadrique  que  l'auteur  appelle  quadrique  des  i5  coniques,  telle 

^    ^    ^^eplan  polaire  d'un  sommet  du  pentaèdre  par  rapport  à  la  quadrique  est 

.^***      le  plan  polaire  (harmonique)  de  ce  sommet  par  rapport  au  pentaèdre.  II 

^*^^^iE  delà  considération  de  cette  quadrique  plusieurs  propriétés  de  la  confi- 

^'^^îon  du  pentaèdre. 

^^<^rino  (E-)'  —   Observations   de    la    nouvelle    comète   de 
^^Imes,  faites  à  l'observatoire  de  Capodimonte.  (i52-i53). 
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A/oUame  (f^.)-  —  Sur  les  racines  primitives  de  l'unité  négative. 
(.79-183). 

T.  VU  (anncfi  XXXII,  1893). 


Del  Pezzo  (P-).  —  Sur  les  points  singuliers  des  courbes  algé- 
briques. (i5-ai). 


cur  recherche 

n  projetant  de 


peut  obtenir  I»  poînU  ungulien  d'an«  conrfae 
simples  de  courbes  situ^ei  dans  Ici  hjpcrespacM. 


Capefli  (A.).  —  Sur  le  système  complet  des  opérations  de  po- 
laire, permutables  avec  toute 'autre  opération  de  polaire  entre 
les  mêmes  séries  de  variables.  (29-38). 

Toute  opi!ration  de  polaire  entre  les  ^,  ^,  . . .,  u  permutable  avec  toutes  Ici 
autres  peut  toujours  tire  exprimée  par  une  fonction  rationnelle  entière  i  cocf- 
llcicnts  coDstanls  dc9  n  opérations 

\\{:c,x,z,....ul,    Hix.  y,  ::,...,!') ,    U(x.j',=,...,u},^„ 

étant 

(n-O  +  P+IU 


Ascione  (  E.).  —  Sur  les  surfaces  du  troisième  ordre.  (39-44). 
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Costa  (G.).  —  Action  d'un  circuit  vollaïque  de  forme  ellipliquc 
sur  une  aiguille  magnétique  de  dimensions  finies  et  ayant  son 
centre  sur  Taxe.  (io5-i  lo). 

/}cl  Pezzo  (P.)'  —  Sur  les  groupes  kleinéens  à  deux  variables. 
(ia3-i37). 

Le  but  de  Pautcur  est  de  défînir,  de  la  manière  la  plus  générale,  ces  fonc- 
tions, dont  S'est  occupé  aussi  M.  Picard  (fondions  hypcrfuolisicnncs)  {Acta 
Mathentatica^  l.  I,  p.  5,  et  Traité  d'Analyse,  t.  I,  p-  uHa). 

Les  substitutions  linéaires  faites  sur  les  deux  variables  x  et  ^  sont  inter- 
prétées par  l'auteur  comme  des  transformations  crcmoniennes  entre  les  points 
réels  d'un  espace  de  4  dimensions.  Le  problème  de  la  division  régulière  de 
l'espace  de  4  dimensions  en  polyèdres  congrucnts  par  rapport  aux  transforma- 
tions d'un  groupe  donné  se  réduit  à  celui  de  la  division  régulière  d'un  espace 
à  8  dimensions  en  polyèdres 'congruenls  par  rapport  à  un  certain  groupe  d'ho- 
mographies à  coefficients  réels. 

Capelli  {A.).  —  Sur  Timpossibilité  de  syzygies,  entre  les  opéra- 
lions  fondamentales  permutables  avec  toute  autre  opération  de 
polaire,  entre  les  mêmes  séries  de  variables,  (i  55- 169.). 

Les  n  opérations  \\{x^y,z,  ...,a)  {voir  cj-dessus)  ne  peuvent  être  liées 
par  aucune  relation  rationnelle  entière. 

Cesàro  {E.),  —  Sur  la  détermination  asymptolique  des  séries  de 
puissances.  (i8j-i()5). 

Étant 

rtj,  H-  rt,  -f-  flf,  -f- . . . 

et 

6,  + 6,  4-6,-+-..., 

deux  séries  divergentes  à  termes  positifs,  on  construit  les  deux  fonctions 

J{x)  =  a, H- a, a: -h  £ï,x»-h..  ., 
^(ar)  =  6, -f-  A,x -f- 6,  jr' -f- . . . . 

en  supposant  convergentes  les  deux  séries  de  puissances  pour    j  x  |  <  1. 
On  a  alors 

hm  '^—, — -  =  hm  7-=» 

lorsque  le  second  membre  existe.  On  en  déduit  que 

lim  ^ — -  =  lim   .-! j^ i  =  » 

De  ces  propositions,  l'auteur  déduit  plusieurs  propriétés  asyniptotiiines  rela- 
tives  aux    séries  de  puissances.  Soit  a,  ^,  7,  ...    un  système   i|ui-lcon<|ue  de 

Buti.  des  Sciences  mat  hem.,  2*  série,  t.  \\.  (Avril  iSj^G.)  B.j 
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c-l  h  si-rie  potentielle  du  syslime.  On  a 

néunl   la  /réque»ce   de  ï,  g,  v 
Ja    (irubaMIilc   cju'un    iiumbre  eni 

Cesàio  {E-)-  —  Critique  des  Réflexions  dtt  Prof.  Mobile  sur 
les  vai-ialions  de  la  laiitudeù  courte  période.  {190-196). 

Cesîiro  (£"-)■  —  La  sério  de  Lambert  en  arithmétique  as^miilo- 
li([ue.  {197-204). 
De  lu  niiinii-rc  dont  \i  série 

se  eu  ni  porte  dans  le  viii-'infl^c  de  l'unité,  l'auteur  dt'duit  l'expression  a^implo- 
iliguc  du  nonilirc  «(n)  de«  diviseurs  de  n.  ri  établit  une  formule  rcnre'rmani. 
eoinme  cas  partieulien,  des  formuJes  de  Uaiirs  fi  du  Oiriclilet. 

A'obile  (-•(.).  —  Réponse  à  la  criliquc,  faite  par  M.  Cesàro  à  la 
Note  intitulée  :  /inflexions  sur  tu  t'tiritilioti  de  la  latiitide  à 
courte  période.  (ao.j-aoG). 


Riî*LE  AccADKUiA  DBr  LiNCEi,  aiiiiD  CCLXXXI,  iHga.  KendicuDti. 
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J^^rallini (G.)»  —  Deux  propositions  de  la  lliéoric  des  noinhrt's  et 
leur  inlcrprélatioii  g(5oiiiélrique.  (5i-5-). 

Ces  propositions  sont  relatives  aux  solutions  entières  de  ri'(|Uiition 

lieltrami  {E.).  —   Sur  l'expression   analytique  du   principe  de 
lluygens.  (()9-io8). 

Au  movcn  d'une  extension  de   la  formule  de  Green 


(') 


5(j7,  r,  c  )  —    /    \  î?  -. —  -   -—  /  (/t  —   /   A/^  —  » 


l'auteur  déduit,  d*une  manière  plus  simple,  l'expression  analyti(|ue  du  prin- 
cipe de  lluygens  donnée  par  Kirclilioll'.  Celte  questitai  avait  été  déjà  traitée 
par  Tauteur  dans  les  -Kendiconti  dei  If.  Istituto  Lomhardo  (l^*8f)),  mais  iei 
il   y  apporte  des  autres  simplifications  et  ol)ser>alions. 

Tonelli{A.),  —  Surla  résolution  d<»  la  congriicnce ./'-  =Hr(inod//'). 

(l  |(>-I20). 

L'auteur  donne  une  formule  pour  représenter  les  racines  de  «etle  er)ngruence 
el  en  déduit  l'expressi«>n  de  ces  racines  au  moyen  de  celles  de 

V'       c(mod/>  ). 

Morera  (C).  —  Solulion   f;énérale  des  r(|iialions   indéfinies  de 
iVqiiilibrc  d'un  corps  continu.  (i«^"-i  {i  ). 


/.  —    /    /  dz  -T 1 

./  t)x  fiv 

m.  «. 

Y   -  -  —  ['^  -  '^-  —  --  \ 
'        *  Ox  \  flx        f)y         *fz  /  ' 

''  ~  Z  f)y  \7)y        ~)z         7f'x  / 

*«»'""  ^  Oz  \  ffz^        tix        <)y  J 

Belirami  {t\).  —  Ohservalions  sur  la  IS'ote  précédenlr.  (i  {i- 
Morera  {O,).  —  Appendice  à  la  \ole  :  St/r  la  solution  ht  pltts 
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générale  des  équations  indéjhiies  de  C équilibre  d^un  corps 
continu,  {'Ï.VS-'A'i \) , 


Pincherle  (S.).  —  Sur  les  formes  différenlicllcs  linéaires.  (:i73- 

Soil  ^{t)  une  fonrlion  analytique  quelconque  de  t  cl  »'»  9*.  ...  ses  dérivée*: 
soil/  un  polynôme  rationnel  entier  «le  degré  />  en  /;  l'auteur  appelle  formt 
différentielle  linéaire  normale  de  l*ordre  p  l'expression 

et  définit  les  opérations  suivantes  : 


Sp  A  =  A -h  plu -h  (  p.)  IV  A +... -h  (p^,)î)r  A. 

L'intégration  de  l'équation  A=  o  entraîne  celle  de  toutes  les  équations  île  la 
forme  S.  A  =  o.  Klanl  9  une  intégrale  de  A  =  o, 


*""X0 


)dt 


X  )^ 


1 1 


sera  une  intégrale  de  S.  A  =  o.  Applications  k  ré(|uation  du  second  onire  et  à 
l'équation  h\pergéoniétrique. 

Padova  (A.).  —  Sur  la  théorie  de  la  capillarité.  (.'^3i-33.*>). 

I>ans  sa  Note  Suite  eguazioni  gencrali  delta  d ina mica  {voir  ^Ofi  /teridi- 
conti,  i8t)i),  railleur  u  démontré  (jnc  \ci>  tensions  inlérieures  des  corns  élas- 
tiques et  les  pressions  inlérieures  des  fluides  sont  des  coeflieients,  par  lesqnel> 
on  doit  multiplier  les  éciualions  exprimant  la  condition  que,  dans  certainf^ 
mouNemenls,  les  liaisons  physiques  du  système  doimé  ne  sont  pas  iiiodiiiét^s. 
Ici,  en  donnant  une  autre  application  de  celle  tliéori<î,  il  montre  que  les  plié- 
noméiies  de  capillarilé  sont  dus  à  ce  «pie  l'on  ne  peut  changer  l'aire  des  él»'- 
ments  de  la  surface  de  séparation  des  deux  lluides,  sans  faire  varier  réner"ir 
du  système,  à  moins  que  n'inlerviennenl  d«'s  actions  extérieures. 

Marco/ongo  (/^.).  —  Ilésolutioii  de  d(»u\  prohlèines  relatifs  ii  la 
déformation  d'une  sphère  homogène  isotrope.  (3.i')-3  {.'i). 

L'auteur  détermine  la  déformation  de  la  sphère  dans  les  deux  cas  suivants  : 

i"  Que  soient  données  la  composante  nomialc  des  forces  et  les  conlposa^(c^ 
taiig(;ntielles  des  déplacements; 

2"  La  ccmiposanle  normale  du  déplacement  et  les  composantes^  tangcntielle> 
des  forces. 
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Sella  {A.)*  —  Sur  rattraclion  du  corps  d'allraclion  iiiaxiinuin 
au  second  pôle.  (35o-3j6). 

Pizzetti  (P.)-  —  l^a  loi  de  prohabililé  des  erreurs  d'observalion. 
(380-383). 

'2*  semeslrc. 

Blanchi  (A.).  —  Sur  la  transformation  de  Backlund  pour  les  sur- 
laces pseudosphériques.  (3-iy.). 

En  connaissant  toutes  les  transformées  coniigucs  complémcnlaires  et  de 
Backlund  d*une  surface  pseudospliériquc  initiale,  l'application  successive  et 
illimitée  des  méthodes  de  transformation  peut  se  faire  seulement  par  des  cal- 
culs algébriques  et  de  dérivation.  Pour  toutes  les  surfaces  du  groupe  infmi 
que  Ton  déduit  ainsi,  iVquation  des  géodésiifucs  s'obtient  en  termes  finis  sans 
aucune  intégration.  L'auteur  donne  aussi  un  exemple  en  parlant  d'un  héli- 
coTde  de  Dini.  Pour  établir  ces  résultats,  l'auteur  démontre  et  emploie  un 
théorème  de  pcrmutabilité  sur  la  transformation  de  Backlund,  qui  est  le  sui- 
vant : 

«  S,  et  S,  étant  deux  surfaces  pseudosphériques  liées  à  une  même  surface 
pseudosphérique  S  par  deux  transformations  de  Riicklund  Ba,,  H9,  à  constantes 
(lilTérenles  9,,  9,,  il  existe  une  quatrième  surface  pseudosphérique  S,  liée  aux 

S,,  S,  par  des  transformations  de  Backlund  B^.,  B9,,  de  constantes  ?,,  ?,. 

Blanchi  {L,).  —  Sur  les  déformations  infiniment  petites  des  sur- 
faces flexibles  et  inextensibles.  (4i-48). 

Après  avoir  rappelé  les  formules  de  Wcingarten  {Crelle,  Bd.  C),  l'auteur 
démontre  une  propriété  des  surfaces  associées,  c'est-à-dire  qui  ont  des  nor- 
males parallèles  entre  elles,  point  par  point,  lorsqu'on  fuit  correspondre  aux 
ligaes  asymptotiques  de  l'une  un  syslrme  conjugué  sur  l'autre.  Knsuito,  il 
recherche  le  système  conjugué  qui  se  conserve  conjugué  après  la  déformation 
et  enfin  en  considérant  les  déformations  finies  qui  conservent  conjugué  un  sys- 
ténue  donné,  il  démontre  des  résultats  de  M.  Cosserat  {Comptes  rendus, 
octobre  1891). 

3/oniesano  (D,),  —  Sur  deux  conj^ruences  de  droites  du  a*^  ordre 
el  de  la  6*  classe.  (77-85). 

Ces  congrncnccs  sont  formées  par  les  généra  triées  de  x  cônes  du  2*  degré 
ayant  les  sommets  sur  une  courbe  rationnelle  du  3*  ordre,  gauche  ou  plane. 

Jh*rattini  {G.)^  —  Additions  à  quelques  lliéorcmes  de  M.  Tcliebi- 
cheflT.  (85-91). 

Sur  les  solutions  entières  de  l'équation 


/ 
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Somigliana  (C).  —  Sur  les  expressions  analytique^  ^ênênie» 
des  inoiivemcnls  oscillatoires,  (i  i  i-i  19). 

L'auteur  donne  une  démonslralion  simple  du  ihéoréoie  de  Clebsch  Mir  \à 
décomposition  de  toul  mouvement  oscillatoire  d'un  milieu  isotrope  en  desi 
mouvements,  l'un  longitudinal  et  l'autre  transversal.  Il  y  aji>ute  quelques  ob- 
servations sur  les  relations  entre  les  formes  trouvées  ici  et  autres  f<>nDe« 
connues  pour  les  intégrales  des  équations  des  mouvements  oscillatoire».  Enfin, 
il  généralise  la  question  en  supposant  que  le  milieu  ne  soit  pas  isotrope,  mais 
un  milieu  de  Green. 

liianclii  (L.).   —   Sur  la   transformation  de   Baoklund   pour  les 
sjslémes  triples  orthogonaux  de  Weingarlen.  (i56-i(5i). 

Le  théorème  de  permutabilité  de  la  transformation  de  liackhind,  Hémootrr 
par  l'auteur  môme  pour  les  surfaces  pseudosphériquiîs  (  ro/r  ci-<les*iuii  >,  est  dé- 
montré ici  pour  les  systèmes  triples  orthogonaux  de  Weingarten  contenant 
une  série  de  surfaces  pscudosphériques. 

\oltcrra  (  V.),  —  Sur  les  vibrations  lumineuses  dans  les  milieux 
isotropes.  (Hii-i^o). 

L'auteur  traite  le  ras  des  ondes  rylindri(|ucs  et  oliiicnt  des  formules  ana- 
lo]{ues  à  celles  de  KirclihofT.  Puis,  en  généralisant,  il  obtient  des  formules  dont 
celles  de  Kircliholf  et  celles  de  l'auteur  sont  des  cas  particuliers. 

Del  Ile  {A.),  —  Sur  la  surface  du  ;V*  ordre  douée  de  cubique 
dotible  el  de  point  Iriple.  (i7<^>-i7^>)- 

Del  lie  (A.).   —    l^iicore    sur  la   stirfijcr  du    J'    ordre   à    ctibiniie 
dotible  cl  point  IripIc.  ('.>o.^-7  1  o). 

hiins  !«•  Giornule  di  lUittai^lini,  is^s,  r.iuirnr  ;i  il«»nti»'-  ntit-  ronstrurlion  tli* 
CQ\W  Mirfiicc.  <]iii  est  polair*-  conjuitilr  par  rapp<irl  a  un  r<»rMH'\e  p|jii-<lri>ilf 
(.',  S)  cl  à  mu*  <|ii.i(lriqii«*.  Dans  la  promit  ro  tif  re's  <lcii\  >iMic>,  il  dfnuintrt- 
(I«*s  pr(>[»ri»''lt''s  i\v.  rrilr  Mirfarr,  et  dans  l.i  mtoiuK'  il  (l<innf  niir  nouvelle  «on- 
^trurtion,  la  c  ui^lruclion  <Ic  la  rnurix!  doiihlc  ii  jos  «'«lualiMns  de  la  surLice. 
(In  roiMH'xc  (.?,.>)  «pii  la  profluii.  et  «l'un  wnWv  rnrinoM*  pnini-plaii  (i.  2),  dont 
«'Ile  c-l   Miifacf  foiidarncnlalc. 

\  tillci'i'it  (/  .).    —  Sur   los   oikIos    <  a  lindi  icjiics  dans  les   milieux 
isoiropcs.  (  •>()..)-  >.-j). 

Vprr-s  avoir  rappcir  N'S  fornmlos  tr<>ii\rr-  |>ar  lui  dans  son  Travail  pri'r- d»  :  \ 
(  Sur  1rs  rihrntions  /mninci/ws.  c/c.  toir  iidc><\\^),  cl  «pii  e\pniiii>nt  r-wr 
le  r.t>  des  «»ndi"s  tn  lindtii|nrs  un  prin«  ijm-  an.d.'cnc  à  «  t  lui  dr  IIun  ;;oiis-Kinh'  ~. 
r.mirnr  inontr**  la  rolalion  «'nlio  d.  n\  dr  rr^  lornnilc^  rt  uni*  f<»riiiul;.  • - 
r'»i'«'«on.  ri  l't.ddil  l'n^nilt'  <lf^  liiinmli*>  |'Im-  ;^    ih  r  a!*'". 
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Srioschi  (J-).  —  Les  intégrales  algébriques  de  IVijnaLion  de 
Lamé.  (Sa^-SSi). 

Daos  les  Annali  di  Matematica,  t.  IX,  -?.*  série,  1878,  l'auteur  a  dcmonlré 
que  Téquation  dirTérentielle 

éUnt 

V  un  nombre  impair  et  t  une  constante,  a  des  intégrales  algébriques,  et  même 
trouvé  leur  expression.  Ici  il  donne  des  transformations  et  une  propriété  de 
ces  inté^alcs. 

Del  lie  {A.).  —  Antres  propriétés  relatives  à  la  surface  du  5''  ordre 
à  cubique  double  et  point  triple.  (343-348). 

Del  lie  (A.).  —  Sur  quelques  variétés  de  la  stirface  du  5'"  ordre 
à  cubique  double  et  point  triple.  (3-8-385). 

Construction  de  la  surface  au  moyen  de  certaines  correspondances  univo(|ues. 

f^ascal  {E,),  —  Sur  les  3i5  coniques  coordonnées  à  la  courbe 
plane  générale  du  x^''  ordre.  Note  L  (385-39o). 

L'auteur  applique  les  principes  généraux  établis  par  lui  dans  un  Travail  inséré 
aux  Annali  di  Matematica,  t.  X\  {Happresentazione  geometrica  delta  ca- 
racieristiche  di  génère  3  e  f\).  Il  étudie  ici  la  configuration  de  2H  tangentes 
doubles  de  la  quartique  plane,  et  des  propriétés  qui  en  dépendent. 

Cantoni{G.).  —  Sur  la  valeur  [)bilosophiquedes  écrits  di»  G.  da- 
lileî.  (4o5-4io). 

Pascal  {E.).  —  Recherches  sur  les  groupements  formés  par  les 
3i  5  coniques  coordonnées  à  la  courbe  plane  générale  du  4''  ordre. 
Note  IL  (4i7-4'23). 
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MATKEMATISCHE  ANNALEN,  publiées  par  F.  Klein,  W.  Dyck  et  A.  Mayer. 

TomeXXXVII;  i89o(»;. 

Capelli  {A.).  —  Sur  les  opéralîons  dans  la  ihéorie  des  formes 
algébriques.  (i-S^). 

L'auteur  expose»  dans  ce  Mémoire^  non  seulement  les  résultats  les  plus  im- 
portants auxquels  il  est  parvenu  dans  ses  travaux  antérieurs  sur  la  théorie 
générale  des  formes  algébriques,  mais  aussi  quelques  autres  résultats  et  donne 
une  série  de  démonstrations  nouvelles  dont  le  but  principal  est  de  ranieoer, 
autant  que  possible,  le  mécanisme  de  la  technique  opérative  des  opérations 
invariantes  à  ses  cléments  les  plus  simples,  c'est  à-dire  aux  opérations  de  po- 
laire, les  seules  dont  Tusage  est  essentiel  dans  son  Mémoire. 

On  représente  par  une  seule  lettre,  par  x  par  exemple,  Tcnsemble  de  plu- 
sieurs variables  indépendantes  x^^  j?,,  2r„  . ..,  j;^.  On  dit  alors  que  a:  représente 
une  série  de  variables  de  Tespcce  v.  On  appelle  opérations  élémentcures  la 
opérations  de  la  forme 

I/opération  résultant  de  plusieurs  opérations  effectuées  successivement  A',  A', 
A**,  ...,  est  représentée  par  le  produit 

...A"'A''A'. 

L'auteur  ne  considère,  en  général,  que  des  opérations  qui  s'expriment  par 
un  agrégat  rationnel  et  entier  à  coefficients  constants  d'opérations  élémen- 
taires. Nous  pouvons  mainlcnant  donner  une  idée  de  l'espril  du  Mémoire  en 
reproduisant  quelques-uns  des  théorèmes  qu'il  renferme. 

Si  II  et  W  sont  deux  produits  de  \  opérations  élémentaires,  qui  ne  difTérent 
que  par  l'ordre  de  succession  des  facteurs,  on  aura  identiquement 


Il  —  n  =  Hk.r. 


où  les  coeflicienls  constants  k-  sont  «les  nombres  entiers,  positifs  ou  négatifs, 
et  les  T.-  sont  des  produits  de  X  —  i  opérations  élémentaires. 

Si  I),,  I),,  ...,  Dr  sont  les  «'  opérations  élémentaires  1)^^,  relatives  aux 
n  séries  de  variabhîs  :r,  >',  ...,  rangées  dans  un  ordre  choisi  arbitrairement, 
une  opération  quelconque  A  cjmiposée  avec  ces  f>pérali«)ns  élémentaires  peut 
toujours  s'exprimer  sous  forme  dune  somme  de  termes  de  la  forme 


7:^-' 


où  a  est  un  coefficient  constant  qui  est  fonction  linéaire  à  coefficients  entier<« 
des  coefficients  de   A  cl  |x,,  |jl  ,  ...,  ji^  des  entiers  positifs  dont  la  somme   ne 


(')  V'^ir  Bulletin,  t.  \I\,.  p.  j^ 
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peol  dépasser  le  degré  total  de  A.  c'est-à-dire  le  plus  ^rand  nombre  de  furtcurs 
D  égaux  ou  distincts  dont  se  composent  les  termes  de  l'opération  A. 
L'opération  de  Cayley 


il  = 


>  •  • 


r) 

m      •     • 

A 


-~-    ▼    "*"  I        — ^^  •  •  •      ■-  f 


formée  avec  n  séries  de  variables  x,  y,  ...,  v,  opération  qui  joue  un  rùle  très 
iiiiportant  dans  la  théorie  des  formes  invariantives,  peut  toujours  se  ramener 
à  de  simples  opérations  élémentaires. 

Une  fonction  rationnelle  entière  quelconque 

V(Xy  y,  z,  ...,  u) 

de  n  séries  x, ^,  -3,  ...,  «,  d'espèce  /î,  peut  toujours  s'exprimer  sous  la  forme 
F(x»^,  5,  ...,  M)  =  {x,y,  z,  ...yU)^{x,yyZy  ,..,u)  +  Zl.f.{y,z,  ...,m) 

où  le  second  membre  est  la  somme  de  deux  fonctions  rationnelles  entières 
dont  la  première  est  exactement  divisible  par  le  déterminant  {x^y^  ««  ...,  //) 
des  variahlcSf  et  la  seconde  est  une  fonction  qui  peut  être  déduite  à  l'aide  des 
fonctions  élémentaires  de  fonctions  /,(>'i  z^  ...,  u)  qui  contiennent  seulement 
les  séries^,  «,  ...,  u. 

L*auteur  avait  donné  cette  proposition  dans  un  Travail  publié  en  1882  dans 
les  Memorie  delta  fi.  Ace.  dei  Lincei  (  Fundamenti  di  una  tkeoria  de i  forme 
aigebriche),  mais  la  démonstration  qu'il  on  donne  ici  est  beaucoup  plus 
simple.  Le  Mémoire  se  termine  par  l'extension  des  résultats  obtenus  pour  les 
fonctions  rationnelles  entières  aux  fonctions  analytiques. 

Pringsheim  (^.).  —  Sur  la  ihéorie  des  séries  de  Dirichicl.  (38- 
60). 

Dans  un  Mémoire  sur  la  théorie  générale  de  la  divergence  et  de  la  conver- 
gence des  séries  à  termes  positifs  {Math.  Ann.,  t.  \\\V)»  Tautcur  a  établi 
que  la  série  dont  le  terme  général  est 

C       ÎLllCL?'.'  =  ^         (  M,^,  >  M„     M.  =  «  ) 

est  convergente  pour  toute  valeur  positive  de  ,0  si  petite  qu'elle  soit,  tandis 

que  l'expression 

__  M,,.- M, 

AI. 


^v  = 


*+i 


est  le  terme  général  d'une  série  divergente.  L'auteur  a  établi  alors  que  cette 
proportion  donnait  la  clef  de  toute  la  théorie  de  la  convergence  des  séries  à 
termes  positifs. 

Des  recherches  ultérieures  ont  conduit  l'auteur  à  reconnaître  que  le  même 
tbéorcuie  s'applique  de  la  façon  la  plus  simple  à  l'étude  des  séries  à  con\cr- 
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genre  non  absolue  qu'il  appelle  séries  de  Dirichtet,  c*c8t-à-(lire  au«  serin 

où  ^\^  est  une  quantité  positive  qui  ne  décroît  jamais  avec  v  et  augmcnli 
définimcnt   pour  v  =  x   et    les   quantités  a^  sont   des  quantités  qudco 
réelles  ou  complexes. 

Le  théorème  en  question  permet  à  l'auteur  de  démontrer  d*une  façon  p 
ment  élémentaire,  sans  aucun  emploi  du  Calcul  intégral,  ia  répoose  aux 
questions  suivantes  : 

Quelles  sont  les  conditions  suffisantes  pour  que  les  séries  de  Diricklet,  r 
tives  au  cas  où  p  est  plus  grand  que  zéro,  soient  convergentes  ou  divergea 

Quelle  est  la  limite  de  leurs  sommes  pour  p  =o? 

Braunmuhl  (^A.  von),  —  Sur  les  groupes  de  caraclérislique 
p  colonnes  formées  avec  des  /î'^'"'*'*  parlies  de  nombres  enli- 
el  sur  les  relations  entre  les  fonctions  ihéta  d'ordre  n  qui  l< 
correspondent.  (^)i-99). 

Nœlhcr  {Math.  Ann.,  t.  XVI,  1880)  el  Frohenius  (/.  de  Crclfe,  l.   L\XX 
4't  XCVI,  i884)  se  sont  occupés,  en  se  plaçant  à  des  points  de  vue  diffère 
de  la  théorie  des  caractéristiques  à  p  colonnes  ou  de  genre />  dont  les  élêm 
sont  formés  avec  des  moitiés  de  nombres  entiers;  ces  théories  des  caracté 
tiques  sont  importantes   pour  la   formation  des  relations  entre   les  foocti- 
théla  et  pour  le  problème  de  la  division  par  deux  des  fonctions  abéliennes. 
se    trouvait   ainsi   conduit   à  étendre    leurs   recherches   aux    caractéristiq 
formées  avec  des  n'"^"*  parties  de  nombres  entiers,  n  étant  un  nombre  em 
positif  quelconque.  Prym  et  Krazcr  se  sont  posé  la  question  {Acia  Mai, 
matica,  t.  111,  i8îS3)  mais  ne  sont  pas  partis  de  l'élude  préalable  des  carac-r:^ 
ri^liquo^;    il    uni  «'lai)!!   deux   lormules   entre    les  fondions  tlu'la   du  prcm^ 
ordre  asaiiL  lc>  caraciérisliiiues  on   quc^lion,   formules  qui   sont  des  plus  i 
portantes;  l'une  do  ces  forinnlc.s  iio>sèdo  un  caraclére  <le  fiênéralité  tel  qu'cr— ^ 
pcul  servir  «le  l>a>e  à  loule  une  série  de  developpcini'nts. 

L'auteur  s'est  proposé  iei  d'étudier  l«)Ut  d'abord  \vf>  caractéristiques  en  ell 
mêmes,   et  dans    une    première    section   il   étend   aux  «.'aracléristiques  formât 
avec  des  /r"""  parties  «le  noinl»r«"S  entiers,  les  résultats  <d)tenus  f)ar  Fn>bcni 
dans  le  cas  parlienlier  on  //  —  i.  Il  no  se  cnntento  pas  «rélablir  les  seules  pr 
positions    qui    lui   >eront    utiles   dans  la   secondi;   |)arLie,   mais  traite  à  fond 
théorie  ^iénérale  d<"s  caraetéristi<ines  (|ni  pei'ni«?l   de   fournir  «les  relations  iiil  ^ 
rossantes  «ntro    les  fondions  tiiéta,  aussi  l)i<'n  dans  le  cas  fjéuérai  que  «lans 
e.is  déjà  étudié  par  l'aiilenr  où  //  —  S  {Mtttli.  Ann.,  t.  WXII.  iSSS). 

C'esl   nn   d«'s   son-i-tironpos   r*'ne«>ntros  dans  l.i  première  >«'Cti<»n  et  (|ui  «oni  • 
prend  eointne  «•.!>  partieniur  le  j;roup«*  dt:   inepoi  «(ui    conduit  à  l'examen  «1^ 
reitainos  lonelions  iliéta  d'«»r(lre  //.  entre  lesqn«-ll«-s  rxi>li'  une  relation  fiuidj  • 
nn'ntah-  analogue  à  ia  relation  th*  l'rNn»  et  l\r.i/«'r  d  (]ui  comprend  comme  «a  • 
parti«nli«'rs  tonl«-s  lis  relations  d«-  iiiènir  e-jure  «jne  Ton  «-onnaissail  jusqin'-l.i;^ 

Sclitimdchci'  { li.^.  —  (lla.^ssllicalloii  <l<*s  sv>lrrnr>  de  riu«in?  al^ê^ 
l)ri(|in's.  (  I  «M)-i  jo). 
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L'auteur  ctablil  une  correspondance  univoquc  entre  resp«ace  rc^'lê  ordinaire 
el  l'espace  ponctuel  à  quatre  dimensions.  A  un  système  de  rayons  dans  l'espace 
rrçjé  répond  alors  une  surface  dans  l'espace  à  quatre  dimensions  et  iuverse- 
■ncot.  L'étude  de  ces  surfaces  et  leur  inversion  dans  l'espace  ré^lé  conduit 
l'auteur  à  introduire,  pour  la  classilicalion  des  systèmes  de  rayons,  quatre 
nomlires  indépendants  et  il  exprime,  à  l'aide  de  ces  quatre  nombres,  les  autres 
quantités  qui  correspondent  aux  singularités  du  système. 

Ëo  appliquant  les  formules  ainsi  obtenues  au  cas  de  l'intersection  complète 
de  deux  complexes,  l'auteur  retrouve  les  résultats  obtenus  par  Voss  dans  son 
Mémoire  sur  les  complexes  et  les  congruences  {Math.  Ann.,  t.  I\). 

Comme  vérification  des  formules  dans  le  cas  général,  l'auteur  considère  une 
espèce  particulière  de  systèmes  de  rayuns  obtenue  en  ètablissiint  entre  deux 
plans  une  relation  de  Cremona  d'ordre/?.  Les  singularités  du  système  peuvent, 
dans  ce  cas,  s'obtenir  directement  et  fournissent  des  vèrilications  utiles. 

^^'aelsch  {E-)-  —  La  géométrie  de  la  droile  et  la  ihéorie  des  in- 
varianls.  (i4i-i5a). 

H.  Grassmann  représente  le  segment  de  droite  par  le  prculuil  extérieur  de 
*«s  deux  extrémités;  on  obtient  de  la  sorte  les  coordonnées  bomogèncs  de  la 
droite  :  p^^.  Ces  coordonnées,  considérées  comme  déterminants  du  second 
degré,  sont  représentées  par  Grassmann  comme  des  produits  alternés, 

*^  espaces  linéaires  situés  dans  des  espaces  supérieurs  se  prêtent  à  des  consi- 

«'érdiions  semblables. 

^i  l'on  introduit  ces  coordonnées  symboliques  des  droites,  ces  (|uantitcs  />., 
wns  quelques  invariants  connus  de  la  géométrie  de  l'espace  réglé,  on  recon- 
naît que  ces  invariants  sont  formés  de  facteurs  (jui,  relativement  à  ces  syuïbolcs 
*"l  linéaires  et  de  la  forme  • 

"•*  les  quantités  ^.  sont   des  coordonnées  tangiiitielles.  Ces    facteurs  élémen- 

l**i*cs,  Considérés  à  part,  s«»nt   invariants  et,  par  exemple,  les  /;  et  les  \  sont 

foniragrédients.  En  partant  de  là,  on  peut  également  arriver  à  symboliser  les 

c»»uiplexes  linéaires  et  de  degré  supérieur,  on   peut  étudier   la    façon  dont  se 

<''*»nï portent  les  symboles  dans  une  transformation  linéaire,  ft>riiier  des  expres- 

^i<^ns  élémentaires  invariantes  et  constituer  a\(!C  ces  dernières   tous  les  inva- 

riaQls. 

//6«(//^.).  —  Sur  les  équations  du  niouvenicnl  d'Euler  el  sur 
une  nouvelle  solution  parliculirre  du  probirine  du  niouverncnl 
d*un  corps  solide  autour  crun  point  lixe.  (ï.*)3-ï8i). 

On  ne  connaissait,  il  y  a  f>ru  de  leiiips  encore,  (jiie.  deux  cas  où  le  problème 
du  m*»uvcmcnt  d'un  corps  solide  autour  (riiii  [)oint  fixe  peut  être  résolu  :  il 
félhit  que  le  pt)int  fixe  lïlt  le  centre  de  gravit»-  du  corp>  on  bien  iiu'il  frti 
nldcé   *iir    un   des   axe   primipaux   d'iiierij»-  relatif  au    eenlrc   de  graN  ili*,    les 
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deux  aiiires  axes  d'inerlie  étant  égaux  entre  eux.  Sophie  Kuwalc%-siy  dan*5«« 
iMémoire  couronné  Sur  le  problème  de  la  rotation  d'un  corpt  solide  auioar 
d'un  point  fixe  {Acla  Math.,  t.  \II,  177-231;  1889)  a  éubli  PexisUfOCC  d'w 
cas  nouveau  et  a  déincMitré  que,  si  le  cenlre  de  gravité  est  dans  un  des  plias 
principaux  relatifs  au  point  de  suspension  et  si  en  même  temps  les  moniealft 
d'inertie  pour  les  axe«  principaux  situés  dans  ce  plan  étaient  tous  deux  é|:aai 
au  double  du  troisième  moment  d'inerlie,  les  éléments  du  mouvement  peuveal 
être  exprimés  à  l'aide  de  fonctioiis  hyperelliptiques. 

L'auteur  dans  un  Programme  du  Lycée  de  Bambcrg  :  t'eber  die  Euler*schm 
Bewegungen  und  deren  singulàrën  Losungen,  avait  signalé  un  qualriènie  cas. 
mais  il  établit  ici  que  ce  cas  n'est  qu'une  solution  singulière  d'un  système 
déduit  des  équations  d'Kuler,  mais  non  pas  des  équations  d'Eulerelles-méme». 

Peano  (6r.).  —  Démonstration  de  l'intc^grabilité  des  équations 
dillerenlielles  ordinaires.  (i8'-4-2ii8). 

Soit  le  système  d'équations  dillerenlielles,  ramené  à  la  forme  normale 


dx^  __  ^ 


OÙ  ç,,  ...,  9^  sont  des  fonctions  continues  aux  envir<msde  /  =  6,  x,  =  a, 

J7„  =  a,,.   L'auteur  se  propose  de  prouver  que   l'on   peut  déterminer  un  int^' 
valle  (6,  b')   et,  relativement,  à   cet   intervalle,  n  fourlions  j?,,  ...,*r^  ^* 
qui  satisfont  aux   équations  données,  et  qui,  pour  la  valeur  b  de  t,  prenf*^ 
les  valeurs  a,,  ...,  a^^.   La  démonstration  de  l'inté^rabilité  des  équations  d* 
rcnlielles,  indépendante  de  la  théorie  des  imaginaires,  laquelle  exige  des   *^      ^. 
dilions  rcs.1  ri  clives  >i»éeia|es.  a   été  d«)nnée   par  Cauehy  et  publiée,  mais  J  ^ 

façon  ineompléle,  par  M«»imio  dans  sis  Leçons   de   Calcul   dijferentiel  et 
Calcul  intégral,  t.  II,  p.  .^8')-'|')'|  et  '>i.>-5J4;  iS^j.  Klle  suf>pnsc  l'exislenr 
la  continuité  des  dérJNres  partielles  des  foneiioiis  ç  par  rapport  aux  quantité!^ 
Kllc    a    été    ensuite    domu-f    par   «livcrs    ailleurs,    par   cxemf>le    par   Lipscb 
{Bull.   Darboux,  t.   \,  p.  \\^\   Annali  di  Mat,,  l.  11^,  p.  aSS  et  DiJJerenti^^ 
und  Integral-rechnun^,  p.  mh))  sons  de>  eoiidilions  rotiiclives,  <}uclque  [k-*^^ 
<liflrérentes. 

La  démonstration  e>t  r«''duite  i(i  en  formules  de  Lo^i(|ue.  analo<^ucs  aux  ft>    ^* 
mules    d'Alg«"'hre;    raiiteiir  eNil»;   ain>»i    iiiir  eoinpiiealinii   «•\ee>si\«'.  Il   est  \v^ 
(|u'il  faut  lout  d'abord  appn-ndre  ci*  iiouM-au  laii^a^t*  mat li<''mati(|ue. 

Une  premi«"'re  Partie  contieni  l'cxpiicalion  «ie>  nniatioii>  introduiics  et  q»^ 
ont  été  employées  pour  rcduir»'  ri\  formule^  b"s  prop<isilions  d<*  ({uelques  thé*»** 
ries. 

L'auteur  renvoie  d'ail!rin>.  pour  di-  plii>  anipirv  cxpliralituiN.  à  >es  publica-^ 
lions  : 

Aritlunetices  /}rinri/)ia.  mn'-t  tnet/ioflu  ru'/'t>stta.  Turin,  iSSj. 

l*rinci/'iî  di  (iennietria,  loi^icamenfe  (.\/h>sti.   I  nrin,  iS»<.,. 

Les   profntsitit>ns    du  cint/fiic/nr    l.i\rc    d' Hmliilr,    rcduifr^    en    formulas 
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Le  journal  de  Peano  :  Hiviêta  dl  Afalernntica  coiilicnt  également  d'autivs 
applîcalioDS  intéressantes  de  la  Logique  aux  iMath('fnauqiio<. 

La  seconde  Partie  contient  la  démonstration  du  théorrine  de  rintégrabiiiU*. 

ll'ilthciss  (/ï'.).  —  Vine.  esprce  parliculirre  d'opération  qui  four- 
nil des  covarianls.  (2^9-27^). 

Suite   des  travaux    de    l'auteur   sur   l'équation     6     .    Dans   cette    Iroisiènie 

Partie,  l'auteur  a  en  vue  les  covariants  d'une  forme  du  ô*  ordre  à  deux  séries 
<le  variables. 

1 

Dyck  {M'-)^  —  Contribiilîon  à  VAnalvsis  Situs,  Deuxième  Mé- 
moire. Variétés  à /i  dimensions.  (aji-SiO). 

Extension  aux  espaces  à  n  dimensions  des  résultats  obtenus  par  Tauteur 
dans  son  Mémoire  du  tome  \\\II  des  Mathematische  Annafen,  Il  s'agit  tout 
spécialement  de  la  détermination  des  caractéristiques  des  formes  algébriques 
situées  dans  un  espace  quelconque  et  do  leur  expression  au  moyen  des  carac- 
téristiques des  systèmes  de  fonctions  de  Kronecker. 

Ki'irschdA'  (.A).  —   Sur  les  éqtialions  aux  dérivées  parlielles  du 
second  ordre  à  caraclérisliques  égales.  (3i  j-32o). 

Dans  une  dissertation  inaugurale  publiée  en  1880  à  Klausenburg.  J.  Vàlyi  a 
rtabli  que  l'éqnation  <Iiflférentielle  fournie  par  la  relation 


^3\is  la  condition 


5   /  /  \{p,q)  dxdy  =  o, 

^  î^'  _/  ît^lY-o 

/>/>"    dq^        \  t)p  ôq  !  ~ 


possède  des  intégrales  premières  et  peut  être,  par  suite,  résolue  par  la  mé- 
thode de  Monge.  L'auteur  se  propose  d'étendre  ce  résultat  à  l'équation  obtenue 
en  écrivant  que  l'on  a 


0   /  /  \{x,y,z,p,q)dxdy  ~  o, 


et  il  établit  que,  si  l'équation  caractéristique  de  celte  é(|uation  aux  dérivées 
partielles  a  des  racines  égales,  elle  peut  être  résolue  par  la  métbode  de  Monge, 
il  suffit  après  avoir  obtenu  deux  intégrales  premières  d'enfectuer  une  seule 
quadrature. 

Uickelbcrf^er  (A.).  —  Sur  une  généralisation  de  la  division  «lu 
cercle.  (3vîi-3(>7). 

Lne  question  proposée  en  1H8')  et  en  1888  par  la  Société  royale  des  Sciences 
(le  Gôttingue  a  amené  l'auteur  à  considérer  une  résolvante  de  la  division  du 
crrcle  plus  générale  que  celles  qui  avaient  été  étudiées  aupara\ant. 

i/fst    dans  cette   orientation    que  se  rencontrent  de  remarquables  relations 
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i-ntri'  rAlu'I'ic  oi  lii  Tlii'iitio  ilc«  it»iiil>rc«.  Gau#A,  le  premier,  leR  aTait  ren- 
ciinlnaf  cL  siiiiintrc'i.  pur  i-xcmiilL',  <lam  l'Hrlirle  35((  (te  ses  DUgriititionrt 
rlrithiiiclicip.  Cc-i  CL-laliniK  roniitilucnt  q<icl<|ues-uns  des  plus  reman)uablr4 
Iravaux  Av  Jarolii  :  Pe  reiiiliih  ciibicu  rommenlalio  numérota.  Observatm 
ariihmetica  de iiaitiem  ctniiium  divitorum  qaadralieorum  fornue y'+  A;'. 
t'eber  die  Kreist/ieilung  liait  ilirf  Ann-endang  aiif  die  Zahlentheorie;  ik 
Caiicliy,  Mémoire  mir  la  théorie  dt>  Hnmbrea;  irEistnstein,  Zur  Théorie  drr 
quadratitcltirn  ZerfàUungrn  der  l'rimsahlea  S/i -i- 3,  ',n-¥t,  7«-l-4;tl' 
Kuitimcr,  Ivlier  die  Krgiinzangtiiil-e  iii   den   allgemeinen    Becijirociiâlt- 


Les  r. 


I  ilr  l'iiiili'i 


U-*  à  [a  Soci^li^  des  Sciences  de  Gi'it- 
e  det  tomiiiet  d'Eiêenttein.  Dans  k 
iitciir  HpprDe  sommet  d' EitenUein 
olulinn  vn  faneurs  premiers  Ulram 


|>ri'-«ent  travail,  les  cipri-sf.îitas 
iiViccupcnt  plus  lu  place  principal 
ayaol  pu  l'Irr  nbieniir  direcieuicn 

Kiepert  (/•■)-  —  -'^■■i'  ccrinines  siinplificalioiis  des   éiiiKiliotii^  de 
la  lliéoric  ili-s  foiictiiiDs  cllijili(|iirs.  (.'t()8-:((j8). 


Suilu  cl 


M  \c*  Miilliemalische  Annalfn  (t.  XWII,  i 


Miiyer  (A.).  —  Sur  lii  llit^drie  des  solulions  complotes  des  é.|ua- 
liuDs   dilIV'i-i-iiliiTlIes  A»    prf-mier    mdie    .-iiLre    dcMiv    varial.te^. 

{3(,y-4o3). 

Considérant  lV.[iiali..n  dlffcrcnlicllv  .\.-  lu  fnrinc 
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ou  encore  de  l'êqiiiition 

d'y        \_  (/y  _  /        ff^\    ,  _ 
dx^        X  dx       \        X  V  '^  ' 

qui  a  été  introduite  par  Hiemann  pour  le  cas  de /i  —  o  dans  le  cas  des  anneaux 
de  Nubili. 

L*auteur  étudie  les  développements  en  série  deuii-ronvcrgenles  de  ces  fonc- 
tions, en  partant  des  remarques  suivantes.  Si  Ton  pose 

r(a-f-i)y„  \         nx) 

S,(jr)=- — ! f    e-A-^fi-t- -4-Vt/5, 


et  ensuite 


et  en  faisant  enfîn 


u^  =  e'    S,(x), 
M^  -  e-'*S,(x), 


u  —  yjxy, 
Xt  ^^^y»  ^"^"t  *cs  deux  solutions  particulières  de  l'équation  de  Hcssel 


d^Y        1    dy 
dx*        X  dx 


[-m-'- 


L'auteur  intègre  pour  eiïectuer  les  dé>eloppements  les  équations  différen- 
tielles auxquelles  satisfont  les  fonctions  S,  et  S,  en  appliquant  la  méthode  des 
coefficients  indéterminés. 

Nœlher  (JA).  —  Sur  la  théorie  des  expressions  clifTércnlielles  et 
des  fouctions  abéliennes.  (^  17-4(30). 

L'auteur  expose  ici  d'une  façon  détaillée  les  résultats  qu'il  a  précédemment 
donnés  sous  forme  concise  dans  les  Sitzungsberichte  der  Erlanger  physica- 
iischmedicinischen  Societdt,  fa  se.  16  (i8KJ-iS8/|  )  et  18  (1886),  sur  la  théorie 
des  expressions  différentielles  algébriques  d'une  variable  et  sur  le  problème 
d'in%'ersion  de  Jacobi.  Dans  cette  première  Partie,  l'auteur  s'occupe  des  ex- 
pressions différentielles  abéliennes,  et  cela  à  un  point  de  Nue  purement  algé- 
brique. Il  traite  successivement  des  formes  algébriques,  de  leur  classificalionf 
de  leur  réduction  à  des  formes  normales,  de  la  réduction  des  différentielles  à 
des  formes  normales  de  différentes  espèces,  etc. 

Zeuihen  {/J.-G,).  —  Sur  la  revision  de  la  théorie  des  caractéris- 
tiques de  M.  Studjr.  (461-464). 

Cet  extrait  d^unc  lettre  à  M.  Klein  contient  quelques  remarques  sur  le  Mé- 
moire de  M.  Study  :  Ueber  die  Géométrie  der  Kegelsehnitte,  insbesonderc 
deren  Cliarakteristikenproblem  {Math.  Ann.,  t.  WVII).  Les  géomètres 
croyaient  délinitivemcnt  résolue,  par  les  recherches  de  Halphen,  la  question 
sur  la  forme  su. -i-  Jsv,  présumée  par  ('.hasles,  du  nombre  des  coniques  satisfai- 
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I  «  - 


/''//  lili/im nn't     /  A   , 

'   »  (  '     M'y 


>iir    I  /•*|ii;if  ir>;i     •liiî-r-:  ■   - 


il     'il     'I  iM      I'    l'iKi'    \\ll    fin    hiui  iifil  ilr  fJ'fU'i.tiU,  a    : 

ihlli  I  I  t*l  I'  II'        It  II'  .111  I       lin    //  ""     «Mill  •■  i|ili    <■  iliti  L'fi-lit    .tii    rj  ■    -. 

Il  |||I  >|l      I  ■!     l'ii  Ml' 


■    1 

/        «  ■'  f  //        1/    ,' .    -in        It    ,' .    '      J  u        ^/„    ,  )' 


tt  — 


"» 


M     T'i' lili>iiiiiiii  I  il'Miiii    Hiii   iIihIi    iIi  liiillcf  i|r<  4ii\i'i'o<.'s  <»oIiiii<>n*' •*'■  I'  :,«: 
ili     II     ni    I  I    itiiniiit-,    Ml     |iiii  I  II  iiIhi  ,    I  •iiiiinriit    ««r    fiiiiipoi  Iciil     !'•>    H'^'^r^r^ 
il.ili  <    Il     %iii    iii.i.  •     il'    :    |n  II  II  II    ■  lli;ill|r|-«  '/,,   tl  ^ ''/,  -I   *''    '^■' 

l\liin  ( /'  )  *"»iM    l.i  (  îi'niin'li  ic  non   riirriiliciiiir.  <."){{-.'»->  -, 

Iftil   II    I lili    I  iiiiii.iil   II      li,i\,iii\    ijr  M.   Klnii  sur  hi  (•«'■r)riM'-tri<*  non  r^urfi- 

iln  mil       I  II    (  ••m  .    'lu  il    .1     t. Ml     •>iii     <r    Mijt-I     .1    l'I 'iii\('i>it(''   dc   <tiit(in;;i|f'    »-n 
•  '   ••!  •!  •  ,1  I  II    l'iiiii    I  .iiiii  lii    I r-inii  ilr   I  i'\i'ii-  «•(■s  I  l'iiXiiiix  ;tiit(  ru  iirs  :   i,*èr»t 


REVUE  DBS  PUBLICATIONS.  Ki 

Jie  MOgenannie  micht-euklidische  Géométrie  {Math.  Ann.,  t.  IV  et  VI ),  Ver- 
gieiehende  Betrachtungen  uber  neuere  geometrische  Forschungen  (  Erlangen, 
187!!,  tradait  en  1890  par  G.  Fano  dans  les  Ann.  di  Mat.  et  depuis  par  H. 
Padé  dans  les  Ann.de  l*Éc.  Norm.  ),  Ueber  den  allgemeinen  Functionsbegriff 
und  deuen  Dar$tellung  durch  eine  willkùrliche  Curve{Ber.  Erlang.,  18-3  et 
t.  XXII,  Math.  Ann.).  D'autre  part,  la  lecture  des  Mémoires  publiés  depuis 
sur  la  question  a  conduit  M.  Klein  à  reconnaître  que  les  idées  qu'il  a  émises 
depuis  longtemps  déjà  n*ont  pas  toujours  été  bien  comprises  et  aussi  que  cer- 
taines questions  devaient  être  clairement  posées  aujourd'hui.  Dans  un  premier 
paragraphe,  il  reproduit  certaines  idées  qui  ont  été  publiées  ou  énoncées  ver- 
lialement  par  Cliffprd  en  1873  et  qui,  malgré  l'intérêt  qu'elles  présentent  sont 
encore  peu  connues.  Dans  le  second  paragraphe,  l'auteur  examine  plus  parti- 
cnlièrement  les  travaux  de  Killing  et  la  question  des  espaces  (Baumformen) 
non  euclidiens.  Dans  le  troisième  paragraphe  se  trouve  développée  une  méthode 
des  plus  simples  pour  établir  la  Géométrie  analytique  sur  une  base  pure- 
ment projective.  Enfin,  dans  une  dernière  Partie,  il  s'agit  de  questions  plus 
générales  et,  en  particulier,  du  problème  des  axiomes  géométriques. 

Klein  {F.).  —  Sur  les  zéros  de  la  série  hj-pergéométrique.  (SjS- 
090). 

Étude  sur  l'équation  différentielle  de  la  série 

_.,  ,  l.m  /(/-f-i)m(m -hi)    , 

l./l  I.3./l(/l  H-i) 

Stieltjes  dans  le  tome  G  des  Comptes  rendus  (i885  )  et  Hilbert  dans  le  tome  CIII 
du  Journal  de  Crelle  (1S87),  se  sont  occupés  de  la  détermination  du  nombre 
des  racines  de  l'équation  obtenue  en  ne  prenant  dans  cette  série  qu'un  nombre 
fini  de  termes.  L'auteur  cherche  ici  le  nombre  des  zéros  que  possède  F  entre 
X  =  o  et  â;  =  I . 

Pringsheini  {A,),  —  Sur  la  théorie  des  intégrales  définies  et  des 
séries  infinies.  (591-604). 

Soit/(4?)  une  fonction  delà  variable  réelles;  qui,  pour  j;  =  o  devient  infinie. 
en  demeurant  monotone  et  en  croissant  au  delà  de  toute  limite  lorsque  x 
▼arie  jusqu'à  la  valeur  zéro  à  partir  d'une  valeur  déterminée  positive;  il  s'agit, 
dans  ce  Mémoire,  de  soumettre  à  une  critique  rigoureuse  certaines  conditions 

reconnues  comme  nécessaires  pour  que  rintégrale    /     f{x)dx  ait  un  sens. 

Jq 

L'auteur  donne  en  terminant  quelques  corrections  peu  importantes  relatives 
au  Mémoire  de  la  page  38  du  même  volume. 


Tome  XXWTII;  1891. 

IVillheiss  {E.).  —    Les  équations   aux  dérivées   partielles   des 
fonclions  thêta  abéliennes  à  trois  arguments.  (i-23). 
Bull,  des  Sciences  mathém.,  2*  série,  t.  .\\.  (Avril  189/j.)  K.6 


«^  SECONDE  PAUTIB. 

Si  l'i)n  considère  la  courbo  du  quatrième  ordre  relative  aux  ioté^rales  abe- 
licnnes  du  genre  3 

que  l'on  peut  représenter  symboliquement  par 

•on  peut  introduire,  au   lieu  des  fonctions  Sr  de  Jacobi,  d'autres  fonctions^ 
'définies  par  ies  équations  ^ 

•où  Ton  pose 

T.(i/,,  1/,,  //.)  ==  V  ll^^ii^Uy         11,3  =  H^; 

il  existe  alors  64  fonctions  Th  relatives  à  la  courbe  /. 
Si  Ton  pose,  avec  un  système  arbitraire  de  variables  cv,,  ii',,  iv, 

À  =0  |fc— 0 

et  si  l'on  introduit  le  symbole  d'opération 

i  .  V  V  T 


«»    «M      '■':*'*  ■'•":^  f)\^ 


lc«i  O'i  fonrlion*»  T/<  satisfont  à  rè(|ualion  dinVrentiellt* 

0  Th  -J-    >  "*.,  tv,  -I L  T h  —  o. 


/>//„  ^>//.      "      •'         -/HS 


o 


Pdscii  {'^t ')'  —  Sitr  l<*s  formes  hilinëaires  cl  leur  application 
la  Géomélrio.  {\>.\-.\\)). 

Dans  deux  Mcinnires  publiés  dans  les  Mathematische  Annalen  (t.  Wlirv 
p.  4«9;  i^H4  et  t.  WVI,  p.  3ii;  iS86),  l'auteur  s'est  occupé,  en  partant  dcr«^ 
formes  bilinéaires,  des  systènies  plans  projcctifs.  Il  a  été  depuis  ccmduit  pa^ 
l'exanien  de  dinérenies  <{ueslions  à  IVlude  des  formes  binaires  et  ternaires  hx-^ 
linéaires. 

Si  l'on  écrit  la  forme  adjointe  de  la   combinaison   linéaire  de   deux   forme!^ 
ternaires  biliuéaires,    on  obtient  une   forme  bilinéaire  qui,  relativement   aux 
formes  d'où  Ton  c>i  parti,  possède  le  caractère  invariant.  Si  l'on  part,  en  par- 
ticulier, de  deux  formes  ternaires  quadratiques,  la  troisième  forme  n'est  autre 
que  la    roni(Hi('    fl<'s   huit  tan;:enles  dont   l'élude  conduit  alors  tle>  plus  facili'- 


KEVUE  DES  PUBLICATIONS.  83 

menl  à  une  série  de  propriétés  géométriques  dont  les  unes  sonl  déjà  connues, 
dont  les  autres  paraissent  nouvelles. 

Fricke  (It.).  —  Sur  une  classe  parliculirre  de  groupes  discon- 
tinus de  subslilutioDs  réelles  linéaires.  (60-81). 

Dans  son  Mémoire  :  Les  fonctions  fuchsiennes  et  l* Arithmétique  publié 
dans  le  Journal  de  Liouville,  t.  III  (1887),  Poincaré  a  développé  un  principe 
très  remarquable  qui  permet  de  définir,  en  parlant  de  formes  ternaires  qua- 
dratiques indéfinies,  des  groupes  de  substitutions  linéaires  d'une  variable  en 
nombre  infini. 

L'auteur  donne  ici  des  développements  complets  sur  un  cas  particulier.  Il 
considère  des  formes  ax*-\-by'-h  cz'  ayant  un  déterminant  premier  q.  On 
peut  alors  prendre  les  formes  ternaires  {it  qx'  z^y  —  ^*),  mais  l'expression 
( — çx*-h y*—  z')  conduisant  à  des  résultats  déjà  connus;  l'auteur  est  amené 
à  s'occuper  de  l'expression  {qx*—y* — z*).  Il  s^agit  tout  d'abord  de  déter- 
miner toutes  les  substitutions  à  coefficients  entiers  de  la  forme  (qx' — y^  —  z') 
en  elle-même,  puis  de  transformer  ces  substitutions  en  substitutions  ration- 
nelles et  linéaires  d'une  seule  variable  u,  enfin  de  représenter  dans  le  plan  ces 
groupes  de  substitutions  et  de  tracer  pour  les  premières  valeurs  du  nombre 
premier  9(9  =  3,5,7,  u)  les  régions  fondamentales  relatives  à  ces  groupes. 
La  méthode  est  analogue  à  celle  employée  dans  la  théorie  des  fonctions  modu- 
laires elliptiques. 

JVekrassOjff' (P .'A .) .  —  Sur  le  cercle  limite  de  Fuchs. 

Dans  son  travail  Ueber  die  Darstellung  der  Functionen  complexer  Varia- 
Aein,  insbesondere  der  Intégrale  linearer Differentialgleichungen  {J.  de  C relie, 
t.  LXW),  Fuchs  s'est  appuyé,  pour  établir  le  prolongement  analytique  d'une 
fonction,  sur  un  théorème  que  l'on  peut  appeler  théorème  du  cercle  limite. 
Mais  ce  théorème  ne  semble  pas,  à  l'auteur  du  Mémoire,  s'appliquer  dans  tous 
les  cas.  L'auteur  avait  signalé  cette  objection  à  AnissimofT  qui  a  étudié   la 
question  dans  son  travail  sur  Les  fondements  de  la  théorie  des  équations 
dtifférentielles  linéaires  paru  dans  les  Comptes  rendus  scientifiques  de  l'Uni- 
versité de  Moscou  (1889).  Dans   le  Journal  de  C relie  (t.  CVl,  1890)  Fuchs 
est  alors  revenu  sur  la  question  et  a  essayé  de  modifier  son  théorème  en  sorte 
qu'il  n'y  ait  plus  aucun  doute.  Cette  Note  de  Fuchs  soulève  encore  des  objec. 
tiens  que  l'auteur  a  formulées  dans  le  Journal  de  la  Société  mathématique 
die  Moscou  (t.  XIV,  1890)  et  qui   se  trouvent  reproduites  ici.  L'auteur  estime 
que  la  méthode  de  Fuchs  ne  peut  pas  encore,  dans  sa  forme  actuelle,  être  con- 
sidérée comme  satisfaisante. 

Junker  {f*')*  —  Les  relations  qui  existent  entre  les  fonctions  s^:- 
métriqucs  élémentaires.  (91 -i  i/j). 

Considérons  r  groupes  de  /i  +  i  éléments 

> 

^r*        *'f'         ^r*         'r *'   ,-• 
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où  Ton  regarde  les  éléments  représentés  par  une  même  lettre  comme  corres- 
pondants, on  a,  en  môme  temps,  (rt4-i)  groupes  de  r  éléments.  Oo  appelle 
fonctions  symétriques  élémentaires  des  fonctions  qui  sont  par  exemple  de  h 
forme 

Il  existe  ainsi  toulc  une  série  de  fonctions  symétriques  élémentaires 


—  JT,  X^, 

S^'kV.- 

s.v,  -,, 

S-.X., 

S-^,'.. 

m»JC^X^  ^l' 

^y^y.^.' 

• ••» 

V  - 


'»» 


f         •  •  •  f 


4M  «4/  I  «v^    •    •    •    «4/^  y  •••••«  •• 

qui  sont  en  nombre  bien  supérieur  au  nombre  r(/iH-i)  des  éléments  qo^  ^^ 
constituent.  Les  fonctions  symétriques  élémentaires  ne  sont  donc  pas  iodéV^^' 
dantes  et  il  existe  entre  elles  des  relations  identiques  que  fauteur  se  proF^ 
d'établir. 

Il  s'occupe  d'abord  de  l'établissement  de  ces  relations  d'une  façon  gêné 
Le  nombre  est  égal  à 


\t' 


I  r-i-k\       //•  -H  w  —  I \       fn \  //•  —  /i  —  3  \ 
1      k     )-{     n-,      )-{.){     «-.      ,' 

c'est-à-dire  pour  les  cas  les  plus  simples  à 


"-(":•)- 


11 


n 


/  binaire. 

,      ,         .        '  lernaire. 
ï  dan*  le  <Ioniaine  ' 

i)  1  f  quaternaire. 


Il  fxninine  cn^uiic,  d'une  faron  spéciale,  le  ras  des  domaines  ternaire  r 
quaternaire,  et  imniiie  par  «les  considérations  générales  sur  les  fonctions  s) 
inclriques  nnn  élcmonlairc'i. 

Ililhrrt  (P.).  —  Sur  le»  Irails  réels    des   eourbes    algébriques 
[i  I  .)-i.)N  ). 

Ilawiack  a  dcmonlré  (  Uat/i.    inn..  l.  \,  p.  ^9)  que  le  nombre  des  Irails  tvrU- 

dune  courbe  plane  d'ordre  n  était  au  plus  cg^l  a      (/*  —  i)(/i  —  a)-ri   cl  que, 

clTe«^ti\ement.  il  existait  des  courbes  pour  lesquelles  ce  maximum  était  aiteint. 
L'auteur  considère  ici  plus  particulièrement  les  courbes  gauches.  Il  établit  en 
particulier  les  propositions  suivantes. 

Le  nombre  de*  traits  réels  d'une  courbe  cauche  irréductible  d'ordre  n  esl  au 

l'Iu"»  •':;.«  I  ,1  .« /»       ji-.-i  "M   ,%  ,  {  n       i^t/i        >  :• -»- I,  >ui\anl  que  le  nombre  n 
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■ir  OB  impvir,  et  il  Eiisie  effectif emeni  du  criurbri  gauches  (in'benlcnl 

.«  clifcna  >Im  ca»  iin  Ici  oombre  de  traits  r^els. 

i   Une  couiiic  d'ordre  n  <|u<  pr^otc  le  nooibrc  minimum  de  traits  ritU  \mi- 

—  I,  IV  —  I  iraitï  impairs,  suivant  que  l'nn  ■fi=4vi4''  +  i> 

||«-f-  i.  Il»»)  Ir  r.n  oA  H  =  ^1  -t-  3,  tous  les  trëits  sont  aéceasairemctil  pxira. 

t  courbes  d'ordre  3,  \  cl  5  coaslitaeni  des  e>s  d'eiccplion,  elles  peuvent 

eetiTcmeiii  présenter  t.  >e(  3  iniLs  impiirs. 

ifk  (C).  —  Sur  uue  forme  uormale  de  certaines  t'iiiiiiiiDiis  du 
lecond  el  du  iroisième  ordre.  (i3g-i43). 

Ipin  {F')-  —  Sur  la   mise  sous  forme  normale  de  l'équatiiin 
dUTùrcutielle  linéaire  du  second  ordre,  {i  i^-i5a). 

mngsheim  {A.).  —  Sur  la  représenlation  analytique  des  sérii-s 
inCoiei  qui   résullcnl  d'une    série  donntJc   par  inversion  de^ 
.  (i53-i6o). 

ftrt' hardi  (U.)-  —  Hcclicrchcs  dans  le  domiiine  des  fonctions 
modulaires  li^perellipliquc».  (i6i-ai.{). 

«  *econdc  F*rlic  conililue  It  suil*  do*  reclierelie»  tur  les  tanciions  )>j|ier- 

Hlpik|ne*  commencées  dans  le  tome  pr^eitilent  des  tlMhtmalitehi»  Annalta 

iiqualles  Mrvent  de  base  le  Mémoire  sur  les  fondements  d'un*  sjist^aïa- 

X**   ft^érale  des  fooctions  lijrperelljptiqu»  du   premier  ordre,  d'«prts  In 

■  de   P.    Klein,    pabliées  également  dans  les   Atal/iematiiehe  AnnaUn 

U  XXXV,  p.  189). 

[Dana  son  Mémoire  sur  le»  courbe»  nortnaln  cllipiiquei  du  n'*-*  ordre  el»ur 

M  fonctions  mudulairea  eorretpondaDtcsdu  n"-*^ebelon  lAbh.Leiptig,t..Xi\\), 

a  introduit  des  fonclinns  X.,  anilogues  t  celles  inirodui[«sdepui*Jaeobi 

*  la  tbéarie  des  (nnclioni  elliptiques,  mais  qui  se  comportent  bieu   plu« 

■iplemeot  si  l'on  cfTcctae  une  transformation  linéaire  des  périodes,  l*  mtme 

montra  dans  ses  leçons  comment  on  pounii,  dans  la  tbtorie 

sfenclioiis  tijpcrelliptique»,  introduire  des  foncliont  .\,,  en  tout  point  ana- 

LcDta.  Ces  fonctions  X.,  ont  ilt  tfludi^es,  mais  d'une  façon  iocumpUlc,  par 

nuJng  dam  un  Mémoire  IMath.  Ana,,  t.  \\\\,  p.  1A7)  sur  les  fonctions  de 

■i  d'ordre  k   i  deux  variables  et  dans  une  dissertation  (Gatlinfiuc,  1887) 

ladguration  dans  l'espace  analogue  a  ta 

•  planes  du  tniisiéme  ordre  I  laquelle  t< 

malion  de*  r.>nftions  bjperellipliqaes  de  genre  i. 

tuteur  étudie  d'une  fac»"  détaillée  ces  fonctions   X,,  et   d'autres    (onr- 

^t  Z,,  qui  leur  sont  intimement  reliée*, 
a  aitnit  onienant  Ici  principaux  résultait  eunlenu»  dans  re  Mémoire  a 
B  dans  les  GàiiSngen  Aachrtcliten  sous  l<  tilre  :  Sur  la  théorie  des  tijua- 
ig  d*  Jacohi  du  io"  degri,  qui  »e  preuntenl  dan*  la  lraiu/«riiuxlii>n  du 
'roiâSme  ordre  det  /onetiant  thila  à  deux  variable». 

Akammen  L.). 


r  quciqui 


s  particuliers  de  IVrniBtiou 
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diffcrcnlicllc  linéaire  du  second  ordre  à  coefficients  linéaires 

(  22  5-246). 

Recherches  sur  l'inlcgration  au  moyen  d'intégrales  définies  des  êquationsdil 

férentielles 

d*  V         dy 

et 

Pochliammer  (A.).   —  Sur  une  cqualion  différentielle  lim'aire 
binôme  du  /i'*""'  ordre.  {'i.\'^-'iÇ)i). 

Recherches  sur   Tintégration  au  moyen  d'intégrales   définies   de  rcquit><^ 
diiïérentiellc 

d'^y  _ 
d^  "^^^ 

qui  a  déjà  été  étudiée  par  Scherk  (/.  de  Crelle,  t.  X,  p.  93),  par  Jacohi   ( 
t.  X,  p.  279),  par  Lobalto  (/rf.,  t.  XVII,  p.  363)  et  par  Pclzval  (  Wienn,  Br*** 
muller,  i853),  et  sur  l'équation  plus  générale 

d'*y 

qui  a  fait  fobjet  de  travaux  de  Kummer  (/.  de  Crelle^  t.  XIX,  p.  286)  ^ 
Spitzer  {Id.t  t.  LVII,  p.  8a).  En  posant  x  =  ax'  et  en  choisissant  conven» 
ment  la  constante  a,  l'auteur  est  amené  à  prendre  comme  objet  immédia  ^ 
son  étude  les  équations 

d'*  >'  I 

t/x"        //  —  I     * 

d"  y  I 

dj;"   "  {n  -■  pv'      ' 

Sc/itfr  (A.).   —  Sur  la   lliéorie  des  groupes  de  transforuialioi 
Unis.  (l<G3-i>.86). 

Simplification  et  extension  des  résultats  déjà  publiés  par  Tauteur  dans  \ 
Mémoire  des  Mathematische  Annalen  (t.  XXXV,  p.  6i)  :  Exposé  noui'cau  < 
/a  théorie  des  f;roupes  finis  de  transformation.  Les  résultats  nouveaux  c 
été,  pour  la  pluj>art,  présentés  déjà  à  la  Société  saxonne  des  Sciences  [liavi 
fiir  die  Darstcllbarkeit...  {lier,  Suciis.  Ces.  d.  U755.,  janvier  î^io)]  cl  o 
pour  but  principal  d'établir  le  théorème  suivant  :  41  Les  composantes  des  trac 
formations  infinitésimales  de  tout  groupe  transitif,  sous  leur  fi>rme  canoniqi 
peuvent  se  représenter  sous  forme  de  quotients  de  séries  de  puissances  ab« 
lumcnt  converfîcntes  et  sont,  par  suite,  des  fonctions  univoque>. 

hnitcr  (  /{,).    —  Oiu'lciucs  llicoriMUcs  rondainoiilatix  tli*  la   lin  or 
des  ooiirhrs  du  Iroisicinr  ordre.  ('^^7-2117^. 
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l>ans  an  Mémoire  couronné  par  TAcadémic  de  Berlin  :  Grundzùge  einer 
rein  geomeirUchen  Théorie  der  algebraischen  ebenen  Curven  {Abhandl. 
Berl,  Ak.,  1887),  Fauteur  a  établi,  par  des  considérations  purement  géomé- 
trique», comment  on  pouvait  engendrer  d'une  infinité  de  façons,  à  l'aide  de 
faisceaux  projectifs,  les  courbes  planes  algébriques.  Relativement  aux  courbes 
du  troisième  ordre,  ces  résultats  admettent  une  simplification  remarquable. 
Cest  l'application  de  la  théorie  générale  à  ce  cas  particulier  qui  est  ici  pré- 
sentée. L'auteur  a  été  poussé  à  publier  ces  quelques  pages,  par  l'apparition 
successive  d*une  série  de  travaux  sur  le  môme  sujet  dus  à  ScbrOter,  à  Kuppcr 
et  4  Castelnuovo. 

Schumacher  (It.),  —  Sur  la  division  des  congiuences  de  rayons 
du  second  ordre  possédant  des  lignes  focales  ou  des  lignes  sin- 
gulières. Buissons  de  plans  du  second  ordre  en  perspective 
avec  des  courbes  rationnelles  (298-306). 

Dans  un  Mémoire  sur  la  classification  des  congruences  du  second  ordre 
<  Afa/A.  Ann.,  t.  \XXVI),  Sturm  a  signalé  dans  le  Mémoire  connu  de  Kummer 
i^Abhand.  Berl, y  1866)  quelques  erreurs  dans  l'énumération  des  congruences 
ayant  une  ligne  focale  paire  de  rang  o,  ou  bien  une  ligne  focale  tracée  sur  la 
surface  focale  et  de  rang  n  —  a. 

Il  j  a  encore  une  autre  lacune  dans  l'énumération  des  congruences  de  rang 
il — I  que  l'auteur  avait  déjà  signalée  dans  sa  dissertation  de  Munich  (f885), 
et  qu'il  développe  ici  plus  complètement 

Une  première  partie  traite  exclusivement  des  congruences  du  second  ordre 
de  rang  n  —  i  ;  une  seconde  partie  est  réservée  à  l'étude  des  courbes  ration- 
nelles qui  sont  lignes  focales  de  ces  congruences. 

Solder  (O.).  —  Sur  le  cas  irréductible  dans  Téquation  du  troi- 
sième degré.  (3o7-3i2). 

Pour  l'équation  du  troisième  degré 

jr'  —  px'  -h  qx  —  z  =  Oj 

où  jf,  qy  s  sont  tels  que  le  discriminant 

D  =/>»^»-+-  iSpqz  —  t\p*z  —  47*—  375» 

est  positif,  il  n'existe  aucune  expression  formée  avec  des  radicaux  réels  qui, 
tabstituée  dans  l'équation,  annule  le  premier  membre.  Démonstration  directe  de 
cette  propriété. 

blanchi  (L.).  —  Représentation  géométrique  du  groupe  de 
substitutions  linéaires  à  coefficients  entiers  complexes  el  appli- 
cations à  la  théorie  des  nombres.  (3 1 3-333). 

L'auteur  considère  deux  groupes  G  et  G',  qui  contiennent  toutes  les  substi- 
tutions linéaires  de  la  forme 

Y-  -t-  0 
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a,  ^,  7,  S  iiial  des  nombres  entiers  compleiei  de  la  [orme  a  +  bi  pour  le 
)!roupe  0,  de  Ja  forme  a'  +  b't  pour  le  groupe  G',  i  et  (  itanl  rdpectiTCmMl 
les  racines  primitiveaquatriëme  et  troisième  de  l'oDilé. 

Toute  subslilulion  du  groupe  G'  peut  être  conslituée  stcc  les  irois  sabati- 
tutlons  ilimentairca 


T  = 


lupe  G'  peut  être  constituée  iTee  les  trois  substi- 


=U  :> 


c  de  l'espace  qui  es 


en  dehors  de  la  sphère 


est  un  polyèdre  fondamental  P  (dans  le  sens  de  Foincaré)  pour  le  groupe  G. 
Construisons  dans  le  plan  X^  l'hciagODe  régulier  dont  le  centre  est  en  {  =  i>, 
T,  =  0  et  qui  a  un  couple  de  cAtés  opposés  sur  les  droites 


fitérieure  i  la  spbcre 


ayant  cet  hexagone  pour  base,  la  portion  du  prisme 

polyèdre  n  qui  est  le  triple  du  polyèdre  fondamental   relatif  su 
des  résultats 


groupe  G'. 

Application  aux.  formes  de  Dirlchlct  et  aux  formes  d'Uermi 
obtenus  précède  m  ment.  La  réduction  de  ces  formes  se  bit  d' 

e  il  celle  dei  formes  quadratiques  ordinaires  quand  on  emploie  1»  dl 
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pnK]ues  et  qiiaiir<ttit|ues,  ainsi  que  des  siirfarpKdu  second  ordre  et  des  courbes 
gauches  du  quatrième  ordre,  par  exemple  à  la  construction  des  surfaces  du  second 
ordre  donnée  par  9  points,  des  courbes  gauches  du  quatrième  ordre  et  de  pre- 
mière espèce  données  par  8  points,  à  la  construction  du  huitième  point  d'inier- 
section  de  trois  surfaces  du  second  ordre. 

Meyer  (/^.).  —  Sur  les  discrinnnants  et  les  résultantes  des  éqiia- 
lions  aux   singularités  des  eouri)PS  planes  alj^éhriqiu^s.  (36)Ç)- 

4o4). 

Brill  a  montré  dans  ses  rerlicrches  sur  les  singularités  des  courbes  planes 
algébriques  el  sur  une  nouvelle  espèce  de  courbes  {^Math.  Ann.j  t.  \VI),  ainsi 
que  dans  les  deux  Mémoires  Sur  les  formes  binaires  et  l'équation  du  sixième 
degré  (w/.,  t.  XX)  et  Sur  les  courues  rationnelles  du  quatrième  ordre 
{id.j  t.  XII),  comment  l'étude  d'une  singularité  absolument  quelcontjuc  d'une 
courbe  plane  algébrique,  se  ramenait  à  rcxamcn  d'une  courbe  d'espèce  tc»ule 
particulière  qui  n'est  autre  qu'une  courbe  de  genre  zéro  ayant  sa  classe  égale 
à   son  degré. 

L'auteur  examine  ici  les  courbes  planes  ponctuelles  de  genre  zéro  et  se  pro- 
pose de  décomposer  en  facteurs  irréductibles  les  <liscriniinants  et  les  résultants 
des  équations  aux  arguments  des  points  d'inflexion,  des  points  doubles  et  des 
tangentes  doubles,  problèmes  que  Brill  avait  résolus  ilans  le  cas  particulier  cité 
précédemment  et  qui  se  sont  imposés  à  l'auteur  dans  l'étude  de  questions  rela- 
tives aux  courbes  gauches. 

Rêihy  (J/.)'  —  Surfaces  décoinposablcs  en  un  nombre  fini  d'élé- 
ments superposables  chacun  à  chacun  {Endliclt-glciche  Flt'î- 
chen).  (4o5-4'i8,  avec  5  planches  lllhogi-aphiées). 

Il  s*agit  ici  de  recherches  sur  les  surfaces  planes  ilont  les  limites  ne  se  ren- 
contrent pas  elles-mêmes  et  sont  telles,  d'autre  part,  que,  si  l'on  ()lace  une  des 
surfaces  dans  deux  positions  diiïérentes,  l(>  nombre  des  points  d'intersection 
des  courbes  limites  est  fini.  Deux  surfaces  qui  peuvent  être  décomposées  en  un 
nombre  ïini  d'éléments  congrus  sont  appelés  endlich-gleich.  C'est  à  Wolfgang 
Bnlyai  que  Ton  doit  la  considération  de  cette  notion.  Dans  son  Tentamen  Ju- 
ventuiem  studiosam...  (Maros-Vasarliel>,  iS.'i^-.J.i)  Bolyai  énonce  les  proposi- 
tions suivantes  : 

1.  Deux  polygones  de  même  aire  sont  décoinposables  en  un  nombre  fini 
d'éléments  supcrposables  chacun  à  chacun. 

2.  Les  portions  non  communes  de  deux  surfaces  congrues  qui  se  couvrent  en 
partie  sont  décomposables  en  un  nombre  fini  d'éléments  superpo>ables  chacun 
à  chacun. 

3.  Si  l'on  enlève  dans  deux  surfaces  congrues  des  morceaux  respeetivement 
congrus,  1rs  surfaces  qui  restent  sont  décomposables  en  un  nombre  fini  d'élé- 
ments supcrposables  chacun  à  chacun. 

La  démonstration  du  second   théorème  donnée  par  liolyai  soulève  des  objec- 
tions qu*il  a  lui-même  relevées  et  auxquelles  il    a    essayé  ilr    répondre,  mais 
d'une  façon  insuffisante. 
Buil.  des  Sciences  mathém.,  2'  série,  t.  \\.  (Mai  i«tj<).  )  R. 7 
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L'aulcur  se  propose  ici  de  déterminer  quelles  sont  les  condition*»  nirresMtm 
et  suffisantes  pour  qu*une  telle  décomposition  soit  possible  pour  deui  surfaces 
planes  données  et  d'ciïectucr  cette  décomposition. 

Lilienthal{R,  v.).  —  Sur  la  théorie  de  la  courbure  des  faisceaui 
de  courbes.  (429-4*^0* 

Suite  des  travaux  de  Tautcur  dont  une  première  partie  a  été  publiée  dans  le 
tome  W\II,  p.  545  des  Mathematische  Annalen  {Sur  la  courbure  de* /ai»- 
ceaux  de  courbes). 

Ilunvitz  {A.),  —  Sur  les  zéros  de    la   série   hypergéomélric|ne. 

(452-458). 

Dans  le  tome  précédent  des  Mathematische  Annalen,  Klein  a  donné  pour 
la  détermination  du  nombre  des  zéros  de  la  série  hypergéoniétrique  compn» 
entre  x  —  o  qI  x  —  ly  une  méthode  élégante  (|ui  repose  sur  la  considêratioo 
des  différentes  formes  que  peuvent  présenter  des  triangles  dont  les  cùtés  sont 
des  arcs  de  cercles.  L'auteur  suit  ici  une  marche  difl'ércnte  qui  repose  sur  les 
mêmes  principes  que  ceux  que  Ton  emploie  dans  le  théorème  de  Sturin  pour 
déterminer  le  nombre  des  racines  réelles  d'une  équation  algébrique. 

Hilbert  {D,),  —  Sur  Tapplication  coiUinue  d'une  ligne  sur  une 
portion  de  surface.  (459-460). 

Peano  {Math.  Ann.,  t.  \XXVI)  a  résolu,  par  des  considérations  arithmé- 
tiques, la  question  dont  il  s'agit.  L'auteur  donne  ici  une  méthode  un  peu  dif- 
férente qui  admet  une  représentation  géométrique  fort  simple  et  fort  con- 
cluante. 

Friche  (//.).  —  Sur  nue  classe  particuliers  de  j;i<»upes  discDiitimiN 
de  sui)slilutions  réelles  linéaires.  {^^n-.\-(\,  avec  une  planche  >. 

Soient   \,  H,  (',  D  des  nombres  de  la   forme   »  où  n,  /^   q  >t»nl   «!»•«. 

nombres  entiers  rationnels  cl  7,  en  particulier,  un  nombre  prcmirr  tic  la  formr 

/^/4_,;  soient,  d'autre  pari,  \,  B,  ...  les  nombres  conjugues  des  noriibriN  \. 
B,  ...;  l'aulenr  con«<.i<lcre  les  subslilulions  linéaires  d«'finies  par   rèqu.itiMn 

-Br.>  \ 

\  et  B  (tant   iissujelt  i>^  à  la  condition 

VÂ-r-  BB  -  r 

CCS  subslilulions  ronslitucnl   un  groupe. 

néleruiinalion   dos    n'-i^ions    rondanienlalcs    eoi  ropondani    à   ee   ^toiipr  pour 
les  \al«Mir«i  \vs  plus  siin|)les  du  nombre  </• 
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Ileffteri^L.).  —  Sur  le  problème  des  régions  voisines.  (477-'>o8). 

Sur  une  surface  quelconque,  on  considère  un  groupe  de  fcires  tel  (pic  rliarune 
d'elles  soit  voisine  de  toutes  tes  autres,  le  voisinage  se  tiouvant  indiqué  par 
la  présence  d*une  ligne  frontière  commune  et  non  pas  seulement  par  rexistrncc 
de  points  conomuns;  on  peut  alors  se  demander  : 

Quel  est  le  nombre  minimum  du  genre  d'une  surface  qui  admet  un  nr>mhre 
donné  de  régions  voisines? 

Quel  est  le  nombre  maximum  de  régions  voi>ines  qui  peuvent  eirectivement 
exister  sur  une  surface  de  genre  donné? 

Baitzer  rappelle,  dans  une  Note  sur  Mobiusetson  ami  Wei^ke  {Ber.  Sachs. 
f«>s.,  janvier  i885)  que  Mobius  avait  depuis  longtemps  énoncé  le  théorème  sui- 
vant :  «  Cinq  Spatia  confinia  ne  peuvent  exister  sur  une  surface  ».  Ralt/cr  a 
rru  à  tort  que  la  proposition  de  Mobius  donnait  la  solution  du  problème  des 
t|uatre  couleurs,  posé  depuis  longtemps  par  Morgan  et  non  encore  résolu.  Une 
démonstration  de  cette  proposition,  qu'avec  quatre  couleurs  on  peut  c<dorier 
une  carte  géographique  quelconque,  a  été  tentée  par  Kenipe  dans  VA/nerican 
tournai  o/  Matliematics  (t.  Il,  i88j),  mais  une  faute  de  ruisonnement  se 
Irouvedans  ce  Mémoire,  comme  Ta  montré  lleawood  {Quart.  J.y  '\v\\\\  i8(j0)ct 
comme  l'a  reconnu  Kempe  lui-même  {Proceed.  Lonci.  Math.  Soc.) 

Heawood,  dans  son  Travail,  s'occupe  de  la  question  de  la  (coloration  des 
cartes  sur  une  surface  de  genre  (|uelcon(|ue  et,  par  là  même,  du  problème  qui 
fait  l'objet  du  présent  Mémoire  où  Tautcur  donne  une  série  de  propositions 
remarquables  et  rencontre  une  série  de  faits  nouveaux  et  intéressé uts,  mais 
sans   arriver  toutefois,  comme  il   le  remarque;  lui-même,  à  une  solution  coni-  / 

pléte  Hc  la  question. 

JVekrassoJf^P.-A,).  —  Sur  des  é(]iialions  dilTérentielles  linéyires 
qui  s'inlègrenl  à  l'aide  d'intégrales  définies.  (joQ-.Vio). 

On  sait  depuis  longtemps  intégrer,  au  moyen  d'intégrales  définies,  réi|uation 
de  Laplace 

^««  +  f^.Jo)  -^~  +. .  .4-  («.  -f-  à,x)  '-^  -f-  {a, -}-  0^,r)r  =-.  o, 

et  les  équations  hypergéométri(|ues  générales  de  la  forme 

,     ,d'*v  h  ,^, ,       d'*-'y  h(  h  -hi)     _         d"  '  v 

^  R(^)  piz  _  i±i  ,r(x)  i'-;';  -^  ^!l±i]jjl±j)  n-(x)  'J;--^  -..., 

dx"-*  I  dx"  *  i  .'Jt  ^       dx^  ' 

où  Q(a?)  et  R(x)  sont  des  polynômes  entiers  tels  que  l'un  des  deux  polynômes 
Q(x)  et  a?R(x)  est  de  degré  n  et  l'autre  de  degré  non  supérieur  à  n  {Cf. 
Jordan,  Cours  d'Analyse,  i.  111,  p.  o/it-ir];  i8s-). 

(jOurMt  (Acta  Mat.,  p.  1-70;  i8S3)  a  irouvé  des  types  nouveaux  d'équa- 
tions, en  montrant  comment  on  peut  former  une  é(|ujtion  linéaire  <|ui  s'intègre 
en  poi»ant 

y        I       z  du. 


y 
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où 

z  =  (u  — a, )*•-»...( i£  —  a.)*-  '(li  —  M,)S-«...(a— ii^)*V  \ 

a^j  ...y  a.  élant  des  roDsiantcs  et  u,,  .,.,  u    des  fonctions  de  x.  Les  liniiie» 
d'intégration  sont  prises  parmi  les  quantités  a  et  u. 
L'auteur  généralise  le  résultat  de  Goursat  en  posant 


=   j   zer'',») 


6(jr,  m)  dUy 


où  £  a  même  signiliration  qu'aupara\ant,  6(j;,  ii)est  une  foDCtion  quelconque 
entière  relativement  k  u,  ç(x,  u)  est  une  fonction  quelconque  rationnelle  en  u. 
L'équation  différentielle  correspondante  comprend  comme  cas  particuliers  tons 
ceux  qui  viennent  d'être  cités. 

L'auteur  a  choisi  des  chemins  d'intégration  différents  de  ceux  employés  par 
Goursat  et  qui  se  prêtent  plus  facilement  à  l'étude  complète  des  solutions  de 
l'équation.  Un  autre  point  où  la  méthode  de  l'auteur  dilfére  de  celle  de  Gour- 
sat est  le  suivant  :  l'auteur  ne  fait  nulle  part  l'emploi  des  coupures  d'Herniite, 
mais  a  recours  à  des  lignes  d'intégration  déformables  dans  des  coniliiions  par- 
ticulières. 

Slahl (JV,).  —   Sur  la  généralisation  des  courbes  planes  ration- 
nelles. (5()i-585). 

Poclihamnier  {L,).  —  Sur  Téquation  diflTérenlieile  de   la  série 
hypergéomélrique  générale.  (586-5()^). 

iMirmation  des  équations  diiïérentielles  auxquelles  satisfont  :  i*  la  série 

?"  la  srri«' 


I   I-  -  - 


Sr/uthrrt  (//).  —  lU'lalion  entre  des  condilions  caracléristiques 
(|ii<î  Ton  peut  attribuer  à  des  espaces  linéaires.  (598-602). 

Question  de  j)rLc  Jdblonoivsky  pour  1891.  (6o3-6o4). 

homicr  uni'  dclorininat ion  nouvelle  des  perturbations  >érulaircs,  titut  au 
nmins  des  Irajeeloires  de  Men  urc,  Véiius,  hi  Terre  el  Mars,  en  teudut  coiiipte 
(les  teriiio  d'ordre  supérieur. 

Tome  XXXIX;  i8tM- 

llunvitz  (./.).  —  Sur  les  surfaces  de  iiieniann  avanl  des  points 
de  ramification  donnes.  (i-()iV 

hanv    le    tome   L\\\    du   Journal  t/v  f'/«7/t'.  J.  Tli«»ni;e  {CuntriOiition  u  la 


REVUE   DES   PUBLICATIONS.  93 

théorie  des  fonctions  abéliennes)  a  déjà  remarqué  d'une  façon  expresse  qu'une 
surface  de  Riemann  peut,  si  l'on  fait  varier  les  sections  de  ramification,  prendre 
les  formes  les  plus  diverses  et  que,  en  déplaçant  un  des  points  de  ramilication, 
la  surface  peut  se  changer  en  une  autre  essentiellement  diiïérenlc.  II.  Kasten, 
dans  sa  dissertation  (Gôttiogue,  iS-^ô),  a  examiné  le  cas  des  surfaces  à  trois 
feuillets.  Si  n  est  le  noml)re  des  poinls  de  ramification,  il  trouve  comme 
nombre   des  surfaces   à   trois   feuillets   essentiellement   distinctes,   le  nombre 

-  (3*~" — i),  mais  il  présente  ce  nombre  comme  limite  supérieure  du  nombre  ù 

déterminer. 

L'auteur  cite  encore  les  travaux  de  Klein,  sur  la  transformation  des  fonctions 
elliptiques,  en  particulier  le  Mémoire  :  Sur  la  transformation  du  onzième 
ordre  des  fonctions  elliptiques  {Math.  Ann.^  t.  XV,  p.  533),  les  Mémoires  de 
Dyrk,  sur  l'établissement  et  l'étude  du  groupe  et  de  l'irrationnelle  relatifs  aux 
surfaces  de  Riemann  régulières  (Munich,  1879  et  Math.  Ann.,  t.  XVII,  p.  4/3), 
le  livre  de  Klein  Sur  la  théorie  de  Riemann  des  fonctions  algébriques  et  de 
leurs  intégrales  (1882),  où  se  rencontre  la  question  de  déterminer  toutes 
les  surfaces  de  Riemann  ayant  des  ramifications  données. 

Les  trdvaux  suivants  ont  avec  la  question  des  relations  plus  ou  moins 
étroites  : 

J.  LuROTH,  Note  sur  les  sections  de  ramifications  et  les  coupures  dans  une 
sur/ace  de  Biemann  {Math.  Ann.j  t.  IV); 

A.  Clebsch,  Sur  la  théorie  des  surfaces  de  Hiemann  {fd.j  t.  Vï); 

A.  Kxeser,  Sur  la  théorie  des  fonctions  algébriques  {Id.,  t.  XXIX); 

D.  HiLBERT,  Sur  les  formes  binaires  à  discriminant  donné  {Jd.,  t.  XXXI); 

L.  ScHLESiNOER,  Sur  la  théorie  des  fonctions  fuclisiennes  {J,  de  CrellCy 
t.  CV). 

Ici,  l'auteur  s'est  proposé  principalement  de  répondre  aux  questions  sui- 
Tantes  : 

Quel  est  le  nombre  N  des  surfaces  de  Riemann  à  n  feuillets  qui  sont  rami- 
fiées en  CV  points  de  ramification  donnés? 

Quel  est  le  groupe  de  l'équation  algébrique  de  degré  N,  de  laquelle  dépend 
la  détermination  de  ces  surfaces? 

Combien  y  a-t-il,  pour  celte  é(|uation,  de  racines  réelles  et  de  racines  imagi- 
naires conjuguées,  si  l'on  suppose  que  les  tv  valeurs  donnant  les  ramifications 
sont  en  partie  réelles,  en  partie  imaginaires  conjuguées? 

Quels  sont,  dans  les  cas  les  plus  simples,  les  fonctions  algébriques  qui  défi- 
nissent les  N  surfaces  de  Riemann? 

Comme  exemples  des  résultats  contenus  dans  le  Mémoire,  nous  reproduisoas 
les  propositions  suivantes  : 

Le  nombre  N  des  surfaces  de  Riemann  à  n  feuillets  qui  présentent  en  iv  po- 
sitions données  une  ramilication  simple  est 


pour  n  = 


3 


N 


■  9    • 

-if.,-  i__  ',)(s-  ._:î,, 
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Le  nombre  des  surfanes  de  Hieniann  à  n  feuillets  de  genre  r.rro  qui  oot 
leurs  points  de'  ramification  donnés  et  tels  qu*en  tous  ces  points  sauf  on,  U 
riiniiliraiion  est  simple  tandis  qu'au  dernier  point  les  n  feuillets  se  grnu|Krnl 
en  /M,  cycles  d'ordre  «,,  /«,  cycles  d'ordre  n^y  ...,  m^  cycles  d'ordre  /i^,  e*l 
é;;iii  à 

(/n- m,-t- //*,-4-. ..-+- wi^— i)î /t'"i^'*'i'- •♦^'**v-' — t  (  "^  )     "••(   ■    t  )     • 

Kn  particulier,  le  nombre  des  surfa<'cs  de  Hiemann  à  n  feuillets  de  ;:enre 
zéro  qui  ont  jn  —  -!  points  de  ramilicalion  simples  est  éf;al  à 

(/4--1;: 
sauf  pour  n  =  3,  auquel  cas  il  fairt  multiplier  le  résultat  par  a. 

Fricke  (/?.)•  —  Nouvelles  recherclies  sur  les  groupes  auto- 
inorplies  des  substitiilions  linéaires  d^me  variable  donl  les 
rocfficicnls  conlicniieiU  des  racines  carrées  de  nombres  eiiliers. 

(()•>,-!  o(3). 

Dans  un  Mémoire  paru  dans  le  tome  précédent  défi  Mathematische  Annaien, 
l'aulcur  avait  étudié  des  substitutions  dont  les  coefficients  contenaient  ratinn- 
nellemcnt  la  racine  carrée  d'un  nombre  premier  de  la  forme  4/^  +  3.  L'autear 
con^idère  le  groupe  des  substitutions  fournies  par  les  fractions  rationnelles  et 
linéaires  relativement  à  une  variable  co  (|uc  Ton  peut  représenter  sous  f<»rnie 
abrégée  pjir 

(t  -i-b  \  q  c  V'*  -I-  d  \'qr 

•2  A 

r  \  r  -f-  (f  \  tf/  a  —  //  \  </ 

à  1 

011  a,  A,  r,  (/  sont  <lcs  nonii>rc«;  entiers  quelconques,  q  et  r  des  ntiiiihrfs  pi*c- 
niiris  (le  la  forme  q  ^^^  \h  —  1,  r  -  \li-i-\y  le  nombre  q  étant  |)<i>ilif  ot  ce* 
diflV-rcnls  nombres  éliiiit  a>siijettis  à  la  condition 

a'  —  qb'  •+-  rC  —  qrd'  —  \ . 
(!c  ^nmp»;  rsl   rcpréx'iilc   piir  F,''»''  .   Il    est  contenu  dans    d'autres  i;r<tii(»(-> 

r;/-'-,  \\;if\  r^'/.'^  <a  eniin  r  •/.' . 

hétcrmiiKition  du  îiroiipo  fondanientiil  pour  le  groupe  F  "/•'"'. 

l'emploi  de  ces  groupes  et  de  la  divisi«»n  corrc«i[>ondanle  du  plan  dans  \a 
lliéoiie  arilliiMéliquc  de  certaines  formc>  qua(lrati(|ucs,  dans  les  rcclierclies  sur 
l'cquiNalcncc  el  la  réduction  «le  ces  forme*!. 

Stniz  \0.).  —  Sur  l'axioinr  (rArclinniMlc.  lio--!  i-^.). 

\rroiiCNp  a  f>ul)li<''  dans  lc>  Memorie  d.  Ace.  dci  l.in'vi  (t.  \\\.  p.  r>n.o  un 
Mi'iiioiic  -iur  le  cjintiiui  rcciiligne  et  sur  l'axiome  V  d"  Vicbimede  :  il  ,1  coinnui- 
ni<nic,  d.nidc  paii,  à  M    Sh»!/.  ijiiol<(uc>  rcii»arquc>  ^\\\    •'C-   Vorfesunam  nin'r 


RKVUK  DES  PUBLICATIONS.  96 

altgemeine  Arithmetik  qui  ont  engagé  ce  dernier  à  publier  la  présente  Note 
<|ai  ronfirme  les  idées  de  Veroncse. 

Schur  {F,),  —  Sur  rintrodiiclion  des  éléincnls  dits  idéaux  en 
Géométrie  projcctive.  (i  i3-i24). 

On  doit  à  F.  Klein  la  proposition  importante  que  la  Géométrie  projcctive 
peut  être  construite  sur  une  base  indépendante  de  Taxiomc  des  parallèles 
Math.  Ann.,  t.  VI,  p.  182  ).  Klein  avait  simplement  indiqué  rapidement  la  rai- 
son de  ce  fait  remarquable;  c'est  à  Pascli  {Vorlesungen  iiber  neuere  Géo- 
métrie^ 1883)  que  Ton  doit  la  démonstration  explicite  de  ce  théorème  fonda- 
inenUl.  L'auteur  se  propose  de  revenir  ici  sur  cette  question  en  suivant  l'ordre 
des  idées  de  Klein  plutôt  que  celui  de  Pasch  ou  encore  de  Lindemann  (  Vorle- 
sungen ùber  Géométrie,  t.  II,  p.  4-^3). 

f^ringslicim  {A,),  —  Sur  la  théorie  des  critérium  de  conver- 
gence dits  de  seconde  espèce  (Complément  au  Mémoire  : 
Théorie  générale  de  la  di^'crgence  et  de  la  com^ergence 
des  séries  à  termes  positifs,  tome  XXXV  de  ce  journal).  (  i  a5- 
128). 

Dans  les  Bendiconti  del  Circolo  matematico  di  Palermo  (t.  iV,  p.  278), 
Giudice  a  publié  une  Note  u  Un  nouveau  critérium  de  convergence  pour  les 
séries  à  termes  positifs.  Ce  nouveau  critérium  est  le  suivant  : 

Pour  que  la  série  à  termes  positifs 

soil  convergente,  il  est  nécessaire  et  suffisant  que  Ton  puisse  déterminer  une 
foocliun  a^  telle  que  pour  toute  valeur  de  n  on  ait 


Or,  si  Ton  met  la  dernière  égalité  sous  lu  forme 


on  voil  que  ce  n'est  rien  autre  chose  que  le  critérium  de  Dini-Kuinmcr 


M. 


011  Ton  poM 


"« .. 


I         I 

—  ■-.  -  ï(/i  ). 


Le  théorème  n'est  donc  pus  nouveau. 


lli  (A-)»  —  Sur  les  (onctions  de  deux  variables  cl  sur  un  lliéo- 
rènne  de  Nœther.  (i'>tr)-i  {1). 


ttV 
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Soient   trois  srries  (\v  puissances  (ou   bien  des  fonctions  entière»)  F,  *'^ 

de  J7  —  jr,,  y  — y^  qui  pour  x  =  j:,,,  y  =  y,,  s'annuleol  de  Iclle  façon  qu*  ^'* 

puisse  déterminer  deux  fonctions  entières  A,  B  de  jt,  y,  en  sorte  que  rtc»!**' 

tion 

F  1.-  A*    r-  BU* 

soit    satisfaite  en  ce  qui  concerne  les  ternies   de  degré  inférieur  en  a: — '  ' 

y—y^  jusqu'à  un  degré  donné  à  Tavance,  mais  d'ailleurs  quelconque:  on   P 

transformer  les  fonctions  A,  B  en  des  séries  infinies  A',  B'  telles  que  Vé*%*^ 

tion 

F  =  A'<t>-+-B'*' 

soit  satisfaite  d'une  façon  formelle  en  ce  qui  concerne  tous  les  termes  de  tM 
quelconque,  les  séries  A',  B'  a^ant  une  réjiion  de  convergence  finie  dans  le 
sinage  de  j7„,  y^. 

Piatrd  {E,),  —  Sur  los  formes  quadratiques  à  ind^^termii* 
conjug;uées  (Extrait  d'une  lettre  adressée  à  M.  F.  K.lei 
(i  42-1 44). 

Le  Mémoire  de  Bianchi,  sur  les  groupes  de  substitution,  paru  dans  le  pié  -S^ 
volume  des  Mathcmatiscke  Annalen   contient  des  résultats  intéressants 
peuvent  être  présentés  sous  une  forme  diiïérente  si  l'on  a  recours  4  la  métl^^ 
indiquée  par  l'auteur  dans  le  liuUetin  t/e  ta  Société  mathématique  de 
(1S84)  :  Sur  un  groupe  de  transformations  des  points  de  l'espace  situéà 
même  côté  d 'un  plan. 

Kiepert  (^.).  —  Sur  la  multiplication  complexe  des  fonctii 
ellipti(|ues  (Premier  Mémoire).  (i4i>-i78). 

Dans  une  série  continue  de  travaux  {Journal  de  Crette,  t.  fAWVII,  p.  r 
ai6:   t.    LWXVIIl,    p.    '^lô-ji-i;   t.  VCV,  p.   aiS-aSi;   Math,   .-In/i..  t.  XX- 
p.  36j)-4:»4;  t.  XWIl,  p.  i-i3:>;  t.  WWII,  p.  3r>H-398),  Tauteur  s'est  cffo-— 
dans  l'étude  de  la  transformation  elliptique»  de  déterminer,  sous  forme  simpT-^ 

les  relations  al^él)ri(]u«'s  qui  >c  présentent  dans  la  multiplication  complexe. 

<iroenliiil  a  l'iiiftlnxé  une  p.irtie  de  ces  résultats,  mais  ne  connaissait  pas 
lii'ux  (lornier>  Mémoires  rilés  précédemment,  qui  rtinticunent  précisément 
propriéléN  les  plus  reiMarqiial)l(>>  pour  l'élude  approfondie    du    sujet   rtuisidè 

hans    un    Mémoire    Sur   itt    théorie  drs   fonctions  (*lli/>tHjucs  { Arta  Ma 
t.  \1,  p.  ii;>.>-:ij|0)  et  dans  son   l>uvragr  :  Fonctions  elliptiques^  II.  Weber 
iiiar(|iii'  (|ue  les  équutions  L  d<'   Kiepert   sont    moins  appropriées  au   calcul  d 
modules  sin::nliers  (|u<'  los  équ.itions  qu'il  introduit  et  qu'il  appelle  ctjuatîoi 
nioilulairrs  de  Schl<i/li.  L'antmir  reconnaît  fort  bien  la  justesse  de  l'otijeclit" 
dn  Weber.  mais   il  montre  ici  que  les  ét|uations  L  ont  l'avantage  de  periuettlf 
d'etVeetuer  fort  simplement  le  calcul  des  invariants  singuliers.  De  plus,  les  êqu«^ 
lion**    L  avaient  pernu'i  à  l'auteur,  dan**   ses  Mémoires   précédent'*,  de    forme* 
des  équdlituis  aux  paramètres   qui  contiennent,  comme   il  l'a   déjà  montré,  Ir 
e<]ualions  modulaires  de  Selilàlli  comme  cas  particulier. 

Phk.mikrf.  .^^Ke.TioN.        7'heorie  ffcncrale  de  la  multiplication  complexe  de 
f une t ions  elliptitfurs. 


ncc 
du 


REVUE   DBS  PUBLICATIONS.  y; 

§  1.  Notions  de  iiiultiplicalion  complexe. 

§  2.  Réduction  de  la  multiplication  complexe  relative  au  nombre  m  à  une 
transformation  de  degré  n. 

§  3.  Nombre  des  invariants  singuliers  qui  correspondent  à  la  même  valeur  D 
du  déterminant  relatif  à  la  multiplication  complexe. 

Deuxième  Section.  —  Calcul  des  ùwarianls  singuliers  à  l'aide  des  équa- 
tions L. 

§  4.  Racines  de  Téquation  L,  qui  correspond  à  la  multiplication  complexe 
avec  le  multiplicateur  m. 

§  5.  Exemple  du  calcul  des  invariants  singuliers  de  première  espèce. 

§  0.  Exemple  du  calcul  des  invariants  singuliers  de  seconde  espèce. 

ioss  (A,),  —  Sur  la  llirorie  de   la  courhiire  des  surfaces.   (179- 
256). 

On  peut  considérer  comme  propriété  fondamentale  d'une  surface  gauche  que 
<|uatrc  points  quelconques  de  cette  surface  ne  sont  pas,  eu  général,  dans  un 
r>lan. 

Si  Ton  considère  le  volume  du  tétraèdre  ayant  ces  quatre  points  pour  s<mi- 

«iiets.    on    peut   se  demander  en  <|uoi   le  volume  d'un  tel  tétraèdre  infiniment 

^etit,  relatif  aux  points  de  la  surface,  dépend  de  la  courbure  de  cette  surface. 

Soit   P    un    point   non   singulier  de  la  surface;   choisissons   un   système  de 

^rrourdonnées  curvilignes,  prenons  les  points  P,  P,  sur  les  courbes  passant  par  le 

f^oint  P  et  le  point  P,  au   point  de  rencontre  des   lignes  de  coordonnées   qui 

(liassent  respectivement  par  P,  vl  P,. 

Le  volume  T  du  tétraèilre  PP,  P,  P,  divisé  par  le  carré  de  la   surface  du  pa- 

illélogramine  déterminé  par  PP,  P^   a,    en   général,   une  limite  dilîérente  de 

:cro  indépendante  de  la  direction  suivant  laquelle  le  point  P,  se  rapproche  du 

»int  P;  celte  limite  n'offre  pas  de  relation  avec   les  éléments  de  la  courbure 

;n  P.   Mais,  si   l'on   prend   pour  système  m,  v  de  coordonnées  un  système  con- 

ugué,  la  limite  est  toujours  zéro.   Divisons   alors  par  le  carré  de   la  longueur 

Parc  PP,,  on  est  alors  conduit  à   une  nouvelle  limite  que  l'auteur  appelle 

^:ourbure  para  nié  traie  de  la  sur/ace;  cette  courbure  dépend,  en  effet,  en  gé- 

méral  des  paramètres  m,  c.  L'auteur  se  demande  sous  quelles  conditions  la  cour- 

l[>ure  paramétrale  exprime,  à  un  facteur  près,  la  courbure  normale  relative  à 

la  direction  PP,.  Il  examine  ce  qui  arrive  si  l'on  effectue  une  transformation 

projective  et  rencontre  de  la  sorte  certaines  expressions  invariantes. 

§  1.  Volume  d'un  tétraèdre  ayant  pour  somtuets  ({uatre  points  d'une  surface. 

§  "2.  Notion  de  courbure  paramétrale  d'une  surface. 

§  3.  Transformation  projective  d'une  surface  donnée  en  coordonnées-points. 
Invariants  différentiels. 

§  4.  Surfaces  dével<»ppables,  surfaces  k  courbure  paramétrale  nulle. 

§  5.  Détermination  de  tous  les  systèmes  de  coordonnées  conjugués  relative- 
nient  auxquels  la  courbure  paramétrale  correspond  à  la  courbure  normale. 

S  6.  Systèmes  conjugués  de  coordonnées  à  invariants  égaux  sur  quelques 
espèces  de  surfaces. 

§  7.  De  la  transformation  d'une  surface  par  normales  parallèles. 

H  8.  Les  coordonnées  tangentiellcs  d'une  surface  et  sa  transformation  projec- 
li%e. 
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§  9.  Courbure  paramétrale  en  coordomiées  Ungenlielles  et  lyilèmes 
tiques  de  coordounées. 
§  10.  Transformation  d'une  surface  en  coordonnées  tangentieHtt. 

Killing  (  W.).  —  Sur  les  espaces  de  Cliflord-KJetn*  (257*278). 

Remarques  et  développements  sur  la  nolion  des  espaces  q«e  diflord  niaîl 
signalés  et  que  Klein  a  présentés  dans  son  Mémoire  snr  la  Géométrie  mi 
euclidienne  {Math,  Ann,f  t.  XXXVII,  p.  5{4*^7a). 

Hurwitz  {A.).  —  Sur  la  représentation  approchée  des  nombres 
irrationnels  par  des  fractions  rationnelles.  (279-284)» 

Étant  donné  un  nombre  irrationnel  quelconque  a,  la  théorie  des  fraetioas 
continues  permet  de  trouver  une  snite  illimitée  de  fractions  rationnelles 

y\    y%  y  m 

telle  que  l'on  ait,  indépendamment  du  signe 

X  I 

yn    r« 

Hermite  (/.  de  Crelle^  t.  XLI.  p.  195)  a  montré  comment  on  pouvait  trouver 
une  série  des  fractions  telles  que  Ton  ait  l'approximation  plus  grande 

«  -  f f  < 


L'auteur  s'est  demandé  si  l'on  ne  peut  pas  encore  arriver  à  une  approxima- 
tion plus  grande,  et  il  élablil  les  propositions  suivantes  : 

On  peut  approcher  d'une  irralioonclle  a  quelconque  par  une  suite  de  frac- 
tions telles  que  Ton  ait,  iniirpcndammcnt  du  signe 

^»  ' 


y»*      y/^yli 

Soit  X  un  nombre  quelconque  plus  grand  que  v^5,  il  eskistc  des  irrationnelles  x 
pour  lesquelles  on  ne  peut  pas  former  de  suite  illimilée  de  fractions  telles 
que  l'on  ail 

yn       V« 

Kœnigsbcrger  (L,).  —  Sur  les  intégrales  algébriques  et  sur  les 
intégrales  représenlables  par  des  quadratures  de  fonctions  al- 
gébriques   des  svslcnies   d'équaliOns   aux    dérivées    parliclles. 

(285-29^4). 

ScheJJers  (G.),  —  Réduclion  des  svsténics  de  quantités  com- 
|)lcxos  à  dos  formes  Ivpcs.  (293-,'^()o). 
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Applicalîon  de  la  llx^orie  des  groupes  de  transformation  de  IJe  à  la  théorie 
des  systèmes  de  quantités  complexes.  Nous  devons  nous  contenter  de  donner 
la  Table  des  matières  de  ce  Mémoire  intéressant;  nous  reproduisons,  en  outre, 
la  bibliographie  que  Tauleur  donne  à  la  fin,  en  remarquant  cependant  (|ue  le 
Mémoire  de  B.  Peirce  avait  été  publié  (en  lithographie,  il  est  vrai),  bien 
avant  1881  et  en  signalant  une  lacune  regrettable,  celle  du  Mémoire  bien 
connu  de  Laguerre. 

Démarques  préliminaires. 

§  1.  Notion  de  système  de  (|uantités  coinplexes. 

§  2.  Séparation  de  tous  les  systèmes  de  (|uanlités  en  deux  clas>es. 

§  3.  Considération  des  systèmes  non  quatcrnioniens. 

§  \.  Béductibilité,  addition  et  multiplication  de  systèmes  de  quantités. 

§  .').  Suite  des  considérations  sur  les  systèmes  non-(|u;iternioniens. 

§  6.  Détermination  de  tou.^  les  systèmes  noii-(|uati>rnioiiicns  à  n  unités  dont 
le  degré  est  égal  à  /î,  /i  ~  1,  «  —  a. 

§  7.  Les  systèmes  ncm  (|ualern ioniens  dont   le  degré  est  égal  à  '>., 

§  8.  Détermination  de  tous  les  systèmes  non  quatcrnioniens  irréductibles  à  3, 
3,  \y  5  unités. 

§  9.  Formation  de  tous  les  systèmes  de  <]uantités  irréductibles  à  3,  3,  /|, 
5  unités. 

§  10.  Généralités  sur  les  systèmes  (juaternoniens. 

§  11.  Les  systèmes  de  quantités  qui  contiennent  le  système  des  quaternions 
de  llamilton. 

§  12.  Établissement  de  tous  les  systèmes  quatcrnioniens  irréductibles  à  4»  '^^ 
6,  7  et  8  unités. 

§  1.3.  Différentes  remarques  sur  les  systèmes  quaternionirns. 

§  H.  Historique  et  bibliographie. 

H.  Hankelf  Vorlesungen  Uber  die  complexen  Zahlen  und  ihre  Functionen. 

\.  Tlieil  :  Théorie  der  complexen  Zahlensysteme.  Leipzig,  18^)7. 
C.  Peirce^  Description  of  a  notation  for  thc  logic  of  relatives  {Mcm.  Am. 

Acad.  Sciences,  IX,  1870). 
Cliffordy   Preliminary    sketch    of  biquatcrnions  {Proc.  L.  M.  5.,  t.  IV, 

p.  .381-395). 

—  Furthcr  note  on   biquatcrnions^  Notes  on  biquatcrnions  (1876)  {Math. 
Papers,  p.  385-396;  1892). 

frobenius,  Ueber   lineare   Substitutionen    und    bilincare  Formen    [J.   de 

Crelle,  t.  LWXIV,  p.  1-63,  1878  {Cf.  §  14)]. 
Pincherle^  Saggio  di   una   introduzione  alla   teoria   délie  funzioni    anali- 

tiche   secon    i   principii  del    prof.   Weierstrass    [G.  di  Mat.,   t.   WIll, 

1880  (C/.    p.    203-2I0)]. 

Lipschitz,    Principes   d*un  calcul  algébri(|uc  qui  contient  comme  espèces 

particulières  le  calcul  des  quantités  imaginaires  et  des  (|uaternions  (  C. 

/?.,  t.  XCI,  p.  619-621,  660-664,   1880,  et  liuU.  Darb,,  t.  XI,,  p.  ii5-ri(). 

1887). 
B,  Peirce.,  Linear  associative  algebra.  Willi  notes  addenda  by  C.  S.  Prircr, 

son  of  Ihe  author  {Amer,  y.,  t.  IV,  p.  97-^29,  rSSi). 
Cayley,  On  thc  8-square  imaginarios  (Amer  J.,  t.  IV,  p.  ^9^- '96,  18H1). 

—  On  associative  imaginarics  {J.  Ilopk.  l'niw  Cire,  t.  Il,  p.  1'),  18S»). 


SHCDNDH  PARTIE. 
C.-S.  Peirce.  On  a  ci«ss  ..f  nxiltiple  ïlg«bra  (Id.,  p.  3). 
Sj-lveiler,  A  wonl  on  nonîuns  (/i/..  p.  sji). 

—  Sur  les  quiinlitûï  fririnant  iin  f-rnupe  de  noninns  analogues  aux  quater- 
nions  de  HamilLoii  (C.  Jt.,  t.  XCVII,  i336-<34i.,  i883;  t.  \C\'III,  p.  i-fl- 

Cayley,  On  double  alKelira  (/Voc.  /,.  J/.  S.,  l.  XV,  p.  iSâ-ig;;  i8S3-84)- 
/'oinraré.  Sur  les  niiubres  cumplcx»  (  C.  A.,  l.  XCIX,  p.  tV-Ji,  ittf^}. 
Sy{ve3ier,  On  tlie  laus  uf  motiun  in  Ihe  world  of  universul  Algcbra  (/. 
Uopk.  Univ.  Cii-c.,  iHNi). 

—  Lectures  un  the  prJneiplM  of  universal  Atg;ebra  (Amer.  J.,  t.  VI,  p.  vyf 
iSe,  i8rt',). 

Wtierstratt,  Xur  Tlieiiric  der  aus^  n  llnupteinheiten  gcbildeten  compleieo 

ilrtissen  (Gôlt.  Aacli.,  ji.  Syâ-'i'!)'  '8«4). 
ScAu'ar:,  lIcnierkiinHt'ii  ru  der  in  \r.  lo  diescrNacliridilon  abgedrucklen 

Milllipilune  des  llerrn  Wcierslra^is  (Id.,  )..  r.iU-oiii). 
Dtdekind,  /ur  Tlicurit-  der  aus  n  Ilaupteinhciten    gebildcteD  compleitn 

GrUiseu  (Id.,  p.  i4i-i%,  IBM). 
Petcrsen,  Oui  itl^ebraeiis  Grundbcgrcber  (Tidiik./.  Math.,  t.  [II.,  p.  i- 

la,  i«M.>). 
lierloly,  Tliéoriv  des  quantili^s  cuniplciies  à  n   unités  principales  (Thé^e. 


l'a' 


iti). 


littchheim,  Nulp  on  lin 

7S,  iHNtt). 
Hôlder,   llciuerkiin»cn 

Aac/t.,  p.  iji-i^i,  iW 

SI0/3,    VlUll^SULfiBII    llbf 

1-îg). 
DeiUkiiid,    KrlSulcrun; 

Urôsscn  (6"o((.  .\»eli 
nttchheim,    N»lc  rin  diiuble  alj^ebid  (  Mat.  'Math.,  I.  \VI,  p.  t>3  63  ). 

—  ^ole  on  Iriple  aliji-bia  {Id.,  p.  ni-iif). 

AV.  IF'ej'r.  Sur  la  réaNsutiun  des  sysliïnies  assucîalifs  de  qiiuiilitcs  coni- 
plcxi'^i  ù  l'uidu  des  nialrices  (  Prag.  Ber.,  p.  UiU-liiS,  iKti-;  }. 

—  Xiilc  sur  la  Lliëiirie  d'^s  quanliliïs  cumpieies  rurniOcs  avec  n  unïlêspriu- 
ripiil.'*  {Hull.  Dtirb.,  \l„  p.  JCM-ltS,  1MM7I. 


assariatiun  ulgebra  {Mets.  JUat/i.,  t.  W,  p.  Tar- 
der Mitlbeilung  des  ilerrn  Weierslrass  (Cotl. 
illgenieine  AriMinietiL,  1  Thcil.  Leipzig,  iSfUUC/. 
iiir  Tlieorii:  der  îugen.  allgemeincn  complcxen 
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Scheffers,  Ucber  die  Bereclinuiig  von  Zahlen-systemen  (/rf.,  p.  ^^o-'iS;). 
Ed.  Weyr,  Zur  Théorie  tler  bilinearen  Formen  {Monatxh.  f.  M.  P.,  t.  I, 

p.  i63-a36,  1890). 
Studyy  Ueber   Système  complexen  Zalilen   uiul    ihre  Anwencluog  in  dcr 

Théorie  der  Transformationsgruppcn  {Id.,  p.  28:^-355). 
Taber,  On  the  iheory  of  matrices  {Amer.  J, y  t.  \ll,  p.  337-396,  1H90). 
Study,  Hecurrirendc  Hcihen   und  bilinearc  Formen  {Monatsh.  f.  M.  P. y 

t.  II,  p.  23-5|,  1891). 
Bohry  Ueber  die  aus  fUnf  Hauptcinhciten    gebildeten  complexen  Zahlen- 

systcme  {Dissert.  Marburg^  1890). 

Ilorn  (t/.).  —  Sur  la  théorie  des  svslèmes  d'équations  différen- 
tielles  linéaires  à  une  variable  indépendante.  1.  (3()i-4o8). 

La  théorie  des  solutions  régulières  des  systèmes  d'équations  dilTércnticIles 
linéaires  à  une  variable  indépendante  a  été  étudiée  par  Sauvage  {Ann.  E.N.  S., 
1886,  1888,  1889),  par  GrUnfcld  {Denks.  Wien.  Akad.,  188H)  et  par  Kœnigs- 
berger  {Lehrbuch  der  Théorie  der  Differentiaigleichungeiif  p.  44 » -469)' 
L*auteur  se  place  ici  à  un  point  de  vue  diiïérent  et  considère  un  système 
d'équations  diiïérentielles  de  la  forme 

^"dx  ~  2]  ^^«?"^^«?^"^'-)^?        (''  ?=  *»  ...,m). 

Forme  normale  du  système  d'équations  diiïérentielles  dans  le  voisinage  d'un 
point  singulier. 

Méthode  pour  le  calcul  des  solutions. 

Forme  des  solutions  pour  les  diviseurs  élémentaires  simf)les  du  déterminant 
caractéristique. 

Forme  des  solutions  pour  les  diviseurs  élémentaires  multiples  du  détermi- 
nant caractéristique. 

Afaurer  {L,),  —  Sur  les  groupes  de  transformation  continus. 
(409-440). 

Relativement  aux  groupes  de  transformation  continus,  on  étudie  d'ordinaire 
les  propriétés  générales  des  groupes.  L*auteur  se  propose  d'examiner  quelles 
sont  les  conditions  accessoires  que  Ton  doit  ajouter  à  celles  qui  résultent  de 
l'existence  même  de  la  notion  de  groupe  pour  que  les  substitutions  du  groupe 
soient  rationnelles  ou  tout  au  moins  algébriques. 

Dans  le  présent  Travail,  l'auteur  donne  une  partie  de  ces  conditions  acces- 
soires, celles  qui  se  rapportent  à  la  composition  des  groupes. 

Siudy  (-£*.).  —   Des   mouvements    et  des   perversions   (Umle- 
gungen)  (Premier  et  second  Mémoires).  (44i-^fiti)- 

L'étude  du  mouvement,  si  l'on  considère  les  positions  initiale  et  finale  d'un 
même  corps,  appartient  à  In  (léométric  élémentaire  et  a  fait  le  sujet  de  nom- 
brcuiM's  rcchorches  de  J.  Bernoulli,  d'Alenibert,  Kulor,  Mobius,  Chasies,  etc. 


^^ 
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N  ■    #'^* 

«  p.  Une  fraction  irrétiuclible  tic  la  forme  r:r-  peut  se  décomposer  en  frarU*^ 

simples  par  le  moyen  de  divisions  successives  au  diviseur  1).  » 

De  la  théorie  précédente  on  déduit  facilement  la  belle  théorie  de  M.  Hertnir^ 

sur  la  partie  algébrique  et  sur  la  partie  transcendante  de  l'intégration  d'un' 

N 
diiïérentiellc  rationnelle  y-  dx. 

^\ 

II.  Définition  d*une  intégrale  multiple.  —   La   déiiniticm  d*une  iiilé;:ralf  ^ 

multiple  exige  d'autres  développements  que  ceux  que  l'on  tmuvc  ici.  Il  s'agit 
seulement  de  préciser  quelques  idées  fomlamentales. 

Amiffiies  (K.).  —  La  ihéorie  des  ensembles  el  les  nombres  in- 
commensurables. (33-4'-4). 

Développement  de  la  méthode  des  ensembles  dans  la  délinition  <les  inr«»ui- 
iiieusurables,  et  démonstration  de  la  possibilité  d'introduire  cette  méthode 
dans  l'enseignement  des  lycées. 

Appel i.  —  Sur  des  polenlicis  conjugués.  (53-58). 

Soit  le  système 

;   (TT       d\       à/. 

=  o. 
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si  l'on  pose 
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A\  --  <i,  AY  :=  o,         AZ  —  o,         AT    -  o. 


Dans  le  sysléine  (i),  nii  pciil  choisir  arhitrairciiicnt  les  deux  f<»n<tinns  / 
et  T,  pourvu  qu'elle"  \rrilienl  les  reialions  (j).  et  obtenir  ensuite  le>  fonc- 
tions \  cl  V. 

liivi're(tu  (^lAblfr).  --  /('los  de  la  lonclioii 


?t-^,   V'  -) 


-*■    30 
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fUlti^   *-Vr/i^   ♦- *.>//*   «-i:/; 


(:>()-(;:>). 


C'«"il  la  fofirlioii  éliidii'c  p.ir  M.  Apprll  t\.tu<  le  Tnmc  I  du  mrmc  j«>urn;il. 
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Mangeot.  —  Sur  les  nombres  de  Bernoulli.  (63-05). 

Rapprochement  intéressant  entre  les  nombres  de  Bernoulli  et  le  triangle  de 
Pascal. 

Tome  IV;  1893. 

Fabry  {L,),  —  Élude  sur  la  probabilité  des  comèles  hyperboliques 
et  l'origine  des  comèles.  (1-214). 

Sauvage  {L.),  —  Conditions  de  régularité  d'un  système  difle- 
rentiel  linéaire  et  homogène,  (i-i  4). 

Tout  système  régulier  de  la  forme 


peut  être  ramené  à  la  forme  canonique,  où  les  coefficients  a,^  sont  simplement 
infinis  pour  J7  =  a,  et  par  le  moyen  d'une  suite  de  substitutions  de  formes 
simples.  Le  seul  cas  qui  donne  lieu  à  un  énoncé  pratique  est  celui  qui  corres- 
pond à  une  équation  unique  d'ordre  n  de  M.  Fuchs. 


Tome  VI;  1895. 

ftougier  (J-)-  —  Sur  quelques  sous-groupes  de  onzième  classe 
du  groupe  modulaire.  (1-1  12). 

L'exposition  des  théories  de  M.  Klein  sur  les  sous-groupes  du  groupe  modu- 
laire, et  l'étude  de  certains  de  ces  sous-groupes  dont  l'étude  ne  comporte  pas 
l'emploi  de  congruences  suivant  un  module  entier,  étude  qui,  croyons-nous, 
n'avait  pas  encore  été  envisagée,  fait  l'objet  du  Mémoire  de  M.  Rougier. 

Chapitre  /.  —  Après  avoir  rappelé  quelques  généralités  sur  le  rapport  u  des 
périodes  de  l'intégrale  elliptique  de  première  espèce^  sur  l'invariant  absolu  J  de 
cette  intégrale  et  les  relations  entre  u  et  J,  sur  les  substitutions  modulaires, 
le  groupe  et  la  division  modulaires,  l'auteur  arrive  aux  théories  de  M.  Klein. 
D'une  façon  très  nette  sont  définis  les  sous-groupes  du  groupe  modulaire, 
l'i/uffice  et  le  système  des  substitutions  représentantes  d'un  sous-groupe  r^^.  On 
est  ensuite  conduit  à  reconnaître  l'existence  d'un  polygone  fondamental  pour  T^^^ 
et  la  possibilité  de  la  division  du  demi-plan  positif  des  co  figurant  comme  argu- 
ment dans  les  substitutions  du  groupe  en  une  infinité  de  polygones,  congruenis 
entre  eux,  recouvrant  une  seule  fois  et  sans  lacune  le  demi-plan  des  b>.  Chacun 
d'eax  peut  d'ailleurs  servir  de  polygone  fondamental  pour  T  . 

En  même  temps  se  trouve  établie  la  possibilité  d'engendrer  le  groupe  r  par 
la  répétition  et  la  réitération  d'un  nombre  fini  (x  de  substitutions  géncra- 
irices  que  Ton  sait  former  si  l'on  connaît  le  polygone  fondamental  de  T  .  L'é- 
tude des  relations  entre  les  sous-groupes  de  même  indice  conduit  ensuite  à  la 
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niilion  de  loui-groupei  temblablet  et  de  Mut-gmupe*  invarianU  dui  k 
RFOupu  m(Hlulaire.  Ceâ  derniers  soat  caricljrîsés  par  la  propriit^  d'être  tnas- 
furmé»  eo  eui-mimes  par  toule  substitution  modalaire  de  pFcmière  espèce. 

L'élude  précédente  peut  être  transportée  sur  des  lurfacea  en  dehon  du  pUo. 
Car  les  arêtes  qui  limitent  le  polygone  fondamental  F  d'un  MUft-graupe  F 
ùlanl  conjuguées  deux  i  dcui,  si  l'oo  déforme  F  dans  l'espace  à  trois  di- 
mensions de  manière  que  chaque  arête  coïncide  iTec  st  conjuguée,  on  ob- 
tiendra une  surface  o^,  fcrtnée  et  de  forme  très  arbitraire,  mais  qui  prisenien 
une  division  caractéristique  en  triangles.  On  appelle  genre  du  sons-froupe  T^ 
le  genre  de  la  surface  fermée  9  . 

Il  est  facile  d'établir,  pour  un  groupe  quelconque  T^,  une  farmule  donninl 
le  genre  du  groupe  en  fonction  de  son  indice  et  des  nombres  qui  caractérisent 
la  réunion  de$  triangles  h  leurs  sommets  sur  f^. 

Le  cas  d'un  grouge  r,,  invariant  dans  le  groupe  modulaire  conduit  i  une 
surface  tp^  régulière,  dans  le  sens  attribué  i  ce  mot  par  les  géomètres  alle- 
mands, et  la  formule  qui  donne  le  genre  se  simplifie  alors  notablement. 

Le  groupe  1'  peut  être  défini  par  le  polygone  P  .  on  par  la  surface  s  ,  ou 
même  par  toute  surface  fermée,  portant  une  division  en  ip.  triangles,  se  grou- 
pant autour  de  leurs  sommets  de  manière  t  satisfaire  i  un  petit  nombre  de 
conditions.  Car  on  démontre  qu'avec  une  telle  surface  on  peut  déGnir  complète- 
ment un  système  déterminé  de  souS'graupes  semblables  d'indice  (i.  C'est  le 
théorème  de  la  lamijicalion.  Kn  étendant  cette  proposition  i  certaines  di- 
visions régulières  planes,  formées  d'une  infinité  de  triangles  curvilignes,  don) 
la  définition  a  été  donnée  par  M.  Schwartz,  on  définit  non  seulement  une  série 
intéressante  de  groupes  invariants,  mais  encore  la  cliaK  du  sous-groupe  V^. 

Enfin  le  polygone  F^,  ou  la  surface  e^,  peuvent,  par  représentation  conforme 
sur  le  plan  de  la  variable  complexe  J,  être  transformés  eo  une  surface  de 
Itiemann  â  p  feuillets,  à  ramifications  caractéristiques. 

Réciproquement,  toute  surface  de  Riemann  â  (i  feuillets,  construite  sur  le  plan 
des  J,  et  dont  la  ramiGcatioa  satisfait  à  certaines  conditions  dëterniiuées,  suflii 
pour  déterminer  un  système  de  sous-groupes  d'indice  p  du  groupe  modulaire. 
C'est  une  autre  forme  du  théorème  de  la  ramificatioa. 

On  démontre  ensuite  que  les  fonctions  de  la  surface  de  Riemann  h  [i  feuillets. 
considérées  comme  des  fonctions  de  u,  sont  des^onc/ibnj  modulaire*. 
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(Je  la  traosformalion,  sont  formés  de  substitutions  dépendant  de  congruenccs 
saÎTaot  le  module  11.  Les  autres  ne  présentent  aucun  caractère  arithmétique 
simple.  La  question  délicate  de  Tisomorphisme  des  groupes  f.-  est  ensuite 
résolue  en  considérant  simplement  les  relations  qui  existent  entre  les  substi- 
tutions de  Tun  des  groupes. 

L'étude  des  résolvantes  de  l'équation  modulaire  qui  correspondent  aux  dix 
sou»-groupes  y^  montre  que  théoriquement  les  coefficients  de  ces  résolvantes 
peuvent  être  exprimés  rationnellement  en  fonction  de  deux  quelconques  d'entre 
eux.  Mais  le  calcul  pratique  de  ces  coefficients  est  inextricable.  D'ailleurs  on 
n'a  aucune  loi  arithmétique  dans  la  formation  des  substitutions  des  groupes  y 
non  congruents,  et  par  suite,  vu  le  degré  élevé  du  problème  de  Galois  corres- 
pondant (degré  dont  on  donne  dans  chaque  cas  une  limite  inférieure),  il  ne 
semble  pas  que  l'on  puisse  trouver  de  méthode  rapide  spéciale  à  côté  de  la 
méthode  indiquée. 

Cette  élude  de  sous-groupes  non  congruents  suivant  un  module  entier,  malgré 
ses  résultats  en  partie  négatifs,  fait  l'originalité  du  Mémoire  de  M.  Rougicr. 


SrrZUNGSBERICHTE  der  Akademib  der  Wissensghaften  zu  Berlin. 

Second  semestre  1891  (*). 

O.  Krigar  Menzel  et  A,  Rapp,  —  Sur  les  cordes  vibrantes. 
(61 3-6^9). 

Étude  expérimentale,  avec  deux  planches. 

1»,  Kroneeker.  —  Sur  la  date  à  laquelle  Jacobi  a  trouvé  la  relation 
fondamentale  à  quatre  termes  entre  les  produits  des  fonctions 
ihéta  et  sur  la  marche  qu^il  a  suivie  pour  y  parvenir.  (633-659). 

Dans  son  Mémoire  :  Formulas  novœ  in  theoria  transcendentium  ellipticarum 
fundameniales  ("),  Jacobi  établit  la  formule 

Îsnasnb  -hstiusniu-h  a  -i-  b)^sn{u  -h  a)  sn{u  -h  b) 
=  Ar'sna  sn6snasn(a  +  a)sn(a-t-6)sn(a-haH-6) 

«  qam  est  formula   nova   maximi  momenti  per  totam   theoriam  functionum 
ellipiicamm  ».  Il  déduit  ensuite  de  cette  formule  (I)  la  formule 

(">        e(a)e(6)e(,.)e(a-f-a4-6)      =-^^3nasn6sniisn(«-^a-^6). 


(•)  \oit  Bulletin, 

(*)  Werke,  t.  I,  p.  335-34 1. 
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Kronecker  fait  observer  qu 'in  verse  ment  on  peut  déduire  la  tannole  (I)  de  U 
formule  (II)  de  sorte  que  ces  deux  (ormaleB  sodI  entMi«)iieiit  éqnï  val  entes. 
La  formule  (11)  peut  d'ailleurs  s'écrire 

H{CT)H(i)H(H)ii(H-i-a4-fr)-f-e(a)e(6)e(B)e{«+o-i-*) 


.J.,...r" 


fc3,  ...;  n.  =  n,s/i,^n,    (mod  3}J 


Sous  cette  forme  (IH)  il  est  aisé  de  vérifier  directemeat  la  formule  fondameo- 
tale  de  Jacobi  ;  la  marche  suivie  par  Krooeckerest  très  simple  et  très  naturelle- 
Si,  après  avoir  posé  u  +  a+6  — v  dans  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion (III),  ou  envisage  V  comme  une  nouvelle  variable,  on  voit,  à  l'aide  des 
m£mes  relations  qui  ont  servi  i  vérifier  U  formule  fondamenlile,  que  ce  pre- 
mier membre  se  transforme  aisément  en  une  eipression  de  même  forme  dans 
laquelle  a,  b,  »,  v  sont  remplacées  par 

ii^a-i-b  +  u  +  v),     lia-b-^ii-i-v). 


changeant  les  lettres  a,  b,  u,  v  rcspeclivem 

enl  en  - 

-  IV,  X.  j;  z. 

à  quatr, 

t  termes  epti 

ils  des  fonctions  Ihèta  telle  que  l'a  établie  Ja 

icobi  (■) 
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lation  fondamentale  à  quatre  termes  (IV)  bientôt  après  la  relation  fondamen- 
tale à  trois  termes  (III).  Or  il  a  trouvé  cette  dernière  le  31  septembre  i835. 

D'ailleurs,  dans  son  Cours  sur  les  fonctions  elliptiques  professé  en  i835-i836 
à  rUniversité  de  Kœnigsbcrg,  Cours  qui  a  été  rédigé  par  Rosenhain,  Jacobi 
prend  comme  point  de  départ  de  son  exposition  de  la  théorie  des  fonctions 
elliptiques  la  formule  (IV).  Donc  la  découverte  de  cette  formule  fondamentale 
a  eu  certainement  lieu  entre  le  21  septembre  et  le  milieu  du  mois  d'oc- 
tobre i835. 

Les  notations  d,  ^,,  d,,  ^,  datent  aussi  des  derniers  mois  de  Tannée  i835. 

Z».  Kronecker.  —  Les  coordonnées  de  Clausiiis.  (881-890). 

La  méthode  donnée  par  Clausius  pour  établir  l'équation  de  Poisson  a  sur 
celle  de  Gauss  l'avantage  de  supposer  moins  de  propriétés  à  la  fonction  qui  re- 
présente la  densité.  Clausius  fait  d'ailleurs  usage  de  nouvelles  coordonnées  qui 
conviennent  mieux  à  la  nature  de  la  question  que  celles  de  Descartes. 

Dans  sa  démonstration  (*)  du  théorème  de  Cauchy  et  déjà  dans  ses  re- 
cherches (*)sur  le  potentiel  dans  un  espace  à  n  dimensions,  Kronecker  a  fait 
usage  de  ces  coordonnées  de  Clausius  en  les  modifiant  légèrement.  Il  se  pro- 
pose maintenant  de  démontrer,  en  faisant  usage  de  ces  coordonnées,  l'équation 
de  Poisson  dans  l'espace  à  n  dimensions. 

Cette  équation  est  la  suivante 

CI  représente  la  mesure  du  contenu  de  la  variété  sphériquc  à  {n  — 1)  dimen- 
sions 

\,,  X,,  ...,  X„  sont  définis  par  les  intégrales 

k=  f  «(«.»«! ««) ' — -j;^ — ' — ^da,da,  ...  da^, 

étendues  à  tous  les  é>éments  pour  lesquels  on  a 

FJa,,«^,  ...,«„)<  o, 

où  F,  est  une  fonction  donnée  de  n  variables,  e  une  autre  fonction  donnée  de  n 
variables  qui  représente  la  loi  de  répartition  de  la  densité  à  l'intérieur  de 
l'espace  à  n  dimensions  envisagé  qui  est  limité  par  la  variété  à  ^i  —  i  dimen- 
sions F,=  o,  où  enfin  P{a^,  ..  ,x„)  est  le  potentiel  élémentaire  des  deux 
points  a^,  . . .,  a^,  jr,,  . . .,  x^  de  sorte  que  l'on  a 

h—  * 

P(a.,  ...,j:J=  ;p^[(«.-^.)'-^...-+-(«,.-.^„)']    "*". 


(*>  Afonatsberichte,  juillet  1880. 
<•)  1868-1869. 
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Jaeobi  ('*)  a  déterminé  a.  Mais  on  peut  aussi  déduire  la  valeur  de  o  de 
relation  de  Dirichlet  {*) 


■'M|  ^m»         j^m. 


a7«av'«...a;?"     mm  m 

=  — — î 1_  r— ir— 2 ...  r  — J, 

PtPt"'Pn  Px         Pt  Pn 

où  l'intégrale  est  étendue  à  toutes  les  valeurs  positives  de  2,,  ^„  .•  •>  ^.  ^^^ 
lesquelles  on  a 

on  en  déduit,  en  effet,  pour  a,=  a,  =  . ..  =  rt^=  i,   m,  =  m^=  ...  =  m.  —  i, 
p^  =  p^  =  . . ,z=  p^=  2,  la  relation 


/  dz^  dz^ . 


.          air» 
. .  az-  =  » 

a 


où  l'intégrale  est  étendue  à  toutes  les  valeurs  positives  de  5,,  -5,,  ...,  z^  pour 

lesquelles  on  a 

z\-k'Z\  +  ...-\-  z\<i\ 

or  cette  intégrale  est  manifestemeot  égale  à  -es;  on  a  donc 


13  = 


n 
a 


On  peut  toujours  supposer  que  le  point  (J7,,  a:,,  ...,x^)  est  siluc  à  riutcTiriii 
de  la  variété  d'ordre  w,  \\~  o,  de  sorte  que  Ton  a 

F(j7,,x,,  .. .,  vF„)<  o; 

en   effet,  dans  le  cas  contraire,  il  suffirait  d'envisager,  au  lieu  «le  la   varirir 
F„=:o,  une  variété  d'ordre  n  contenant  à  son  intérieur  la  variété  F„=  o  cl  le 
point  x,,  X,,  . . .,  a*„  et  de  supposer  que  dans  la  variété  extérieure  à  F.  —  o  n 
intérieure  à  la  nouvelle  variété  envisagée,  on  ait  en  chaque  point  c  —  o. 
Désignons  par  (rti®\  a'\^\  . .  -,  aj/*')  le^  systèmes  pour  lesquels  on  a 

F,(a',o),«(0),  ...,^u)i)^o. 

Soit  /  une  variable  indépendante  réelle.  Les  n  étjuations 

a^  =  a^'  —  t{a'^-  —  x^)  (A=i.  ■> n) 

pcrnjctlent  de  sul>ï>lilucr  aux  n  variables  «,,  a^ a^  k^  in  -•■  n  \aritibl'^^ 


(  M    \\  i'rkc,  t.  in,  p.  3'»7-JÔS. 

'' •  I    W'crhr,  I.  I.  p.    »•)■,  avec  une  modification  ddn>  la  natation, 


.^% 
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/,  a[^\  a^^\  . . .,  a^f^  dont  les  n  dernières  sont  liées  par  la  relation 

F.(«5o),a;o),  ...,a(0))=o. 

Ces  /i  +  i  variables  sont  les  coordonnées  de  Clausius  du  point  dont  les  coor- 
données rectangulaires  ordinaires  sont  a,,  a^,  ...,  a^. 

Dans  ce  système  de  cordonnées,  une  intégrale  quelconque  /i"!*'', 


/  ^(a,,  a^,  . . .,  a^)  da^  da, . . .  da„. 


étendue  à  tous  les  éléments  pour  lesquels  on  a  F„(a,,  a,,  . . .,  a^)<  o,  se  trans- 
forme en 

où  rf«v  est  l'élément  de  la  variété  d'ordre  /i— i,  F,=  o,  défini  par  la  rela- 
tion (*) 

et  où  l'intégrale  est  étendue  à  tous  les  éléments  dw  de  cette  variété  d'ordre 
I.-I,  F.(aio),  ...,a(o))=o. 

En  appliquant  cette  formule  générale  de  transformation  d'une  intégrale 
quelconque  à  la  somme  des  intégrales  qui  figurent  dans  le  premier  membre  de 
l'équation  de  Poisson  dans  l'espace  à  n  dimensions,  Kronecker  montre  que  l'on 
transforme  ce  premier  membre  en 

*=«  ...  ^^^^  ^dw 


<^>  n  §='(^..---^.)y*2]  ^»("'°' •^» 


*=i  *=i 


\/m-<m 


où  l'intégrale  est  étendue  à  tous  les  éléments  </tv  de  la  variété  d'ordre  (;t  —  i), 
V^{a\^\  ,..,a\f^)=^  o;  cette  transformation  est  légitime  pourvu  que,  au  point 
jr,,  ...,  x^  la  fonction  e  soit  continue  dans  toutes  les  directions,  ou  que  si  £  a 
quelque  discontinuité,  cette  discontinuité  ne  modifie  pas  la  valeur  de  Tinté- 
grale  d'ordre  (n  —  i)  qui  figure  dans  le  second  membre. 

Mais  on  peut  partager  la  variété  d'ordre   /i,   F^(flr,,  ...,a^)<o,  en  deux 
parties  :  celle  pour  laquelle  on  a 

k-n 


2](«*-J:J'-P'<o 


*=1 


(')  MonaUberichte  der  Berliner  Akademie;  186^-1869. 


112  SECONDE  PARTIS. 

et  celle  pour  laquelle  on  a 

k=zn  ' 

p  étant  un  nombre  quelconque  que  Ton  ckoislra  asses  petit  pour  qvey  pov 
tous  les  points  de  la  première  partie,  on  ait  encore  F,(a,y  .«mâ.Xo. 
Gomme  pour  tous  les  points  de  la  seconde  partie  on  a  manifeatement 

il  suffit  de  prouver  Tégalité  de  Poisson  dans  l'espace  à  n  dîmensiolis  pour  les 
points  pour  lesquels  on  a  à  la  fois 

2]  (a*- a?t )»—  p»< G,        F,(a„  ...,«.)<©. 


Or,  pour  ces  points,  on  a,  d'après  la  formule  (I), 


a(ajf* — x^)dw 


où  X|  (a[^\  . . .,  jr,)  = 9  et  où  l'intégrale  est  étendue  à  tous  les élé- 

•      P 

ments  dw  de  la  variété  d'ordre  (n  —  i) 

(a,  — a?,)*-h(a,-a:.)»-H...-»-(a,  — d?,)«=p% 
On  a  donc,  en  se  reportant  à  la  définition  de  a, 

k=zn 


k  =  l 


ce  qui  est  bien  la  formule  annoncée. 
L'hypothèse  sous  laquelle  elle  est  établie  est  que  l'intégrale 


X 


1 


admette  des  dérivées  par  rapport  aux  variables  x,,  ...,  x^.  Par  analogie  avec 
le  cas  où  n  =  3,  on  dira  que  celte  intégrale  est  la  densité  moyenne  du  segment 
dont  l'origine  est  (jr,,  ...,  jr^)  et  l'extrémité  ia[^\  ...,a'^>). 

Kronecker  a  donc  établi  la  formule  de  Poisson  dans  l'espace  à  n  dimensions 
dans  un  cas  bien  plus  général  que  celui  de  Gauss  ;  Gauss  suppose  que  la  den- 
sité elle-même  admet  des  dérivées  dans  toutes  les  directions;  Kronecker  sup- 
pose seulement  que  l'on  puisse  fixer  les  environs  du  point  (x,,  •.•,x,)  de 
manière  que  la  densité  moyenne  de  chacun  des  segments  dont  l'origine  est 
(x,,  ...,  jc^)  et  dont   l'extrémité  est  un  quelconque  des  points  limitant  la 
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variété  d'ordre  n  ainsi  fixée  admette  des  dérivées  partielles  par  rapport  aux 
variables  x^^  .. .,  x^. 

L,  Kronecker.  —  La  relation  de  Lcgendre.  (goS-goS). 

Les  développements  analytiques  d'Eisenstein  conduisent  non  seulement  à  la 
formule  de  transformation  linéaire  de  la  fonction  Sr  équivalente  à  la  relation 
de  Legendre/ comme  Kronecker  l'a  montré  dans  des  Communications  précé- 
dentes, mais  encore  à  la  relation  de  Legendre  elle-même. 

Eisenstein  a  désigné,  pour  un  entier  positif  quelconque  h,  par  les  symboles 
{h^u)  et  (A*,o),  les  expressions 


lh.u)=   lim    lim     7 


V  -h  n\v)** 


m,  n 


(A*.  0)=  lim     lini     7 7' 

m,  n 

Kronecker  pose,  pour  mettre  y  et  tv  en  évidence, 

(»»")  =  /.(">  ^•»^')» 

(2,  m)  =/.(".  i'i"'). 

Eisenstein  a  démontré  que  la  fonction 

(a,  lO  — (2%o) 

est  une  fonction  elliptique  de  u\  c'est  la  fonction  p  de  M.  Weierstrass.  Elle 
vérifie  Féquation  différentielle 

où  l'on  a  posé,  pour  abréger, 

on  a  donc 

w  — "„=   /  ;      — r-      •     ■  ; 

on  a  aussi,  comme  le  montre  Eisenstein, 

/.(".»t',<v)-/,(i/,  r,  iv)r^    /  — •-     ,  ==' 

Kroneeker  montre,  d'une  part,  qu'en  posant 


a'  -  a" 
a  —  a 


et  en  désignant  par  K  et  E  les  intégrales  complètes  de  première  et  de  seconde 
espèce  correspondant  à  cette  valeur  de  A%  on  déduit  facilement  des  deux  dcr- 


iM 
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E 


nières  relations,  la  valeur  suivante  du  qnotieÉt  srt 

•insi  que  les  relations 

si  K'  est  l'intégrale  complète  de  première  espèce  de  Lef endre  qui  €0] 
au  module  Ar'*  =  x  —  k*.  On  a  donc 

1  =  1-  Ar«^-/,( K  +  iK',  aK,  aïK'), 


K 


E 


Ajoutons  cette  valeur  de  jr  à  celle  que  Ton  obtient  en  changeant  k* 


on  aura 


E       E' 


g-f-g;  =  i-f-/,(K-f-iK'»  aK,  aiK')-/,(K-iK',  — aiK',  aK), 

D'autre  part,  Kronecker  démontre  que  Ton  a,  pour  tous  les  entiers  y, 
pour  tous  les  entiers  a,  p,  a',  p'  qui  vérifient  la  condition  ap'—  «'^  = 
relation 


/.(w-f-T«'-*-T'w.  ^'v-OL'(v,  -pv H- a«v) -/,(!*,  !»,«»)=  ^^p?J^ 


a' 


où  il  faut  remplacer  t  par  H-t  on  par  —  i  suivant  que  le  signe  de  la 


fp 


réelle  de  — .  est  positif  ou  négatif.  On  a  donc,  en  posant  dans  cette  rdatiotf 
w  =  K-HiK';        a  =  o,     ^  =  — i,    y  =  o;        a'=i,     p' =  o,     y' =  —  i , 


/,(K-iK',  -iiK',  2K)-/,(K-mK',  aK,  2iK')  = 


•K 


3KK' 


Comparant  les  deux  résultats  obtenus,  on  a  la  relation  de  Legendre 

K'E-f-KE'-KK'=  -. 

Cette  Note  de  Kronecker  est  la  dernière  qu'il  ait  publiée.  Dans  la  séance  do 
aa  octobre  iSgi,  il  communiqua  encore  à  TAcadémie  un  Mémoire  Sur  les 
deux  théorèmes  fondamentaux  concernant  la  réductibilité  des  fonctions 
entières  d'une  variable;  ce  Mémoire  devait  être  inséré  dans  les  Abhandlungen 
publiées  par  les  soins  de  l'Académie;  il  n'est  qu'annoncé  dans  les  Sitzungsbe- 
richte. 

La  notice  nécrologique  (')  sur  Kronecker,  publiée  par  M.  11.  Weber,  con- 
tient la  liste  de  toutes  les  publications  de  l'illustre  géomètre. 


(')  Mathematische  Annalen^  t.  43. 


BEVUE  DES  PUBLICATIONS.  ni 

Ttrhardt^C.-J.).  —  telbnii  et  Pascal.  (iù5.i-io68). 

On  admet  sfntrBlemenE  que  les  Jiiicltipprmcnu  de  l'Analyse  iariDiléainiiilr 
<iiil  en  pour  piint  de  départ  la  publîfalioa  de  CaTsIieri  Methadui  indiviti- 
Ullam  iiS3S).  M.  Ocrtiirdt  ne  paHigc  pas  relie  nplniufi.  ir  lui  semble  bien 
pluMtque  MSont  !«»  pnlillcalioni  de  Pcucaliai  nnl  conlribui! dans  nne  tarse 
suivre  i  am<raur  Lcibnii  4  introduire  dans  la  Sr-icncc  l'a  le"  ri  th  me  de  l'Ana- 
iyt»  IflGaitttiinile.  Sun  oplntim  repose  sur  des  lettres  incites  de  LcibnîK  qu'il 
commoniqne  i  rAeadfmîc,  et  sur  i-crtains  passages  des  MÉmnirct  publiés  par 
1m  Mslb4maticiens  Tranfiis  du  milieu  du  xtii>  ïidcle. 

Oa  Mit  que  ralBoritbme  de  l'Analyse  inlinittaiinale  a  JtËtmployiparLeibnii 
pour  la  première  (oit,  pendant  le  séjour  qu'il  (il   à    Paris  avec  Tchir&liaus 
(septembre  1G7S  i  noTcmbrc  1S76).  Or  parmi  les  lettres  de  L^ibaïi  i  Tchirn- 
haoa,  il  en  eit  une  Itês  importante,  encore  îai^dite,  datée  de  167g  et  dunoant  une 
dMCriplioa  diilailke  des  études  faites  par  Leibnii  pendant  son  s^juur  1  raris; 
c'est  la  dernière  Inlrc  d'une  première  série  de  lettres  ïdiaDgécs  entre  Tchimbaus 
M  Leifaait.  Lcibni»  >  dit  eipressément  qu'il  a  6U  aniend  &  (aire  ses  premières 
dicoofcrtea  d'Analyse  iuGaitésimale  i  la  suite  de  l'étude  des  Lettres  dans  Irs- 
qndka  Pascal  a  donné  la  solution   des  questions  cnoccrnaul  les  propriétés 
b  cjclolde,  que.  sous  le  nom  de  Dellonvillo,  il  avait  posées lui-mCme  à  ses 
coalemporaias. 
Os  retrouve  d'ailleurs  la  mime  atrirmation  de  L.eibnia  dans  une  lettre  A 
llMpllal  daUc  de  16^,  dans  te  pus[-seriplum  d'une  lettre  i  Jacques  Hernoulli 
datée  de  1703,  enfin  dans  le  Mémoire  lliitoria  et  origo  Caleuli  dijferentialu 
pitblté  dant  les  dcrniiïres  années  de  sa  vie- 
il inponc  de  remarquer  que  Inus  les  problèmes  rfsohis  par  Pascal  et  dont 
parie  Leihnii,  unt  ceux  de  la  célèbre  lettre  de  16SS  adresaéc  par  Pascal  i  Cat^ 
ri,  que  ceux  que  Pascal  avait  joinls  aux  précédents  en  publiant  celte  lettre 
i6&9  sous  le  litre  de   rraitt  gênerai  du  roulette*  et  que  ceux  qui  fool 
r«llj«t  des  cinq  /V'ofea  devant  servie  d'introduction  A  tes  solutions,  sont  résolus 
t  la  nanicrc  des  anciens  et  sans  que  l'on  trouve  dans  leurs  solutions  la 
Modre  trace  de  l'emploi  des  mftbodes  de  Dcicartcs. 

Lca  découvertes  de  Deicartet  n'ont  donc  exercé  aucune  ïnOucoce  sur  les  prc- 
liérea  découvertes  de  Lcibnii  dans  le  domaine  de  l'analyse  infinilésimalc- 
<^aad  llujgcns,  qui  déjà  avait  cnçagé  L^cibniz  t  étudier  les  Matbématiqoes  cl 
k  prendre  en  particulier  connaissance  des  Lettres  de  Pascal,  engagea  Leibaii  A 
prendre  connaiHpitni'c  des  Métlmdes  de  Dcjcart».  Lcibnii  possédait  déjà  un<! 
méthode  léaèralc  permeuani  de  quaricr  toutes  les  surfaces  de  révolution.  El 
«Ue  méthode,  comme  Leibnii  le  fait  d'ailleurs  remarquer  lui-même,  est  la 
nétbode  même  employée  par  Pascal  pour  quarrer  la  spbCre.  dans  l'une  de* 
tiaq  XottM  dont  noua  venons  de  parler. 

A.  l'appui  de  sa  Ihèse,  M.  Oerbardt  communique  1  l'Acadcmie  la  première 

hrtâe  d'nn  Manuscrit  de   Leibnii   ayant   pour  litre  ;  Ejc  Dtitton\-illan«o  «en 

Patealil  Grameliicù  exeerpta  :  eum  addUamenlia.  Ce  Manuscrit  est  sans 

date,  mai»  l»ut  porte  a  croire  qu'il  a  été  écrit  immédiiitemenl  après  la  rrn- 

itre  dri  l.ribnn  et  d'Heyieni,  en  iG^. 

lai*,  dan*  tim  (rind  Mémoire  de  167S  daté  do»  a.'i,  »S,  ig  octobre  et  1"  no- 
aliK  et  intitulé  ;  AnalytU  tttrttgoaùlica  tx  eentmharjeù,  Lcibnit,  tout 
«c  nilUdiant  immédialemrnt  aux  cinq  ATofra  de  Patral,  fait  UMGn  des  ré- 
laU  vbtenu*  par  Descarles.  C'est  te  ig  uctobre,  qu'il  emploie  poer  la  pre. 
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miére  fois  1c  symbole  /  et  qu'il  efTectue  Ici  premières  intégrations;  il  dé- 
signe d^abord  par  ^  la  difTérentielIe  de  y,  mais,  dès  le  ii  novembre  de  la  même 
année,  il  fait  usage  de  la  notation  dy  pour  désigner  cette  différentielle. 

Weier Strass  (A\).   —   Nouvelle  démonstration   du    théorème  : 
Tout  polynôme  entier  en  x  peut  être  mis  sous  la  forme  d'un 
produit  de  facteurs  linéaires  en  x.  (io85-i  loi). 

En  i859  et  en  1868,  M.  Weierstrass  a  communiqué  à  TAcadémie  une  nou- 
velle démonstration  du  théorème  fondamental  de  TAlgèbre;  cette  démonstra- 
tion diffère  essentiellement  de  toutes  celles  qu'on  a  données  jusqu'ici. 

On  commence  toujours  par  démontrer  que  tout  polynôme  entier  en  x  s'an- 
nule pour  une  valeur  au  moins  donnée  à  la  variable  x;  on  en  conclut  aisément 
que  ce  polynôme  s'annule  pour  autant  de  valeurs  données  à  la  variable  x^  que 
l'indique  son  degré,  pourvu  que  son  discriminant  ait  une  valeur  différente  de 
zéro;  lorsque  le  discriminant  du  polynôme  est  nul,  on  met  d'ailleurs  le  poly- 
nôme entier  en  x,  au  moyen  d'un  nombre  fini  d'opérations  rationnelles  sous 
forme  d'un  produit  de  polynômes  entiers  en  â;  à  discriminants  différents  de 
zéro. 

L'existence  des  racines  une  fois  assurée,  on  donne  des  procédés  qui  permet- 
tent de  calculer  ces  racines,  dans  chaque  cas  particulier,  avec  autant  d'approxi- 
mation que  l'on  veut. 

M.  Weierstrass  s'est,  au  contraire,  proposé  de  donner,  sans  supposer  au 
préalable  que  l'on  ait  démontré  l'existence  des  racines,  un  procédé  permettant 
de  former,  au  moyen  des  coefâcients  d'un  polynôme  entier  en  x,  des  expres- 
sions qui,  substituées  à  la  variable,  annulent  ce  polynôme. 

Si  l'illustre  géomètre  ne  publie  qu'aujourd'hui  sa  démonstration  du  théo- 
rème fondamental  de  l'Algèbre,  c'est  qu'aujourd'hui  seulement  elle  lui  appa- 
raît sous  sa  forme  définitive,  entièrement  débarrassée  de  toute  considération  de 
rontinuité  et  ayant  ainsi  le  caractère  purement  arithmétique  que  depuis  de 
longues  années  il  cherchait  à  lui  donner. 

Il  suffit  de  démontrer  le  théorème  pour  un  polynôme  entier  rn  x 

dont  les  coefficients  sont  rationnels,  réels  ou  imaginaires  et  dont  le  discrimi- 
nant est  différent  de  zéro,  car  cette  démonstration  une  fois  effectuée,  la  d«- 
monstration  dans  le  cas  général  est  immédiate. 

.M.  Weierstrass  détermine  d'abord  un  entier  positif  6/^  tel  que  si  Ton  envisa^^c 
tous  les  polynômes  entiers  en  x, 

.r" -^  \,.r"   ' -t-  V^j:"-'-!-. ..  t- A„. 

dont  les  coefficients  rationnels,  réels  ou   imaginaires  A,,  A,,  ...,  A,  diffèrent 
de  C,,  (î^,  . . .,  C„  de  moins  de  d^  en  valeur  absolue,  le  discriminant  de  chacun 
de  ces  polynômes  est  différent  de  zéro;  il  assigne  une  même  limite  inférieure  A 
différente  de  zéro,  à  la  valeur  absolue  de  ce  discriminant  pour  tous  les  pol\- 
nomes  envisagés. 
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Supposons  que  Ton  puisse  trouver  n  nombres 

tels  qu'en  désignant  par 

X- -h  (a„  a,,  . . . ,  a„  ), ar—'  -f-  («,.  a,,  . . . ,  a  J, x'* -'  -h H  (  a„  o,,  . . . ,  rt  J„, 

le  polynôme  entier  en  x  que  l'on  obtient  en  développant  suivant  les  puissances 

de  X  le  produit 

(J7— a,)(j7  — aj...(x  — a„), 

les  n  inégalités  (  où  les  deux  barres  indiquent,  comme  dans  tout  ce  qui  suit,  que 
l'on  envisage  la  valeur  absolue,  le  module,  de  l'expression  qu'elles  comprennent  ) 

|C,  —  (a,,«,.  ...,«„),  I  <<, 


|C„— («„«,.  ...,«»)„|<f/o» 
soient  vérifiées  simultanément.  Posons  alors  successivement 

t?^{x)  =  (x  —  a\)  {X  —  a',) . .  .{X  —  a'„) 

=  x" 4-  ( tf'.,  a;,  . . . ,  rt',,  ), x"-'  -+-...  +  («;,<,  . . . .  a;,  ),, 

«._«'    /("')      „._„'    /("'■>  „'_„'    /(''«> 

a.  =  a, r-; — 7—»  o.  --  ci-  —  —7-; — r-»  ....  a-  —  «  ,  —  —7-; — 7— r  ♦ 

et  continuons  ainsi  de  façon  qu'en  général,  pour  chaque  accent  (X),  après 
«Toir  obtenu  les  nombres 


"1        * 

on  en  obtienne  d'autres 

"1  j 

a'?'. 

■  •  •  *        /i  ' 

en  posant 

ii8  SBCONDB  PARfIB. 

Il  est  facile  de  voir  que,  pourra  que  l'on  pfemieXaiseifraad»  les  codickrti 

du  polynôme 

que  Ton  obtient  en  déTeloppant  suivant  les  pvisst&ees  de  w  le  prodvit 

différent  des  coefficients  C„  C,,  ...,  G,  du  polynôme  propoeéi  d'aussi  peu  qee 
Ton  veut,  en  valeur  absolue. 
Il  en  résulte  que  les  n  nombres  définis  comme  sommes  des  séries 

*•• • I 

.  ^a'-y  Z<^ 

vérifient  les  n  équations  simultanées 


(  j?,,  j:,,  . . . ,  a?^)„  —  C., 

et,  par  suite,  que  le  polynôme  entier  en  x 

x"  -f-  C.ic"-»-^  C,a:'^»-4-. .  .-f-  C^ 

s'annule  pour  x  ■=  x^y  x  —  a?,,  . . .,  x  =  x^. 

2.  Tout  est  donc  ramené  à  montrer  que  Ton  peut  trouver  n  nombres  a^y 
a^j  . . .,  a^  tels  que  les  n  inégalités 

soient  vérifiées  simultanément. 
M.  Weierstrass  s'appuie  à  cet  effet  sur  les  deux  lemmes  suivants  : 

«  Soient 
deux  polynômes  quelconques  entiers  en  x,  à  coefficients  rationnels,  réels  ou 
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imaginaires,  dont  les  discriminants  sont  différents  de  séro.  Envisageons  le  po- 
lynôme entier  en  x  défini  par  la  relation 

où  T  et  «  sont  des  paramétres  quelconques,  et  où  i  représente  Tunité  imagi- 
naire. 

On  peut  donner  au  paramètre  s  des  valeurs  réelles  rationnelles  k  telles  que 
le  discriminant  du  polynôme  entier  en  x  que  nous  venons  de  désigner  par 
/{Xj  t),  ne  s'annule  pour  aucune  valeur  réelle  donnée  au  paramétre  t. 

Il  est  essentiel  pour  l'objet  que  Ton  a  en  vue  de  montrer  comment,  des 
que  Ton  connaît  les  nombres  rationnels 

Cjo),    C(o),     ...,    C\V)        Cii),    Ci»\     ...,    Cy^ 

oo  peut,  au  moyen  d*un  nombre  fini  d'opérations  rationnelles,  déterminer 
ce  nombre  rationnel  A*.  Pour  la  démonstration  du  théorème  fondamental  de 
TAIgèbre,  il  suffit  de  fixer  A*  de  façon  que  le  discriminant  du  polynôme /(x,  t) 
ne  s'annule  pour  aucune  valeur  réelle  de  t  vérifiant  les  inégalités 

0<T<I. 

D'autre  part,  on  peut  déterminer  n  nombres  rationnels  positifs 

r      r  r 

tels  que  Ton  ait,  quel  que  soit  le  nombre  réel  t  compris  entre  o  et  i, 

|cPl<r.,      |Ci^M<r„      ...,      |CiJ)|<r,, 

et  l'on  voit  que  les  nombres  d^  et  A^  du  paragraphe  précédent  ne  dépendent  que 
de  r„  r„  ...,  r.  et  non  des  coefficients  Op,  C*,^',  ...,  Cj'  dont  les  valeurs 
varient  avec  le  paramètre  t. 

3.  Ceci  posé,  fixons  arbitrairement  n  nombres  rationnels  inégaux  réels  ou  ima- 
ginaires 

prenons  pour  le  polynôme /«(x)  du  paragraphe  précédent  le  polynôme  entier 
en  X 

/^{x)  =  {x  -  a[o)){x  -  a[^)). .  .{X  -  al^^) 

et  pour  le  polynôme /,( 2?)  le  polynôme  quelconque  donné  dont  on  veut  dé- 
montrer qu'il  admet  autant  de  racines  que  l'indique  son  degré. 
Donnons  au  paramètre  t  les  valeurs  réelles  comprises  entre  o  et  i, 

12  ^  —  ' 

o,         —  »         —  »  •••! f  I, 


^'  g 


le  polynôme  entier  en  x  obtenu  en  développant  suivant  les  puissances  de  x  le 
produit 

(•ï^  -  û^x.  )  (^  —  «X,)-  •  -(^  —  "x-)« 
les  ng  inégalités 


^•V^'       --(^Â,.''m'    •••»«XJ^ 


,/  /A^I,i g\ 

\  V  -  1 ,  2 n] 


soient  vérifiées. 

Pour   \  —  g^  c'est  précisément  le  théorème  auquel  on  avait  précédenimeDi 
ramené  la  démonstration  du  théorème  fondamental  de  TAIgèbre. 

J.  M. 


^ 
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où  g  est  un  entier  positif  fixé  arbitrairement  de  façon  que  les  n  inégalité» 

soient  vérifiées»  et  envisageons  les  nombres 

(V  =  1,2,   ...,")» 

qui  correspondent  à  ces  valeurs  données  à  t. 

M.  Weierstrass  montre,  en  s'appuyant  sur  les  deux  lemmes  du  paragraphe  ^ydo' 
précédent,  que  Ton  peut  déterminer,  au  moyen  d*un  nombre  (loi  d*opératioDi  «  cv  «ji 
rationnelles,  des  nombres 

fl|i»    ^,,1     •••»    <ï,M» 
puis  des  nombres 

puis  des  nombres 

et  ainsi  de  suite,  enfin  des  nombres 

tels  que,  en  désignant,  pour  X  =  i,  2,  . . .,  ^,  par 


I    I 


*   •:'/ 


à 
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CX>MPTES  RENDUS  hebdouadaibes  des  séances  de  l'Acadé&iib  des  Sciences. 

TomoCXVIH,  1894  (*)• 

Bertrand  {J.).  —  Note  sur  un  problème  de  Mécanique.  (i3-i5). 

M.  Bertrand  revient  sar  le  problème,  devenu  classique,  qu'il  a  posé  il  y  a 
près  de  vingt  ans. 

Un  point  matériel  est  sollicité  par  une  force  dont  les  composantes  sont  dé- 
terminées en  fonction  des  coordonnées  de  ce  point,  quelle  que  soit  sa  posi- 
tion. Quelle  est  la  loi  de  ces  forces  pour  laquelle  le  point,  quelles  que  soient 
les  conditions  initiales,  décrit  une  section  conique? 

L'auteur  donne  de  ce  problème  une  solution  des  plus  élégantes  dans  le  cas 
où  la  force  est  fonction  de  la  seule  distance. 

Picard  {E m,).  —  Sur  Téqualion  aux  dérivées  partielles  qui  se 
rencontre  dans  la  théorie  de  la  propagation  de  l'électricité. 
(16-17). 

M.  Picard  propose,  pour  intégrer  Véguaiio/t  des  télégraphistes 

une  méthode  plus  simple  que  celle  de  M.  Poincaré. 
Par  le  changement  de  variables 

cette  équation  prend  la  forme 

^  ou  ov 

et  la  fonction  U  doit  être  déterminée  par  les  conditions  complémentaires  que 
les  valeurs  initiales  (pour  ^  =  0)  de  U  et  ses  dérivées  partielles  du  premier 
ordre  soient  données  sur  la  bissectrice  de  l'angle  des  axes,  les  valeurs  données 
n'étant  différentes  de  zéro  que  sur  un  segment  fini  de  cette  bissectrice* 

On  peut  alors  appliquer  la  méthode  d'intégration  de  Hiemann,  exposée  dans 
le  tome  II,  p.  71,  des  Leçons  de  M.  Darboux,  si  Ton  peut  trouver  l'intégrale 
de  réquation  (3),  qui  pour  u  ^  u^  prend  la  valeur  i  quel  que  soit  v,  et  pour 
if  =  t>^  la  valeur  1  quel  que  soit  u.  Or  on  l'obtient  en  posant 

Z  =  (M  —  Mj(i;  —  i^J, 

ce  qui  donne  pour  U  une  fonction  9(^)  satisfaisant  à  l'équation  dr  Rcssel, 

d*  o       d9 


(•)  Voir  Bulletin,  XIX,  p.  20'». 
BuU»  des  Sciences  mathém.,  i*  série,  t.  W.  (Juin  iK9(').)  K.i 
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La  fonction  rliercliéf  fsl  uDe  série  de  Bessel,  et  cette  solution  permet 
discuter  facilement  les  intégrales  de  l'équation  (i). 

Coculesco,  —  Sur  les  expressions  approchées  des  termes  d'ordi 
élevé  dans  le  développement  de  la  fonction  perltirbatrice.  (Sgid- 

L*auteur  se  place  dans  le  cas  particulier  qu'a  déjà  considéré  M.  Poincaré, 
reprend  en  la  développant  la  méthode  de  ce  géomètre. 

Lippniann,   —  Sur  la  théorie  de  la  photographie  des  couleurs?' 
simples  et  composées  par  la  méthode  i n  1er férenli elle.  (9^-97)-    ^ 

M.  Lippmann  donne  la  théorie  mathématique  de  la  photographie  des  cou — 
leurs,  phénomène  qui  est  dû  aux  interférences  lumineuses. 

Il   considère  d'abord    le  cas   simple   où  l'impression  est  produite  par  un* 
lumière  homogène  de  longueur  d*onde  \  tombant  normalement  sur  la  couch< 
sensible  qui  est  adossée  à  un  miroir.  L'interférence  entre  le  rayon  réfléchi 
le  rayon  incident  donne  lieu,  en  un  point  de  la  couche  situé  i  la  distance  s^S' 
du    miroir,   à    une   vibration    stationnaire   dont    l'intensité    a    pour    mesuir-.J»'^ 

f\  sin'— ^• 

Il  en  résulte  au  point  2,  après  développement  de  l'épreuve,  un   pouvoir  ré-    — 
(lecteur  p,  fonction  de  cette  intensité, 


P  =  ©^sin'î-^j. 


Cela  posé,  si  Ton  éclaire  la  couche  développée  par  de  la  lumière  blanche,  et 
que  l'on  envisage  l'une  des  couleurs  composantes  de  longueur  d*onde  X.  à 
ronln'o  la  vibration  (jui  donne  lieu  à  cette  couleur  a  p<)ur  équation 


y  ---  sin  ît:  -• 

T 


Après  réne\i«>n  sur   un  clcnienl  dz  situé   en  c,  elle  «levienl,  à  cause  de  la 
perle  de  phase  duc  au  clicinin  parcouru  dz, 

1-  i  ^        ^^\  .  \T,  z    .         t  ,      .    Ut:  z  t 

y  —  p  dz  siu  >-(  -  —   V  ,  I  =  ?  "-  cos— r^sinir-  —  p  dz  sin-^-;-  cosar  -• 

^TA/  A  T  A  T 

Kn  inlé{2;raiit  de  z    ■  u  À  z  —  Z  (épaisseur  de  la  couche),  on  aura  la  \il»ration 
résultante  qui  parvient  à  \\vi\.  L'expression  de  cette  vibration  a  la  forme 

.      .    iT.t        _.         }.r.t 

\  SMI -•-    1    CO> ♦ 

T  T 

\         /      oct>s-ï^e/j,         V --     /     0  <in—~dz. 


LanipliUitle  ii.  e«uniM«*  un    sait,   p«»ur   r\piY«»sion  \\'-t-^^  Il   est   plu«  coni- 


j 
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iiiikle  (le  di.'U'iiter  Tcxpression 

..    ...     r^  (    k"^^    .  .  4~-  V  * 

Si  on  la  partage  en  une  somme  d'intégrales  prises  respectivement  entre  les 
limites o  et  -»  -»  et  i  -»  ...,«-  et  (/?  + 1)  -»  on  voit  facilement  qu'on  i>eut 

22  2^2^^  2  ^' 

la  mettre  sous  la  forme 

X  -*-  Y I  =  (  I  -+-  M  H-  i/M- . . .  -♦-  M^ 


.^     /•*    /       4^:3        .    .    t^T.z\  , 

-•)     j        p^COS-^   -{-I5in-:^JJ3, 


ou 

27:X        .    .    27rX 
u  =  cos— TT — h  I  sin    ^,    « 

A  A 

Si  V  n'est  pas  égal  à  X,  le  rapport  ^t  est  nécessairement  fractionnaire  à  cause 

de  la  faible  étendue  du  spectre  visible  qui  comprend  moins  d'un  octave.  Dans 
ce  cas  la  somme  i  -4-  m  h-  m*  -h.  .  .h-  uf-^  reste  finie,  quelque  grand  que  soit  /?, 
tandis  que  si  X'=  X,  celte  somme  est  égale  à  p.  On  arrive  donc  à  cette  con- 
clusion capitale  que  la  couche  sensible  ne  peut  renvoyer  que  la  couleur  même 
qui  Ta  impressionnée. 

Oo  arrive  à  une  conclusion  analogue  lorsqu'on  suppose  la  plaque  photogra- 
phique exposée  à  une  lumière  hétérogène. 

Potier,  —  Noie  sur  un  problème  de  Mécanique.  (ioa-io4). 

II  s*agit  toujours  du  problème  de  M.  Bertrand  :  un  point  matériel  étant 
sollicité  par  une  force  dont  les  composantes  sont  déterminées  eu  fonction  des 
coordonnées  de  ce  point,  quelle  est  la  loi  de  ces  forces  pour  laquelle  le  point, 
quelles  que  soient  les  conditions  initiales,  décrit  une  section  conique? 

Halphen  et  M.  Darboux  avaient  donné  la  solution  générale  de  ce  problème, 
sans  faire  la  restriction  que  cette  force  est  fonction  de  la  distance  seule. 
M.  Potier  parvient,  par  une  méthode  extrêmement  rapide,  au  résultat  obtenu 
par  ces  deux  géomètres. 

Kotelnikoff.  —  Généralisation  de  quelques  théorèmes  de  Méca- 
nique. (i29-i3i). 

Si  les  liaisons  d'un  système  de  points  matériels  permettent  un  déplacement 
hélicoïdal  de  tout  le  système,  l'auteur  dit  que  le  système  admet  un  torseur 
virtuel. 

L'auteur  démontre  sur  ces  torseurs  une  suite  de  théorèmes,  généralisant  des 
propositions  connues  de  Mécanique  et  dont  voici  le  premier. 

Si  le  système  admet  un  torseur  virtuel,  la  dérivée  du  moment  du  torseur 
des  quantités  de  mouvement  par  rapport  au  torseur  virtuel  est  égale  au  mo- 
ment du  torseur  des  forces  par  rapport  au  même  torseur  virtuel.' 

f^cornii,  —  Sur  le  pendule  à  lige  variable.  (i3a-i3/î). 

Le  mouvement  plan  d'un  pendule  à  lige  \Hriabie  e**!  régi  pjir  Téfiuation  dillV- 
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rentielle 

dans  laquelle  l  désigne  la  longueur  du  pendule  el  B  riscHoaisoii  s«r  la  veiti- 
cale.  Si  la  'longueur  varie  proporlionnellement  au  temps  et  que  les  oteillaUotti 
soient  assez  faibles  pour  qu'on  puisse  confondre  sio  6  avec  0»  eetie  éqvatMMi 

se  présente  sous  la  forme 

(a)  j:2j;.-f-ii  =  o. 

Celle-ci  s'intégre  au  moyen  des  fonctions  de  Bessel.  Si  Ton  pose 

t 
9=  V^J,(av^), 
l'intégrale  générale  est 

Les  transformations  bien  connues  qu'on  peut  faire  subir  aux  fonciions  de 
Bessel  permettent,  dans  le  cas  où  les  variations  de  longueur  de  la  tige  sont 
.  peu  considérables,  d'arriver  à  une  expression  de  l'inconnue  0,  d'où  M.  Lecoran 
déduit  facilement  les  époques  des  diverses  élongations  à  droite  et  à  gnache. 

L'auteur  étudie  ensuite  le  mouvement  conique  d'un  pendule  extensible  tou- 
jours suivant  la  même  loi  de  proportionnalité  /sa-t-6l.  Ce  mouveneot 
conique  résulte  de  deux  mouvements  plans  rectangulaires  régis  par  des  éqaa- 
tions  de  la  forme 

L'intégration  de  cette  équation  se  ramène  à  celle  de  l'équation  (t).  Si  u  dé- 

/dx 
— j->  riniégrale 

générale  de  (3)  est  (à  un  facteur  constant  prés) 


Ju*  -h  u  • 
tv==  ï ^. 

a  -+-  o/ 

Boussinesq .  —  Intégration  de  Téquation  du  son  pour  un  fluide 
indéflni  à  une,  deux  ou  trois  dimensions,  quand  des  résistances 
de  nature  diverse  introduisent  dans  cette  équation  des  termes 
respectivement  proportionnels  à  la  fonction  caractéristique  du 
mouvement  ou  à  ses  dérivées  partielles  premières.  (162-166). 

Le  problème  que  se  pose  M.  Boussinesq  est,  au  point  de  vue  analytique, 
une  généralisation  dans  Tcspace  à  trois  dimensions  de  celui  qu*exprime 
réquation  des  télégraphistes,  récemment  intégrée  par  M.  Puincaré,  puis  pins 
simplement  par  M.  Picaixl. 

Si  Ton  cherche  à  mettre  en  équation  le  problème  de  la  propagation  du  son 
dan<%  un  milieu  où  le  mouvement  provoque  des  résistances  proportionnelles  au 
cléplaccmenl  et  à  ses  dérivées  partielles,  on  parvient  à  une  équation  aux  déri- 
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vécs  partielles  qui.  après  le  rliangcment  de  fonction  hion  connu 

prend  la  forme 

r>w       à^u       d'à       ô*u    ,   ,  ., 

ôt*        Ox*        âr'        dz'       ^ 

La  méthode  qui  conduit  M.  Boussinesq  au  but  consiste  à  introduire  une 
variable  de  plus  que  celles  qui  figurent  dans  la  question,  variable  qui  fina- 
lement doit  recevoir  la  valeur  zéro. 

Pour  simplifier,  l'auteur  suppose  que  le  milieu  vibrant  ait  seulement  deux 
dimensions.  L'équation  à  intégrer  se  réduit  à 

iA  Cl  -T^  devant  se  réduire  pour  ^  =  o  à  des  fonctions  connues  f{}\  s),  V{y^  5). 

M.  Boussinesq  montre  comment  l'intégrale,  pour  ce  milieu  visqueux  à  deux 
dimensions,  se  rattache  à  l'intégrale  relative  à  un  milieu  à  trois  dimensions, 
mais  parfaitement  élastique.  Cette  dernière  est  bien  connue  depuis  Poisson.  On 
en  déduit  facilement  cette  solution  du  problème  proposé 

m  rz.      —    /     co(a  A/ cosa)/(  ^ -h  /  cosfî,  2 -H  /  cosY)  - - 
H /     co(2AYcosa)  F(^' -+- /  cosJJ,  5  +  /  cosy) — » 

où  les  intégrations  s'étendent  à  toute  l'aire  a  =  4^^'  de  la  sphère  décrite  du 
point  (y,  z)  comme  centre,  et  où  le  signe  co  désigne  un  cosinus  hyperbolique 
ou  un  cosinus  ordinaire  suivant  que  la  constante  A-*  figure  dans  Téquation  (i) 
avec  le  signe  +  ou  avec  le  signe  — . 

Dans  le  cas  où  une  seule  coordonnée  (Igure  dans  Téquation  (i),  l'expression 
de  u  se  simplifie  et  devient,  aux  notations  près,  égale  à  celle  qu'a  trouvée 
M.  Poincaré. 

Pellet,  —  Sur  les  équations  et  les  fonctions  implicites.  (i8>.-i83). 

Soit  la  série  entière 

/(jr)  —  rt.,  4- rt,x -H. .  .-♦-  u^x*"-^... 
Si  la  fonction 

*„  ~T"  31,  X  ~r"  »  «  •  ~T~  *|..^|  X         ~~~  31    X    ~\~  3tjj .    X         ~t~  •  .  •  « 

qui  offre  deux  variations  do  signe  cl  où  3c,  désigne  Ir  module  de  a,,  est  néga- 
tive pour  les  valeurs  de  x  positives  et  comprises  entre  /*,  ri  '*a(''j  ^- '',).  on 
peut,  comme  le  montre  M.  Pellct,  fornirr  par  des  procédés  purement  algé- 
briques l'équation  qui  donne  hr«»  /i  rarine»*  dr  ré(|iialion  f^x)  v  o  coin[rriM'< 
dant  le  rcrcle  de  rayon  r,. 


ii6  SKCONlHi  l'Ail  nu. 

Si  l'on  sappoM,  en  obtre,  q«e  la  roiiciiiiii 


^  ^. .,,.'■ 


loil    DigatîTe    poor    les    valeurt    poïilives    de    x    cnmpriM'i    ratre    r\    el  ^^^■ 
r',{r',  >  J-*, >/-,),  on   peut  obtenir  algi'briqiiCDienl   l'^(|iiatinn  igui  idmM  po«T  "^ 

le»  cercle»  de  rajaB»  r'^  et  r*,. 

Boassinesq.  —  Intégration  de  l'équalion  <lii  snn  pour  un  lluîde  < 

indéfini  à  une,  deux  ou  trois  ilimensions,  (|iiBnU  il  y  a  diverses  -* 

résistances  au  mouvement;  cuiisi^qucnces  phvsiques  de  crilr  — 
intégration.  (3ï3-236). 

Par  une  métbode  analogue  t  celle  q«i  loi  a  «ervl  povr  an  nilica  i  4cbi       ' 
1,  l'anleur  parvient  A  ïntigTcr  l'équation 


C') 


de  ~  é3f      Sp"*"  d'F 


tik'u. 


qui  rifil  la  propagation  dei  petits  moaremeiiti  dans  an  milieu  à  troitdiBM- 
(ioDs  doué  d'une  rtsiitance  proportionnelle  au  d^plaeenenl  et  i  Mt  dérÏTéci 
première*. 
Si  l'on  désigne  par  U(C)  ■■  série  de  Beascl 

U(;)  =  t±-^^--^±:-;-^-p -+-..., 
la  solution  de  Tiquation  (i)  sera  donnée  par  la  formule 

+  j^  /"   t(t'/'-A'TMrft^y*(J  +  TCosx.^  +  tcos?.s  +  Tco»T>~- 


1  les 


ntégra 


•X- 


i  tende  ni   i 


centre   (x,y,s)  et  dont  les  divers   points  sont  les 
Taisant  avec  les  aies  des  angles  ëgaui  i  a,  ^,  7. 

Cette  formule  montre  qu'un  ébranlement  se  pro[iage  avec  la  mime  vitesse 
que  s'il  n'y  avait  pas  de  résistance,  c'esl-i-dire  que  si  k  était  nul.  Mais  une 
fuis  que  le  mouvement  a  atteint  un  certain  point,  il  y  persiste  indéfiniment. 
Les  ondes  en  s'avançant  ont  un  front  Lien  déterminé,  maïs  une  queue  sans 
limite  précise.  M.  Poincaré  avait  déjà  reconnu  celte  inQuence  de  la  viscosité 
du  milieu  dans  le  cas  particulier  qu'il  avait  étudié. 

Dégorges.  —  Anomalies  de  la  pesanteur  présentées  par  le  con- 
tinent nord  américain.  (339-230). 


Des  mesures  réceniei  du  c 


mmandant  Dellurges  el  d'un  certain  nombre  de 
iille  que  le  littoral  d'une  même  mer  parait  pw- 
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séder  une  pcsanleur  caraclcristiqiie  dont  la  variation,  le  long  de  ce  littoral, 
»uit  assez  exactement  la  loi  du  sinus  carré  île  la  latitude,  énoncée  par  Clairaut. 
Mais,  d'un  côté,  les  Iles  qui  s*élévent  au-dessus  des  eaux  profondes  présentent 
un  excès  considérable  de  pesanteur;  de  l'autre,  sur  l'ancien  continent,  on 
constate  un  défaut  de  la  gravité  qui  conlrebalance  l'excès  des  lies  de  TOcéan. 
Grâce  à  son  pendule  réversible  invrrsable,  M.  neiïorges  vient  de  consialer 
que  le  nouveau  continent  comme  l'ancien  présente  cette  animialie  négative  de 
la  pesanteur.  Cette  anomalie  sur  le  haut  plateau  américain  est  à  peu  près 
égale  et  de  signe  contraire  aux  anomalies  des  Mes  qui  surgissent  des  grandes 
profondeurs  du  Pacifique  et  de  l'Atlantique. 

Lucas  (F.),  —    Etude  de  rélaslicilé  des  métaux.  (^Si). 

L'auteur  présente  un  court  résumé  du  Mémoire  qu'il  a  soumis  à  l'approba- 
tion de  TAcadémie. 

Quand  on  tire  sur  une  barre  de  fer  ou  d'acier  recuit  jusqu'à  qu'elle  menace 
de  se  rompre,  on  peut  observer,  dans  les  phénomènes  qu'elle  présente,  trois 
périodes  successives  : 

I*  Période  d'élasticités  caractérisée  par  le  retour  de  la  barre  à  sa  longueur 
primitive  lorsqu'on  supprime  l'efTort  de  traction; 

a*  Période  d'écoulement  y  caractérisée  par  la  disparition  momentanée  de 
Télasticité  de  la  barre  et  la  production  d'un  allongement  permanent; 

3*  Période  mixlCy  pendant  laquelle  on  voit  se  produire  simultanément  un 
allongement  élastique  et  un  allongement  permanent. 

A  la  théorie  connue  de  la  période  d'élasticité  iM.  F.  Lucas  ajoute  deux 
théories  nouvelles  relatives  à  la  période  d'écoulement  et  à  la  période  mixte. 
Ces  théories»  conformes  aux  faits  observés,  sont  fondées  sur  le  principe  de  la 
conservation  de  l'énergie  et  sur  la  répartition  du  travail  mécani(]|ue  en  énergie 
polenlielle  et  en  énergie  calorifique. 

Janet{A,).  —  Sur  la  sominalion  rapide  de  cerlaines  séries  peu 
convergentes  (séries  harmoniques  alternées).  (239-240). 

Les  séries  de  la  forme 

I  I  1  I 


S  .-- 


a  -h  0       <*  -I-  ■  <  6       a  -^  Sb       «  -h  /|  A 


sont  convergentes  quand  ù  est  positif,  aiais  leur  convergence  est   très  lente 
quand  le  rapport  -  est  petit. 

En  remarquant  que 

.1    p-i^-  - 


---  f 


I'    h 


on  voit  que  l'on  a 


0    f^     I  -1   X 


seconde:   l'AItTIK 


Pour  csicaler  rapidement  une  vftleui 

place  dam  cette  ioUgrale | 

el  I,  U  différence  ^     ■■  —  ?(«)  garde  c-tniiiammcnl  le  ni$i 
paiM  pas  une  valear  i.  Alora  S  a 


ï, 

avec  l'approximatioD ^■ 

On  trouve  racilemeot 

et,  par  lui  te, 

avec  ane  erreur  iaférteore  i 


J  ^fix 


J       ■       _  1 


o,eio6 T- 

Pour  atteindre  cette  approiimation  par  le  calcul  direct  de*  termei.  il  ea 
faudrait  au  maint  94. 

En  suivant  toojonra  la  même  idée  et  remplaçant par  nae  valeur  eocoie 

plua  approchée,  M.  A.  Janet  obtient,  pour  repréaenler  S,  ane  toauw  de 
i3  termes  qui  donne  une  approiimaiion  sopérienre  i  celle  qn'on  attmndnti 
en  prenant  a5o,oi»o  termes  dans  ta  i^rie  proposée. 

La  même  méthode  ett  applicable  A  la  aérie 


fl-hô       «-hsfr       a  +  36       âTJb 

Il  est  curieux  que  l'iippraiïiniitiuD  71  pour  un  nombre  dunné  de  termes 

utilisés,  ne  dtpenJc  pas  de  la  rapidité  avec  laquelle  la  série  converge. 

Demottlin.   —   Sur   une    propriété   métrique  commune   à   trois 
classes  parliciilières  de  congruences  rectiligncs.  (aja-^^'i)- 
Les  cungruencei  que  H.  Demuulin  co'nsidiire  sont  : 

1°  Celles  qui  étalilisscnt  une  correspondance  entre  une  famitle  d'asympto 
tiqucE  Hpparieuant  à  l'une  de»  nappes  de  la  surface  fucale  et  une  famille 
d'a'i)'rnplutii|ues  appartenant  ù  l'autre  nappe; 

lappes  de  la  surface  focale  desquelles  le« 


s  d«<: 


ixidenl 


:i-  l.t: 


»  surface  foculu  corrvsponder 


s  ligne 


s  de  l'u 


e  des  nappe* 
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el  que  M.  Demoulin  démontre  d'une  manière  générale  en  s'appuyant  sur  cer- 
taines formules  relatives  aux  surfaces  réglées  : 

Soient  S  et  S'  les  deux  nappes  de  la  surface  focale  de  l'une  des  congruences 
en  question  ;  une  droite  quelconque  de  cette  congruence  touche  S  en  M  et  S' 
en  M';  les  plans  focaux  relatifs  à  cette  droite  font  entre  eux  Tangle  V.  Si  R,, 
R,  sont  les  rayons  de  courbure  principaux  de  S  en  M,  et  R',,  R',  ceux  de  S' 
en  M',  on  a 

r,r,r;  R;sin«v^=  ïm'\ 

Houssinesq,  —  Complément  à  une  précédente  Noie  :  Sur  la 
propagation  du  son  dans  unjluide  soumis  à  des  résistances 
diverses;  détermination  analytique  du  problème.  (271-27G). 

Pour  compléter  Tétude  de  l'équation 

HT'  =Tx'-^-ôp-'--d^' -'''''"' 

M.  Doussinesq  prouve  qu'elle  détermine  complètement  la  suite  des  valeurs 
de  la  fonction  continue  u  aux  diverses  époques  t^  dés  que  l'on  se  donne  la 
valeur  initiale  îp(a7,  y^  z)  pour  t  =  o,  ainsi  que  celle  «I>(j:,  y^  z)  de  sa  dérivée 
première  par  rapport  à  t. 


Cosserat.  —  Sur  des  congruences  recti lignes  et  sur  le  problème 
de  Ribaucour.  (335-337). 

M.  Cosserat  établit  la  proposition  suivante,  réciproque  de  celle  qui  a  été 
énoncée  par  Ribaucour  et  démontrée  par  M.  Blanchi. 

Pour  qu'une  congruence  établisse  une  correspondance  entre  les  asymplo- 
tîques  des  deux  nappes  (P,)  et  (F,)  de  la  surface  focale,  il  faut  et  il  suffit  que 
le  produit  des  quatre  rayons  de  courbure  principaux  des  surfaces  (1\),  {V\) 
aux  points  correspon<lants  P,,  F,  soit  égal  à  la  quatrième  puissance  du  quo- 
tient de  la  distance  de  ces  deux  points  par  le  sinus  de  l'angle  des  plans 
focaux. 

En  terminant  l'auteur  appelle  Tattention  sur  une  question  posée  par  Ribau- 
cour : 

Etant  donnée,  entre  deux  surfaces  (A)  et  (  R),  une  correspondance  telle 
qu'il  existe  une  sphère  tangente  à  ces  deux  surfaces  aux  points  correspon- 
dants A  et  R,  dans  quel  cas  une  pareille  correspondance  peulcllc  fournir  une 
représentation  conforme  de  l'une  des  surfaces  sur  l'autre? 

Demoulin.  —  Sur  une  propriété  caractéristique  de  Télément  li- 
néaire des  surfaces  spirales.  ( 337-340). 

Soient  (S)  et  (S,)  deux  surfaces  qui  se  correspondent  par  orthogonalilé  des 
élémenU,  iM  et  M,  deux  points  correspondanis. 

Si  les  droites  MM,  sonl  tiin^entcs  à  la  surface  (S),  c<'IIe-ri  >cra  applicabli' 
••iir  une  surface  spiralr.  Son  élénicnl  linéaire  ayant  été  ramené  à  la  forme 

f  1)  rf.v^-c^'n(;i)(f/x'-i  f/?). 


iJo  SECONDE   PAHTIK. 

les  (IroilL's  MM,  serunl  tangenles  aux  lignes  p  —  coost ,  et  un  poiot  quelconquf 
M,  de  (S,)  sera  le  centre  de  courbure  géudésique  en  M  de  celle  des  courber 
a  —  eonsl.  qui  passe  en  ce  point. 

Réciproquement,  lorsqu'une  surface  (  S  )  admet  rélément  linéaire  (i)  des  sur- 
faces spirales,  les  centres  de  courbure  géodésique  des  lignes  a  =  const.  sont 
situées  sur  une  surface  (S,)  qui  correspond  à  (S)  par  ortiiogonalité  des  ëlr- 
inents.  Un  point  quelconque  M  de  (S)  a  pour  correspondant  le  rentre  de 
courbure  géodésique  en  M  de  celle  des  courbes  a  =  const.  qui  passe  en  ce 
point. 

L'uuteur  démontre  encore  cette  proposition  négative  :  il  ne  peut  y  avoir 
deux  surfdces  (S)  et  (S,)  (sauf  le  cas  peu  intéressant  du  plan),  qui  se  corres- 
pondent par  orthogonalité  des  éléments  de  telle  manière  que  les  droites  MM, 
qui  joignent  deux  piiints  correspondants  soient  tangentes  aux  deux  surface». 

liorel.  —  Sur  quelques  points  de  la  théorie  des  fondions.  (34o- 
L'auteur  considère  les  fonctions  ^{z)  représentées  par  une  si;rie  de  la  forme 


dans  laquelle  les  a  sont  des  entiers  limités  et  les  A  des  quantités  telles  que  la 
série  £A^  soit  convergente.  On  suppose  que  les  points  a',  dans  le  voisinage 
desquels  se  trouve  une  infinité  de  points  .\,  forment  au  plus  des  lignes,  et  que 
les  points  a,  non  situés  sur  ces  lignes,  sont  isolés  ou  ont  des  points  limites 

isolés. 

Les  fonctions  ainsi  définies  possèdent  certaines  des  propriétés  les  plus  impor- 
tantes des  fonctions  analytiques,  considérées  comme  un  ensemble  de  dèvelop- 

inents  de  Taylor.  Notaiiinient,  si  de  telles  fonctions  z{  z)  sont  liées  par  une 
r<-latiun  Hl^ébri(|iic  vérifiée  pour  tous  les  points  d'une  aire  S,  cette  relatitui 
<'«»l  identique  et  par  suite  vraie  en  tous  les  points  où  les  séries  sont  conver- 
j:eiites.  <>n  p<'iil  iU"<  lors  convenir  <|ue  les  série>c(c)  représentent /fl  mêmf 
/nnctinn  en  Icuis  les  f)oiiiis  où  elle?»  con\erpenl:  celle  dêiinition  n'est  jamai'o 
en  coiitr<i<lieli«>n  a\ec  celle  dti  prolongement  analxtiqne  au  mo\en  de  la  série 
(le  Tuylor.  CU-ei  seiiiMe  ineonipulilile  avec  un  résultat  singulier  obtenu  par 
M.  Poin«',iré.  iiiuis  M.  Bon-I  iiimitre  (|ue  la  contradiction  n'est  qu'apparente. 
L'aiileur  einisa^^e  eiiNuile  une  série  »(c).  en   supposant  seulement  que  la 

M'ile  l,y  A„,  M>it  conxerKente.  Soient  V  et  (^>  deux  points  qui  ne  coïncident 
ni  a\ee  un  pnjnt  </  ni  axer  un  p(Hiit  a'  limite  des  points  a,  et  S  une  aire  sim- 
plement ronn('\<>  roniprenant,  a  son  intérieur,  les  points!*  et  Q.  Il  est  possible 
de  lra<'<'r  iiiic  inlinitè  imn  défioinbrable  de  roiirbes  comprises  entièrement  à 
rinli-rieiir  de  S,  joignant  les  pttints  1*  et  i},  et  telles  que  sur  chacune  de  ce> 
•  iinrliej»  la  série  *inii  iinifitrinéiiient  eon\ergenle  vt  représente  par  suite  une 
liiiiilinM  r<»nlintie. 

M.  I>i)rei  loi'inine  |i<ir  ile>  eonsidèrali«Mi>«  '^nr  b*^  fonctions  d'une  variable 
K-i-llc.  .iiliiirttant  dan<«  un  inlerxalle  de>  ilrii\(t'^  fie  tout  ordre,  sa ii<  «'-tre  pour 
I ''l.i  <|i-\r|iipp,il>|r<  fil    une  «^èrie  de  Ta^lliti. 

Il  niMilre  ijuiine  telle  fonction  peut  être  reprc-enlre  danl  li»ut  cet  inlervall'- 
l'.ii    l.i    ^«iiiiriii'  ij  mil-    «.t  Tir  ,\r   pniH«»aii<'eo   ''l  irnii*'   •'l'iie  de   l'oiirier.  telle*  qin- 
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les  dérivées  de  lout  ordre  de  la  fonction  s'obtiennent  en   dérivant  les  séries 
leruie  à  terme. 

Enfin,  on  peut  toujours  trouver  une  fonction  de  variable  réelle  ayant  des 
dérivées  de  tout  ordre  dans  cet  intervalle  donné  et  telle  que  ses  dérivées  aient 
des  valeurs  données  quelconques  pour  un  point  de  Tintervalle. 

D^Arone.  —  Sur  un  théorème  relatif  aux  fondions  harmoniques 
de  plusieurs  variables  réelles.  (342-343). 

Soit  une  fonction  harmonique  \ {x^  y^  ^)  de  trois  variables  réelles,  c'est-à- 
dire  une  fonction  finie  et  continue,  ainsi  que  ses  dérivées  premières  et  se- 
condes en  tous  les  points  de  Tespace,  situés  à  dislance  finie,  et  qui  satisfait  à 
Féqualion 

â'\       d'y       ù'\ 

— —    -4-   — —    -+-  ^—^    ^  G, 

dx'        Oy        ôz' 
M.  d'Aronc  montre  : 

I*  Qu'une  fonction  harmonique,  continue  en  tous  les  points  à  distance  finie, 
ne  peut  tendre  vers  l'infini  positif  et  vers  Tinfini  négatif  d'une  manière  difTé- 
renle; 

2*  Que,  si  une  fonction  harmonique  est  telle  que  son  rapport  à  une  puissance 
entière  et  positive  du  rayon  vecteur  ait  pour  limite  zéro  quand  le  rayon  vec- 
teur augmente  indéfiniment,  la  fonction  se  réduit  à  un  polynôme. 

En  rapprochant  ces  deux  propositions,  on  obtient  ce  théorème  général  : 
Si  une  fonction  harmonique  est  telle  que  son  rapport  à  une  puissance  entière 
et  positive  du  rayon  vecteur  ne  varie  pas  entre  l'infini  négatif  et  l'infini  positif 
quand  le  rayon  vecteur  croit  au  delà  de  toute  limite,  la  fonction  doit  néces- 
sairement se  réduire  à  un  polynôme. 

Picard  {E m,),  —  Sur  les  équations  linéaires  du  second  ordre 
l'enfermant  un  paramètre  arbitraire.  (3;9-383). 

M.  Picard  étudie  l'équation  linéaire  du  second  ordre 

d*y 

(i)  ^  -4-AA(j:)r  =  ". 

où  k  est  une  constante  et  A(:r)  une  fonction  continue  supposée  positive  dans 
an  certain  intervalle  (a,  b). 

On  montre  facilement  que  les  valeurs  de  k\  pour  lesquelles  celte  équation  a 
une  intégrale  continue  ainsi  que  sa  dérivée  premièie,  et  s'annulant  pour  x  ■=■  a 
et  x  =  6,  forment  une  suite  discontinue  de  valeurs  positives  A,,  A,,.... 

L'auteur  donne  le  moyen  d'obtenir,  par  une  suite  de  calculs  réguliers,  les 
termes  de  cette  suite  et  les  intégrales  singulières  correspondantes. 

Pour  cela,  il  envisage  l'intégrale  u  de  ré({uation  (i)  qui,  pour  x  —  a  et 
JF  —  6,  prend  respertivemont  les  valeurs  numériques  arbitraires  A  et  H.  Con- 
!»idéréc  comme  fonction  de  A,  u  est  une  fonction  uniforme,  dont  les  points  sin- 
ffuUers  sont  précisément  A,,  A,....,  et  ces  points  >ont  des  pôles  simples  iW  tt. 

Cela  posé,  voici  roiiiiiicnt  on  ral<Miler;i  A\. 


i3a  SECONDB  PARtlB; 

Tant  ique  Ar  <  Ar,,  oq  aura  pour  tf  le  dérdopp^aiei^ 

tt  =  tt^  <4- tt,  Ar -h* ..  *l- ««  I:*  4-.  >  •• 
Forma Dt  les  constantes 

on  calculera  Ar,  par  la  formule 

k^ss  |iiii-|f=<* 

«fis»      «H 

La  première  valeur  singulière  A*,  étant  obtenuei  oo  peut,  puisque  i^,  est  ta 
pôle  de  U|  écrire 

a' 
a  = -.4-v^4-|^^^-|-..,4.|^^jï«^-,..        [u'=  lim(tt.Ar7)], 

-F 

jusqu'à  k  =  k,. 
Où  formera  la  suite  des  quaniitéa 


et  Ton  aura 


V.  =  y   9.{a:)v,{x)K(x)dx, 


A-,  =  lîmrrJ- 


On  peut  continuer  ainsi  indéfiniment,  et  Ton  aura  k^fk^  .... 

Poincaré,  —  Sur  certains  déveToppements  de  séries  que  Ton 
rencontre  dans  la  théorie  de  la  propagation  de  la  chaleur.  (383- 
387). 

Le  problème  du  refroidissement  d'un  solide  de  forme  quelconque  est  résolu 
quand  on  sait  : 

!<*  Former  les  fonctions  fondamentales  U„  qui  satisfont  aux  conditions 

AU„  -h  A'„  U„=  o    à  rextérieur  du  corps, 
dV. 


dn 


■+■   AU„=o    à  la  surface; 


3<*  Démontrer  qu'une  fonction  arbitraire  V  peut  être  développée  en  série 

de  la  forme 

V  =  A,U,-+- A.U, -h...-4-A,U^-f-.... 

Dans  le  cas  du  cylindre  de  révolution  et  dans  celui  de  la  sphère,  les  fonc- 
tions fondamentales  se  ramènent  aux  fonctions  de  Bessel  ou  mieux  aux  fooc- 

tions 
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Dans  le  eus  du  cylindre,  chaque  fonction  fondamentale  U„  est  le  produit  de 
trois  facteurs  : 

1*  Le  premier  facteur  est  r^cos/iu  ou  r^sin/iu; 

3*  Le  second  facteur  est  sin  "kz  ou  cosX'^,  X,  V  étant  définis  par  les  équa- 
tions transcendantes 

h  tangXa  -f-  X  =  o,        /*  colVa  =  V 

(2a  est  la  longueur  du  cylindre); 

3*  Le  troisième  facteur  est  la  fonction  9(fir),  tx  étant  une  des  racines  de 
l'équation  transcendante 

{x?'(|x)-h(/i-4- A)?({x)  =  o. 
Dans  le  cas  de  la  sphère,  une  fonction   fondamentale  quelconque  sera  le 

produit  de  r       i,  d'une  fonction   sphérique   d'ordre   n et  de  la  fonction 

9(}i.r),  {JL  étant  cette  fois  racine  de  l'équation 

Ici  le  nombre  n  ne  sera  plus  un  entier  quelconque  comme  dans  le  cas  du 
cylindre,  mais  2/t  sera  un  entier  impair. 

Le  problème  de  refroidissement  d'un  cylindre  ou  d'une  sphère,  de  rayon  i, 
est  alors  ramené  à  montrer  qu'une  fonction  arbitraire  V  de  r  peut,  entre 
/•  =  G  et  r  =  I,  être  développée  en  série  de  fonctions  ^(fir). 

C'est  à  cette  démonstration  qu'est  consacrée  la  Note  de  M.  Poincaré. 

Vogt.  —  Sur  les  tétraèdres  conjugués  par  rapport  à  une  qua- 
drique  eldonl  les  arêtes  sont  tangentes  A  une  autre  quadrique. 
(395-397). 

Soient 

S  =  X*  -^  y*  -4-  -3»  -h  /'  =0, 

S  =  ax*  -+■  by*  -t-  cz^  •+■  dt*  =  o, 

a?»        y*         5»         t' 
a  o  c  Ci 

une  quadrique  directrice  £,  une  autre  quadrique  S,  et  la  polaire  réciproque  S' 
de  S  par  rapport  à  £. 

S'il  existe  un  tétraèdre  A,  A,  A,  A^  conjugué  par  rapport  à  £  cl  dont  les 
arêtes  sont  tangentes  à  S,  on  sait  que  l'invariant 

*P  z=z  ab  -^  ac  -h  ad  -h  bc  -{-  bd  -*-  cd 
doit  être  nul. 

M.  Vogt  indique  une  méthode  nouvelle  qui  permet  de  retrouver  ce  résultat, 
de  démontrer  la  réciproque  et  de  déterminer  tous  les  tétraèdres  jouissant  <le 
la  propriété  énoncée. 

Les  coordonnées  du  sommet  A,  dépendent  atgébri((ueniont  il'un  paramètre 
variable  p,;   les  paramètres  p^,  ,0,,  0,  des  anUes  sommets  sont  le»*  racines  de 
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l'équation  bicubique  symélrique 

(0        /^ p'  p. )  =  ^ ?'?'(? -^ p. ) -^  ^e  f>*p;  -^  ae* ??, ^-  a' (p  -4-  pj  =.  «. 

de  sorte  que  les  éléments  du   tétraèdre  sont  des  fonctions  algébriques  de  ^S> 
La  relation  précédente  étant  du  genre  2,  on  peut  faire  en  sorte  que  res  mèm»    ' 
éléments  &  expriment  par  des  fonctions  hyperelliptiques  de  deux  paramétres  1»- "9 
II,  liés  par  la  relation  âr^,(r<,»  u,). 

De  là  résulte  que  si  Ton  a  p,  =  F(iip  u, )  la  relation  (1)  s'obtient  en  éliroit     » 
nant  </,  m,  entre 

p,  -^  F(m„  m,),        p  -^  PC  — «/„  —M,),        &•,("„  M,)-  o. 

Ccst  la  généralisation  de  cette  remarque,  développée  par  Hilplien  à  prop<av 
des  polygones  de  Poncelet,  que  toute  relation  biquadralique  symétrique  entrf 
et  p,  s'obtient  en  éliminant  u  entre  p  =  /{u)  et  p,  =/(m  h-  w^),  où  /est  ui 
fonction  elliptique  particulière. 

En  gel.  —  Sur  une  dégénérescence  du  groupe  projeclif  général 

(397-398). 

Par  la  transformation  de  contact 


^^-y        .,  -  r  ^_L,^._,^^,_^.M       .j  _^-^y 


le  groupe  projectif  général  du  plan  se  change  en  un  groupe  de  transforma 
tions  de  contact  dont  les  transformations  infinitésimales  ont  les  fonctions  ca^ 
ractéristiques. 

Ce  dernier  groupe  peut  dégénérer.    Si  l'on    remplace  j',,  ^J    par  X 1   ,  \y\ 
qu'on  supprime  le  facteur  X  dans  toutes  les  fonctions  caractéristiques  qui  de    - 
viennent  divisibles  par  X,  et  qu'on  fasse  alors  X  —  o,  on  trouve  le  groupe 

{1)   I.  X.,  v;,  .r%  v.-^j-.v;,  x],  y.-^î -^ '••^.u'. -  ;  j-.v;)   x\, 

qui  est   une  dégénérescence  du   groupe  (i)  et,  par  suite,  du  groupe  projech  ^ 
général. 

La  méthode  de  M.    Kn^el   est  applicable   au    groupe  projeclif  général  d'uti 
espace  quelcon(|ue. 

Lccovnu.  —  Sur  le  motivoinenl  général  de  deux  points  reliés  par 

lin  ressort.  (.^()S-4oo). 
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L'équation  ilu  mouvement  de  l'un  des  deux  points,  A,  est 

ci'x         ^  dx 

Dans  ie  c»s  d'un  mouvement   pendulaire,  ^{t)=  iis'ingtj  l'inlégration   en 
lermes  finis  s*eflectue  sansdifficullé  et,  en  posant  u  =■  v'V'~  ^^>  o"  trouve 

X  =  e-^  (C  cos  w  f  -h  C  sin  o>  <  )  +  /t  ~ — 7^- ^rz r^ '-  • 

Ce  résultat  met  en   évidence  la  superposition  de  deux  mouvements  vibra- 

toires.  L'un  s'éteint  rapidement  à  cause  du  facteur  e-^*;  l'autre,  de  période  — ^» 

égale  à  celle  du  mouvement  de  A,  est  le  seul  qui  subsiste  au  bout  d'un  temps 
très  court.  On  réalisera  ainsi  la  transformation  d'un  mouvement  vibratoire 
donné  en  un  mouvement  de  même  période,  mais  de  phase  diiïérente. 

Pour  que  Tamplitude  du  mouvement  du  second  point,  B,  soit  égale  à  celle 
«lu  mouvement  de  A,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait  q*  =  i\l' — 4^S  condition 

qui  se  réduit  à  X  =    -  dans  le  cas  où  \l  =  q.  Ceci  donne  la  solution  pratique 

fie  la  transformation  d'un  mouvement  roctiligne  pendulaire  en  un  mouvement 
circulaire  et  uniforme. 

Poincaré.   —   Sur   TéqualioD  des    vibrations   d'une  membrane. 

(il:-43i). 

M.  Poincaré  démontre  rigoureusement  l'existence  de  fonctions  satisfaisant,  à 
l'intérieur  d'un  domaine  à  trois  dimensions,  à  l'équalion 

lu  -h  ku  —  o 

(où  k  est  une  constante),  et  s'annulant  à  la  frontière. 

Ce  résultat  s'applique  au  cas  d'un  domaine  à  deux  dimensions,  c'est-à-dire 
au  problème  des  vibrations  d'une  membrane.  M.  Schwarz  avait  démontré 
l'existence  du  son  fondamental  d'une  membrane;  M.  Picard,  relie  de  la  pre- 
mière harmonique;  M.  Poincaré  démontre  donc  celle  des  harmoniques  supé- 
rieures. 

La  démonstration  s'étend  encore  au  cas  où  la  condition  à  la   limite,  au  lieu 

d*ètre  u  =  o,  serait 

du        , 

-,  -   ^-   /*//  -:  o, 

dn 
c*est-4-dire  au  problème  du  refroidissement  d'un  corps  solide. 

Lindelof,  —  Sur  Tapplication  de  la  métbode  des  approximations 
successives  aux  équations  didiérenliellos  ordinaires  du  premier 
ordre.  (454-457). 

On  considère  une  équation  difTérenticlle  du  premier  ordre 
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•  >• 


et  l'on  suppose  que  /(dr,  y)  soit  finie  «I  eo^Uave  |Mlitr  loales  les  nksn 
réelle*  de  ûp  et  y,  satisfaisant  aux  inéifaliiés  |  dp|  <a,  |^|  <6,  et  qa'ii 
esiste  une  constante  positive  k  telle  que 

Pour  trouver  rintégrale  ^e  réquatioo  (s)  ^^  s^anniile  fùmr  4P  ssô,  et  taitt 
d'après  la  méthode  de  If.  Picard,  A  fom^  oimb  suite  àe  IîhicUoiis  y,»  /,!*"> 
y^  définies  par  les  équations  ^t 

les  constantes  d'intégration  étant  choisies  dé liçoa  que  >"„  y^^  ...,  ^^seieat 
toutes  nulles  pour  â?  =  o.  M.  Picard  démontre  que  la  série 

(«)'  r,-«-(>'.-r,)-*-(>'.-7r,)-H-.-+-(>',— y^)-h... 


converge  uniformément  et  représente  l'intégrale  cherchée  lorsque  x  feste  a 
valeur  absolue  inférieure  à  la  plus  petite  des  trois  quantités 

b       I 

M  désignant  le  maximum  de   | /(âr,  y)i  pour  |  d?  |  <  o  et  |  ^  |  <6. 
Kn  modifiant  un  peu  la  démonstration  de  If.  Picard,  M.  Lindeiflf  montre 

que  le  dernier  terme  7  peut  être  supprimé. 

Le  champ  de  convergence  de  la  série  (1)  est,  en  général,  limité.  Toutefois, 
M.  LindetOf  indique  des  cas  étendus  où  cette  série  sera  toujours  emivergentei 
et  où  par  conséquent  l'intégrale  restera  finie  et  sera  repréMntée,  pour  toute 
valeur  de  x,  par  un  mè\ae  développement. 

Voici,  dans  le  môme  ordre  d'idées,  un  théorème  assez  général  : 

«  /{Xy  y)  est  une  fonclion  continue  et  positive  pour  j?  >  o, y  >  o,  et  qui  va 
constammcnl  en  croissant  ou  constamment  en  décroissant  quand  y  augmente. 
Alors,  si  l'équalion  admet  une  intégrale  finie  et  continue  pour  x  >  o,  celle-ci 
sera  nécessairement  fournie  par  les  approximations  successives  dont  la  suite 
convergera  pour  toute  valeur  positive  de  x,  » 

Picard  (Em,),   —    Observations  sur  la  Communication  précé- 
dente. (457-458). 

M.  Picard  mel  à  profil  la  modiflcalion  apportée  à  sa  propre  mélhode  par 
M.  LindeUjf  pour  établir  d'une  manière  très  simple  ce  théorème  qu*il  avait 
antérieurement  démontré  d'une  façon  plus  compliquée  : 

u  Si  Ton  applique  les  approximations  successives  au  cas  oii,  dans  l'équation 

la   fonction  /  est  lioloiiiorplie  en  ;r  cl  ^  à  Tintérieur  des  cercles  C  et  C  de 
rayons  a  et  b  décrits  des  points  j?  =  o,  ^>'  ^^  o  comme  centres  et  a  pour  module 
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maximum  M  dans  chacun  de  ces  cercles,  rintégrale  sera  représentée  par  la 
série 

dont  chaque  terme  est  holomorphe  à  Tintérieurdu  cercle  ayant  l'origine  pour 
centre  et  un   rayon  hy  en  désignant  par  h  la  plus  pclile  des  deux  quantités, 
,  b 

Poincaré.  —  Sur  la  série  de  La  place.  (497-5oi). 

M.  Poincaré  donne  une  démonslralion  extrêmement  simple  du  théorème  que 
Dîrichlet  a  démontré  le  premier  d'une  manière  assez  compliquée  :  une  fonction 
arbitraire  des  coordonnées  d'un  point  sur  une  sphère  peut  être  développée  en 
une  série  de  fonctions  sphériques. 

Dirichlet  n'a  d'ailleurs  pas  défini  avec  une  précision  suffisante  les  conditions 
auxquelles  doit  satisfaire  la  fonction  arbitraire.  M.  Poincaré  les  précise  de  la 
manière  suivante  : 

Il  suppose  la  surface  de  la  sphère  partagée  en  un  certain  nombre  de  régions 
et  chacune  de  ces  régions  limitée  par  un  polygone  curviligne  formé  d'arcs 
analytiques;  dans  chacune  de  ces  régions  la  fonction  arbitraire  à  développer 
est  supposée  analytique,  mais  elle  peut  éprouver  des  discontinuités  quel- 
conques, tout  en  restant  finie,  quand  un  passe  d'une  région  à  l'autre. 

La  démonstration  de  M.  Poincaré  peut  même  être  étendue  à  des  cas  plus 
généraux,  mais  celui-ci  est  le  plus  important. 

Goursal.  —  Sur  les  intégrales  qui  s'expriment   par  des   loga- 
rilhmes.  (5 1 5-5 17). 

Abel  a  démontré  que,  si   l'intégrale  /  ï^^x^  y)  dxy  attachée   à   la  courbe 

Xf  y)  ■=  Oy   s'exprime   par  la  somme  d'un  nombre  fini  de  logarithmes  de 
fonctions  algébriques,  elle  est  nécessairement  de  la  forme 


/ 


\\  {x,  y)  dx  =  \logK  +  H  logv-i-..  .-H  L  log/. 


A,  B,  . . .,  L  étant  des  constantes  et  i/,  i>,  . . .,  t  des  fonctions  rationnelles  de  x 

La  question   de   reconnaître  a  priori   ^i    l'intégrale    /    lt(x,  y)dx   peut 

s'exprimer  ainsi  est  très  difficile,  mais  on  peut  décomposer  ce  problème  en 
plusieurs  autres. 

On  peut  d'abord  réduire  à  un  nombre  minimum  5,  le  nombre  des  logarithmes 
qui   figurent  dans  l'expression  de  l'intégrale  proposée. 

Pour  achever  le  problème,  il  faudrait  déterminer  les  s  fonctions  rationnelles 
sur  lesquelles  portent  ces  logarithmes.  Cette  détermination  ne  comporterait 
que  des  difficultés  algébriques  si  l'on  connaissait  un  certain  nombre  entier  M 
ou  du  moins  une  limite  pour  ce  nombre.  Malheureusement  il  ne  semble  pas 
possible,  en  général,  de  trouver  une  telle  limite,  ni,  par  suite,  de  résoudre  le 
problème  par  des  opérations  dont  la  fin  soit  assurée. 

Buil.  des  Sciences  mat  hem.,  y  série,  t.  W.  (Juilli>i  tSijti.)  H.  10 
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D^Ocagne.  —  Sur  la  composition  des  lois  d'erreurs  de  situation 
d'uD  poinl.  (ji^-Sao). 

Élaol  données  le«  lois  de  probabiliië  />,,  p,,  ■•■,  p,  Att  erreurs  de  situatioa 
d'un  poinl  sous  l'influence  de  n  causes  ùoléet,  quelle  eu  l«  loi  de  probabi- 
liLë  p  des  erreurs  lorsque  ces  n  causes  agisienl  si  m  al  Uniment,  mais  iodépen- 
damment  ka  unes  des  autres? 

Celle  question,  depuis  lougtenips  résolue  dans  le  cis  des  erreurs  lio^ires, 
ne  semble  pas  avoir  encore  été  traitée  dans  le  cas  do  plan.  H.  d'Ocagoe  donne 

Supposons,  pour  simplifier,  qu'il  n'j  ait  que  deux  c«n*es  d'erreurs,  les  pro- 
babilités />,,  />,  sont  exprimées  par  la  formule 


où  3,,  ^,.  1-,  3,  sont  des  constantes  connues.  Alors   la  probabilité  p  i 

p~  -  t-'-"'*'>^'T''  dx  dy. 


les  coefficients  a,  p  y 

.  6  o«.  !..  . 

5,»,+ 5 

,,_ 

°               D 

S  =  '-'-Ï7^ 

J. 

,     i.r,  +  î 

',    D  =  (: 

'.)(T,+  r.)-(3. +  ?,)■■ 


On  remarquera  que  ces  (ormules  permettent  d'obtenir,  dans  le  ras  des  erreurs 
linéaires,  d'une  manière  très  simple  cl  très  rigoureuse,  le  théorème  qui  fait 
connaître  le  carré  de  l'erreur  probable  résultante  comme  somme   " 
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où  P^  ,  csl  le  nombre  des  permulations  qui  pi*éseDtent  n  séquences,  on  con- 
struit le  triangle  des  séquences 

'1       11       I  o 

à     28     58    32, 


où  P^  ,  se  trouve  à  la  rencontre  de  la  colonne  de  rang  s  avec  la  ligne  de  rang 
n  — 1. 

En  étudiant  ce  triangle,  M.  André  a  découvert  de  nombreuses  propositions, 
dont  il  énonce  les  principales. 

JHotireaux.  —  Sur  un  corollaire  du  ihéorrmc  de  Catalan.  (700- 
701). 

Ce  corollaire,  plus  général  que  le  théorème  lui-même,  est  le  suivant  : 
Si  Ton  élève  une  somme  de  n  carrés  à  une  puissance  qui  soit  puissance  de  9, 
on  obtient  encore  une  somme  de  n  carrés. 
Si  cette  puissance  est  2,  on  obtient  le  théorème  de  Catalan. 

Picart  (L.).  —   Sur  le  mouvemenl  d'un  sjslème  de  forme  va- 
riable. (733-736). 

Le  système  envisagé  par  l'auteur  est  formé  par  un  corps  solide  de  révolu- 
tion composé  de  couches  concentriques  homogènes  et  un  point  matériel  P  mo- 
bile par  rapport  au  solide.  La  résultante  des  forces  extérieures  est  supposée 
passer  par  le  centre  de  gravité  général. 

M.  L.  Picart  étudie  les  eiïets  du  déplacement  du  point  P  sur  le  mouvement 
du  solide   II  divise  le  problème  en  trois  : 

I*  Le  point  P  a  sa  vitesse  relative  dirigée  vers  le  centre  du  solide.  En  par- 
ticulier, le  point  P  se  déplace  dans  le  plan  de  Téquateur.  Si  la  rotation  du  so- 
lide est  assez  lente,  le  déplacement  de  P  a  pour  résultat  une  variation  dans  la 
durée  de  la  révolution,  sans  déplacement  sensible  de  l'axe  de  rotation. 

2*  Le  point  P  tourne  autour  de  Taxe  de  révolution.  Le  résultat  relatif  à  ce 
cas  peut  être  étendu  au  cas  où  il  y  a  plusieurs  points  P  tournant  avec  une  vi- 
tesse commune,  et  peut  se  formuler  ainsi  :  si  un  solide  de  révolution  est  re- 
couvert d'une  protubérance  tournant  autour  de  son  axe,  le  mouvement  des 
axes  principaux  du  système  sera  de  môme  nature  que  s'il  était  tout  entier  so- 
lide. 

3*  Le  point  tourne  autour  d'un  axe  couché  dans  l'équatcur  du  solide.  Si  la 
vitesse  de  rotation  est  suffisamment  petite,  la  rotation  des  axes  principaux 
aura  une  direction  et  une  grandeur  sensiblement  constantes  dans  l'espace. 

ff^œlsch,  —  Sur  le  premier  invariant  différentiel  projeclif  des 
congruences  rectilignes.  (73(3-737). 
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M.  Wœisch  fail  connaître  deux  moyens  pour  obtenir  rinvariant  du  deuxi^ér  "^ 
ordre  d'une  congrucncc  pour  le  groupe  projeclif  : 

I*  Soient  M,  M'  les  deux  points  focaux  d*un  groupe  G  de  la  congruence: 
P'  les  plans  focaux.  On  considère  le  faisceau  de  rayons  qui  passent  par  1^ 
sont  situés  dans  P'.  A  chaque  point  de  la  surface  focale  correspond  ainsi 
faisceau;  les   faisceaux  correspondant  aux    points  voisins  de   M    se  trouTi 
dans  un  complexe  linéaire  C.  Pour  le  point  M',  on  trouve  par  le  même 
cédé  le  complexe  linéaire  C.  Ces  deux  complexes  C,  C  ont  un  rapport 
harmonique  8,  qui  est  le  seul  invariant  différentiel  du  deuxième  ordre 
la  congruence  pour  le  groupe  projectif. 

a*  La  surface  focale  de  la  congruence  a  deux  tangentes  asympiotiques  .^vir 
point  M  et  deux  au  point  M'.  On  a  alors  quatre  rayons  de  la  congruence  vcvi- 
sins  du  rayon  g  et  pour  lesquels  un  des  points  focaux  se  trouve  sur  une  ^f 
CCS   tangentes  asympiotiques.   Ces  quatre   rayons  ont    un  rapport  anharimo- 
nique  o'  lié  à  8  par  la  relation 


(s-m)  ■*'\6'h-i/ 


L'invariant  projeclif  s'exprime  simplement  par  des  invariants  dilTérentid^ 
pour  le  groupe  de  mouvement.  Si  D  est  la  distance  de  deux  points  limites  do 
rayon  g,  et  si  R,,  K,,  R',,  R',  sont  les  rayons  de  courbure  principaux  de  la  sur- 
face focale  aux  points  focaux  M,  M',  on  a  la  relation 

r.r,r;r; 
'     — ïi^ — 

qui  pour  c  :-::  I  donne  la  propriété  des  congruences  de  Ribaucour  récemment 
signalée  par  MM.  Demoulin  et  Cosserat. 

/^irard  (Km.).  —  Sur  les  ô(|iialions  difTércnlielles  renfermant  nu 
paramètre  arbitraire.  (  ^(ïo-'jfi.^). 

M.  Picard  montre  comment  sa  iiiélhodc  des  approvimations  succosivo  fd 
rililc  l\'tahlissonKMït  d'un  théorème  très  général,  relatif  aux  équations  diffé- 
rentielles renfermant  dos  paramétres  arhilraires,  qui  a  joué  un  rôle  capital 
dans  les  rccherohcs  do  M.  Poinoaro  sur  los  solutions  périodiques  des  équation^ 
do  la  Dynamique.  Co  théorème,  «lans  lo  ras  d'une  seule  équation,  est  lo  sui- 
vant : 

»*  Soit   l'équation 

---/..r.u.Z. 

"  (>n  considère  la  solution 

qui  s'annnlo  pour  /  —  o.  Pour  u  -•.  o.  on  suppose  que  la  stdutit>n  6(/,  o)  e*t 
contiinio  do  /  —  o  à  /  --  /  .  t^n  aduiot  k\c  plus  quo  /( x.  u,  t\  peut,  entre  /  —  o 
ot  /  —  /..  èlro  do\oloppoo  suivant  lo>  |Mii>sancos  do  ;ji  ol  do  j*  —  0<  /  ).  les  coef- 
tioients  dos  dovoloppomonl*»  étant  do*»  huiotions  oontinuo^  do  /. 
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M  Dans  ces  conditions,  l'intégrale  0(/,  |x)  peut  être  développée  suivant  les 
puissances  de  |x  (pourvu  que  {i  soit  suffisamment  petit)  pour  toute  valeur  de  / 
comprise  entre  o  et  Z^.  » 

Jfozat.  —  Sur  le  rapport  conique  cl  la  relation  conique.  (790- 
793). 

Soient,  sur  une  droite,  dix  points  quelconques  accolés  deux  à  deux,  aa\ 
bb\  cc\  dd\  ee*  et  une  conique  quelconque  tangente  à  la  droite  en  un  point  O. 
De  a  et  a'  on  mène  les  tangentes  à  la  conique  et,  par  leur  intersection,  on 
détermine  un  point  A.  On  détermine  de  même  les  points  BCDE,  en  partant 
des  points  bb\  ce',  dd\  ee\  Le  rapport  anharmonique  (E,  A,  B»  C,  D)  est 
constant  lorsqu'on  fait  varier  la  conique  et  lorsqu'on  fait  varier  son  point  de 
contact. 

Ce  rapport  anharmonique  constant  est  \t  rapport  conique  dts  dix  points  aa', 
66',  ce',  dd',  ee'. 

Si  aa',  bb',  ce',  dd'  restent  constants  et  que  ee'  varient,  on  aura  sur  la  droite 
une  série  de  points,  en  relation  conique. 

M.  Mozat  développe  les  propriétés  de  ce  rapport  et  de  cette  relation  et  in- 
dique quelques-unes  des  nombreuses  applications  dont  cette  théorie  parait 
susceptible. 

I\iinlevé.  —  Sur  une  application  de  la  théorie  des  groupes  con- 
tinus à  la  théorie  des  fonctions.  (845-848). 

M.  Painlevé  a  déjà  étudié  les  transcendantes  uniformes  u  {z)  telles  que  les 
valeurs  <s,  (u)  se  déduisent  d'un  nombre  fini  d'entre  elles  2,,  z^^  •••^  «^  par 
une  infinité  de  transformations 

où  9^  est  un  polynôme  de  degré  m  en  z,.  en  2.  Il  a  montré  que  toutes  ces 
fonctions  se  déduisent  des  fonctions  automorpkes  par  un  changement  algé- 
brique de  la  variable  {Comptes  rendus,  juin  1892).  Actuellement,  il  donne  de 
ce  théorème  une  démonstration  nouvelle,  qui  lui  permet  de  passer  au  cas  de 
plusieurs  variables. 

En  conséquence,  il  se  pose  la  question  suivante  :  étudier  les  transcendantes 
uniformes  u{z),  telles  que  les  valeurs  z-  de  z  correspondent  à  une  valeur  11. 
de  a  se  déduisent  d*un  nombre  fini  d'entre  elles,  z,  ^,  ...  par  une  infinité  de 
transformations  ?.(«,,  z,  ^)  ^  o,  où  7,  est  un  polynôme  de  degré  m  par  rap- 
port à  chaque  variable. 

Cette  question  rentre  elle-même  dans  un  problème  plus  général.  «  Etudier 
les  transcendantes  uniformes  u,  v  de  deux  variables  z,  ^  telles  que  toutes  les 
déterminations  z-,  ^^  de  z,  ^  correspondant  aux  valeurs  11,,  v^  de  1/,  w  se  dé- 
duisent d'un  nombre  fini  d'entre  elles  («,,  ^, )*  ...«  {z  ,  ^  )  par  une  infinité  de 
transformations 

(*)  ?.(5.»  5,  ;)  =  o,      4*.(;^,  5,  ;)  =  0. 

ou  9,,  ^,  sont  des  polynômes  de  degré  m  par  rapport  à  chaque  variable.  » 
M.  Painlevé  montre  que,    les  substitutions  (1)  étant  exprimées  algébrique- 
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inenl  à  l'aide  d'un  nombre  minimum  de  paramétres  a^  bj  ...^y,  Tensemble 
des  subslilulions 

(2)  9(-',  s,;,  a,ô,  ...,/)  =  o,        ^(;',  s,;,  a,  fr,  ...,/)  =  o 

forme  un  groupe  continu  algébrique. 

On  peut  aller  plus  loin  el  prouver  que  tout  groupe  (2)  peut  se  ramener  al- 
gébriquement soit  à  un  des  types  canoniques  de  Sophus  Lie,  soit  à  un  des 
groupes  définis  par  les  formules  d'addition  des  fonctions  périodiques  de  deux 
variables. 

On  n'a  alors  à  considérer  que  les  groupes  infînis  discrets  renfermés  dans  les 
groupes  canoniques  de  Lie.  Ces  derniers  comprennent  les  groupes  hyperfu- 
chsiens,  les  groupes  hyperabéliens  et  d'autres  encore  qui  didèrent  essentielle- 
ment de  ceux-là,  mais  qui,  pas  plus  que  les  groupes  de  M.  Picard,  ne  sont 
aptes  à  exprimer  les  coordonnées  d'une  surface  algébrique  quelconque. 

Padé.   —  Sur  la   généralisation   des    fractions    continues    algé- 
briques. (848-85o). 

En  étudiant  l'ensemble  des  fractions  rationnelles  approchées  d'une  fonction. 
M.  Padé  a  été  conduit  à  des  relations  linéaires  liant  les  numérateurs  cl  les 
dénominateurs  de  trois  fractions  convenablement  choisies  dans  Tensemble. 

Les  résultats  qu'il  a  obtenus  dans  cette  question  particulière  s'étendent  au 
problème  général  de  la  détermination  des  polynômes  X,,  X,,  . . .,  X^,  de  degrés 
{X,,  {X,,  ...,  {x^  qui  vérifient  l'équation 

S,X,-h  S,X,4-...-+-  S.X.=  S. ar^-^i*.-^  ••+!*•*— », 

où  S,,  S^,  ...,  S^  désignent  des  séries  entières  données,  à  terme  constant  dif- 
férent de  zéro,  et  S  une  série  de  même  nature,  mais  qui  n'est  pas  donnée. 

I  on  hoc  II.  —  Sur  la  détermination  du  nombre  des  nombres  pre- 
miers inférieurs  à  une  (|uantité  donnée.  (8jo-85.^). 

.Soil  n  un  entier  iirhitraire,  7  le  nombre  des  nombres  premiers  inférieur^  nu 

«*j;au\  à  //. 

i"  On  peut  f«»rnu'r  une  f«Mietion  rationnelle  3r(/i)  dont  les  roeflicienlN  >"»\- 
|>rinieiit  rationnellement  par  rapport  aux  nombres  1.  i,  ...,  n  et  telle  ({uo  l'un 

ait 

Y  —.?:  ^\)  -r-  ^\  1)  -r . .  .-*.-^{n). 

1"  0\\  f)eut  former  une  fonction  entière  0( /H  dont  les  et»cflieienls  s'expriment 
>ous  la  forme  <li'  pol\  nomes  entiers  à  eoelUrjents  rationnels  par  rapport  .1  un 

nombre  t.,  «le  telle  manit're  t|ue  l'on  ait 

Piranl  [^hiii .).  —  Sur  un  <»xemple  d  approximations  suecessives 
di\eri;enles.  («)o(»-()(>  >/). 

V.w  .i|ipli(|nant   *>a  mellitnle  ile'«  appro\imatttin>  >uree'«>ive>  aux  é(}uation>  dr 
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la  forme 

d'y 

oix  /{x^y)  est  une  fonclion  positive  croissant  en  môme  temps  que  y^  M.  Pi- 
card a  été  amené  à  reconnaître  un  fait  analytique  des  plus  curieux  :  les  ap- 
proximations d'ordre  impair,  ^,,  j^,,  ^,»  ...  ont  une  limite,  et  les  approxima- 
tions d'ordre  pair  en  ont  une  autre  en  général.  Les  deux  limites  ne  coïncident 
nécessairement  que  si  rintcrvalle  {a,  h)  est  suffisamment  petit. 

Un  exemple  très  simple  de  l'inégalité  des  deux  limites  est  fourni  par  l'équa- 
tion 

dx*        1 

La  méthode  des  approximations  successives  conduit  à  deux  limites  diffé- 
rentes quand  l'intervalle  x  =  Oy  x  =:  b  oix  on  l'applique  est  suffisamment  grand, 
ou,  pour  préciser,  si  l'on  substitue  à  6  la  quantité  a  définie  par  la  relation 

quand  s  est  assez  petit  pour  satisfaire  à  l'inégalité 

f/adamard. —   Sur  les  mouvemeDls  de  roulement.  (911-912). 

L'étude  des  mouvements  de  roulement  rentre  dans  une  classe  particulière  de 
problèmes,  ceux  où  les  paramètres  7,,  g,y  .. .,  g„^^  qui  définissent  la  position 
du  système  sont  liés  non  par  des  équations  en  termes  finis,  mais  par/;  équa- 
tions linéaires  aux  différentielles  totales  E  non  intégrables.  En  appliquant  à 
ces  problèmes  la  méthode  de  Lagrange,  on  calcule  l'expression  de  la  demi- 
force  vive  T  comme  si  les  m-^p  paramètres  étaient  indépendants. 

M.  Hadamard  fait  remarquer  qu'il  existe  cependant  dans  beaucoup  de  cas 
certaines  combinaisons  linéaires  des  équations  E  dont  on  peut  se  servir,  avant 
toute  différentiation,  pour  simplifier  l'expression  de  T.  On  trouve  de  pareilles 

combinaisons  toutes  les  fois  que  p  est  supérieur  à ;   leur  nombre 

est,  en  général,/? ;  mais  il  peut  augmenter  pour  des  formes  particu- 
lières des  équations  E,  que  l'auteur  caractérise  d'une  manière  simple  en  faisant 
intervenir  la  considération  de  Thypcrcspace  à  m  -^  p  dimensions. 

Poincaré,  —  Sur  l'équilibre  des  mers.  (()48-95'2). 

La  théorie  des  marées  est  très  imparfaite.  Laplace  n'a  pu  arriver  à  intégrer 
ses  équations  qu'en  supposant  qu'il  n'y  a  pas  de  continents  et  que  la  profon- 
deur de  la  mer  ne  dépend  que  de  la  latitude. 

Dans  le  Traité  de  Philosophie  naturelle  de  Thomson  et  Tait,  on  cherche  à 
tenir  compte  de  la  présence  des  continents,   mais   en    négligeant  l'attraction 


1 


144  SKCONDË  PAUTIË. 

mutuelle  des  eaux  soulevées.    Plus  loin,  on  tient  compte  de  cette  attraction, 
mais  en  supposant  qu'il  n'y  a  pas  de  continents. 

M.  Poincaré  reprend  la  question  et  montre  comment  elle  se  pone  analytique- 
ment,  laissant  à  d'autres  chercheurs  le  soin  de  calculer  une  limite  sopêrienre 
de  certains  coefficients  qui  seraient  nuls  si  les  terres  n'existaient  pas  et  qui,  avec 
la  distribution  réelle  des  continents,  ont  probablement  de  très  petites  valeurs. 

Kœnigs.  —  Un  théorème  concernant  les  aires  décrites  dans  le 
mouvement  d^une  figure  plane.  (965-966). 

Si  l'on  fait  rouler  un  arc  fini  AB  d'une  courbe  quelconque  sur  un  arc  quel- 
conque CD  égal  en  longueur,  et  successivement  d'un  côté  et  de  l'autre  de  cet 
arc,  l'aire  balayée  par  le  rayon  IM,  qui  joint  le  centre  instantané  à  un  point  M 
lié  à  l'arc  AB,  est  indépendante  de  la  forme  de  l'arc  CD. 

Pour  évaluer  cette  aire,  on  pourra,  par  exemple,  choisir  pour  l'arc  CD  un 
segment  de  tangente. 

Lelieuvre,  —  Sur  les  lignes  de  courbure  des  surfaces  cerclées. 

(967-968). 

Quand  les  lignes  de  courbure  d'une  surface  cerclée  font  en  chaque  point  des 
angles  égaux  avec  le  cercle  générateur,  elles  se  déterminent  par  des  équations 
de  Riccati  ou  des  quadratures. 

Delassus,  —  Sur  les  intégrales  analytiques  des  équations  de  la 
forme 


=  F(^),  V(z)=\aa£^,>         i^k<n. 


(9G8-970). 

Dans  une  région  uii  tous  les  a,j^  sont  aiiaivliques,  on  prend  un  segment  do 
droite  L  parallèle  à  Ox  et  Ton  cherche  l'intégrale  z  ayant  pour  fonctions  ini- 
tiales X^,  \,,  . . .,  X„_,  développabics  en  tous  les  points  de  \.. 

L'auteur  montre  qu'il  existe  une  région  H  entourant  L  et  telle  que  Tintégrale 
y  est  analytique,  ({uelles  que  soient  les  fonctions  X. 

Ce  théorème  subsiste  quand  on  substitue  au  segment  L  un  arc  analytique 
quelconque. 

La  région  dans  laquelle  l'intégrale  est  analytique  se  détermine,  en  gcnëral, 
immédiatement  au  moyen  des  limites  entre  lesquelles  les  fonctions  initiales 
sont  développabics. 

Bendtjco/t,  —  Sur  un  ihéorùme  de  M.  Poincarc.  (971-973). 

M.  Poincaré  a  donné  le  développement  de-*  intégrales  d'un  système  d'équa- 
tions din'érenlieiles 

■  -.     =  A  ./•        \  1  r /  „  >         (  i  --.  i.  2 n  ). 
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où  les  X.-  sont  développés  suivant  les  puissances  entières  de  x,,  j:^,  .. .,  o?^  et 
ne  contiennent  que  des  termes  du  second  degré  au  moins. 
L'analyse  de  M.  Poincaré  s'appuie  sur  les  deux  hypothèses  suivantes  : 

1*  Les  n  points  X,,  a,,  ...»  X„   sont   tous   d'un   même   côté  d'une   certaine 
droite  passant  par  l'origine; 
3*  On  n'a  pas  de  relation 

w,X,  -+-   .  .-H  /w,_,X^_, -+-  m^^,X,^.,  -h. . .+  f^fn'^H  ~  \* 

m^,  .   .,  m^  désignant  des  nombres  entiers  positifs   dont   la    somme  est  plus 
grande  que  i. 

M.  Bendixon  montre  que  cette  dernière  hypothèse  est  inutile. 

De  Tannenberg.  —  Sur  les  équations  de  la  Mécanique.  (1092- 
1093). 

Étant  données  n  équations  difTércnticiies 

I  )  x^.  —  9,  (  07, ,  . . . ,  07^,  07 , ,  . . . ,  a:„  ; ,         x^  —  -jj  >  x^  —      ,     » 


«,=rf<-2;^g^rf^.. 


si  l'on  forme  la  combinaison 

k 
le  système  d'équations  diflférentielies  à  a/i  variables  x,,  ...,  x^^  x\.  ...,x],, 
(a)  M.=rO,         M,  =  o,         ...,         w«  =  o, 

est  un  système  invariant  pour  tous  les  changements  de  variables 

\=  l^'iC-ï^p  -v  J?„)        (A-  =  I,  2,  ...,  n). 
Il  en  est,  par  suite,  de  même  du  syslènu; 

(3)  S,(/)  = -■  +  2,  -  ^^  ^  =  o       (.  =  ,,. n). 


fc 


Si,  en  particulier,  les  fonctions  9  sont  des  formes  quadratiques  par  rapport 
aux  x\  rinvariance  des  systèmes  (2)  et  (3)  entraîne  la  conséquence  suivante  : 
Pour  que  le  système  (1)  soit  équivalent  à  un  système  de  Lagrange 

il  faut  et  il  suffit  que  les  équations  (a)  et  (3)  admettent  une  intégrale  du  se- 
cond degré  1{x j;^,  x\y  ..,^x'^)  appartenant  à  la  classe  générale. 

Entre  autres  résultats  auxquels  conduit  l'étude  des  systèmes  (a)  et  (3), 
M.  de  Tannenberg  indique  une  solution  nouvelle  du  problème  fondamental  rr- 
90I11  par  Lipschitz  :  trouver  les  conditions  nécessaires  et  suflisantes  pour  qui* 
la  forme  T  soit  la  Iransformrf  d'une  f«»rrne  <|uadrHli(|uc  T,  à  cocfliricnls  «*on- 
stants. 


i/i6  SECONDE  PARTIE. 

De  Salvert,  —  Sur  qiiaire  solutions  connexes  du  problème  de  la 
transformation  relatif  à  la  fonction  elliptique  de  deuxième  es- 
pèce, (i  181-1 187). 

Autonnc,  —  Sur  la  limitation  du  degré  pour  les  intégrales  algé- 
briques de  Téquation  difliTentielle  du  premier  ordre.   (1  i84- 

..87). 

Maillet,  —  Sur  les  propriétés  des  groupes  de  substitutions  dont 
l'ordre  est  égal  à  un  nombre  donné.  (1 187-1 188). 

(^uaiid  on  se  donne,  a /7ri or i,  Tordre  d'un  groupe  de  substilutions,  ce  groupe 
doit,  dans  bien  des  cas,  satisfaire  à  certaines  conditions.  Réciproqucnient,  des 
propriétés  d'un  groupe  étant  données,  son  ordre  doit,  dans  bien  des  cas,  j»alis- 
faire  à  certaines  conditions. 

M.  Maillet  expose  les  résultats  particuliers  qu'il  a  obtenus  en  étudiant  ces 
deux  problèmes  généraux. 

Beudon,  —  Sur  Tintégration  des  équations  aux  dérivées  partielle» 
du  second  ordre  à  deux  variables  indépendantes.  (1  188-1  i(^i»). 

M.  Oarboux  a  donné  une  méthode,  applicable  dans  des  cas  très  étendus,  pour 
ramener  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  à  des  équation» 
diiïérenlielles  ordinaires. 

En  approfondissant  le  principe  de  la  méthode  de  M.  Darboux.  M.  Beudon  a 
été  conduit  à  le  rattacher  à  la  théorie  des  groupes  de  transformation  de  Lie 
et,  en  particulier,  à  rechercher  tous  les  groupes  ponctuels  infinis  de  r<*spacc  à 
trois  diinonsi()n<^,  problème  qu'il  a  complrtcinent  résolu. 

Si  une  équation  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  admet  un  f;roujK' 
iuiiiii  (le  transformations  ponctuelles,  on  pourra  toujours  reconnaître  à  quel 
type  il  appartient  et  l'on  sera  ramené  au  problème  de  la  réduction  de  cc^  groupe 
à  >a  forme  canonique.  La  réduction  une  fois  eirecluée,  on  peut  appliquer  san* 
peine  la  méthode  de  M.  Darboux,  comme  l'auteur  le  montre  sur  deux  exemples. 

PeAvo^itdi.  —  Sur  les  inléjjjraies  uniformes  des  é(|uations  du  pre- 
mier ordre  et  du  ^enie  zéro,  (i  i()(>-i  19*^). 

Il  peut  arriver  (ju'unc  équation  dilTérentielle 

où  I*  et  <)  sont  des  polynômes  en  y  de  de^ré  m  -r-  »  et  m,  algébriques  en  j". 
admeltt;  des  intéjîrales  uniformes,  rationnelles  ou  transcendantes. 

Pour  «ju'il  puisse  exister  des  intéf-rales  uniformes  transcendantes,  il  faut  qur 
I'  cl  <>  soi«>nl  rationnels  en  x. 

On  peut,  en  s'appu\aiil  sur  le  lliéorème  de  M.  Picard  relatif  aux  zéros  d'uni' 
fonction    nnilorme   dan?    le  voisinage  d'un   p»»int   ONcntiel.   donner  une  limit«' 
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supérieure  du  nombre  des  iiilcgrales  uniformes  transcendanles  distinctes, 
c'est-à-dire  qui  ne  sont  liées  par  aucune  relation  algébrique  à  coefncicnls  uni- 
formes en  X  : 

I*  Q  =  o  a  plus  de  deu\  racines  y  distinctes.  Alors  toute  intégrale  uniforme 
est  rationnelle. 

a*  Q  =  o  a  deux  racines  distinctes.  L'équation  (i)  ne  peut  avoir  deux  inté- 
grales uniformes  distinctes. 

3*  Q  =  o  n'a  qu'une  seule  racine.  Il  ne  peut  y  avoir  plus  de  deux  intégrales 
uniformes  distinctes. 

4*  Q  est  indépendant  de  j^.  On  a  alors  une  équation  de  Hiccati  ou  une  équa- 
tion linéaire.  L*équation  de  Riccati  admet  au  plus  trois,  et  l'équation  linéaire 
au  plus  deux  intégrales  uniformes  distinctes. 

Des  conclusions  analogues  s'appliquent  à  une  équation  quelconque  du  pre- 
mier ordre  algébrique  en  x,  y^  y'  et  du  genre  zéro  en  {y,  y'  ), 

Stieltjes.  —  Sur  une  upplicàlion  des  fractions  conlinucs.  (i3i3- 
i3i7). 


Soit 


F(r)  =  c„-+-c,/'-+-c^/*»-t-... 


une  série  à  roefficieuts  réels.  On  suppose  tous  les  déterminants 


A„^ 


Ca 

•    ■     • 

f'n-. 

•    • 

•    •    • 

•     •     •     • 

> 

».- 

C-. 

•    •    • 

C.n-. 

•    •  ■    • 


. . .     c 


jii— 1 


positifs.  Alors  tous  ces  coefficients  r^  sont  positifs  et  le  rapport  -^-^'  croit  avec 

it.  Admettons  qu'il  tende  vers  une  limite  X.  Alors  F(«)  peut  être  développée 
en  fraction  continue 

F(-)--  ^ 


i  — 


b,= 


OU 


*.-A„ 


I  — 

b. 

1       

• 
• 
• 

*.. 

-1 

^-^ 

A. 

H..' 

K 

=— 

A 

n  1- 

A. 

_i 

Cette  fraction  existe  dans  tous  le  plan  (où  elle  est  (lartout  régulière),  et  ad- 
met seulement  comme  ligne  singulière  le  segment  de  Taxe  réel  rom(>ris  entre 

I 

JT  =  ^  et  a:  =  X. 

Il  faut  des  conditions  particulières  pour  ({u'on  puisse  continuer  analvti<iuc- 
meni  la  fonction  en  traversant  cette  ligne. 

Aiosi,  pour  que  F(^)  se  réduise  à  une  fonction  mérouiorplie  dans  tout  le 
plan,  il  faut  et  il  suflit  que  l'on  uit 

n    ■  »  n X 


m»  SECONDU   l'AltTlE. 

Vernier{P.).  —  Sur  les  intégrales  algébriques  des  équations  dif- 
féreoticllcs  linéaires  du  second  ordre.  (iSi^-idao). 

Stoiiff.  —  Sur  les  équations  aui  dérivées  partielles  du  second 
ordre.  (i32o). 

Oo  se  donne  une  équation  aux  dérivées  partielle*  du  tecond  ordre  cl  vue 
courbe  dépendant  d'un  paramètre  X  :  faire  passer  aoe  surface  satisfaiMOt  i 
cette  équation  par  deux  positions  >,  X  +  &X  de  la  courbe.  Ce  probUme  pot 
i\tt  résolu  (saur  dans  un  cas  eiceptionnel)  par  des  séries  procMant  «aNaai 
les  puissances  de  dX. 

On  peut  de  même  déterminer  une  surface  sitisraiiaot  &  une  équation  aai 
dérivées  partielles  du  second  ordre  et  passant  par  deux  courbes  Ot«  qui  se 
cou  peu  t. 

Slielljes.  —  Recherches  sur  les  fractions  continues.  (i4oi-'4o3). 

M.  Sticltjes  étudie  la  traclio 


variable  complexe  et  a,,  a sont  des  nombres  r 

)nt  â  distinguer  suivant  que  la  si-ric  (  S } 


est  convergente  ou  divergente. 

Quand  (S)  converge,  les  réduites  d'ordre  pair  et  celles  d'ordre  impair  tea- 
(lent  V 

7(  =  )i  P.(^)>  ?i(  =  )  soat  holomorpUes,  du  genre  zéro;  elles  n'admettent  q 
des  zéros  simples,  réels  et  négatifs. 

Uans  le  eus  où  (  S)  diverge,  les  réduites  d'ordre  pair  ou  impair  oonvergi 
vers  une  même  limite  F(z),  convergente  dans  tout  le  plan,  sauf  sur  la  par 

négftlii 
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De  SaU'ert.  —  Sur  quatre  solutions  connexes  du  problème  de  la 
iransformalion  relatif  à  la  fonction  elliptique  de  troisième  es- 
pèce. (i4o3-i4o7). 

De  Séguier,  —  L'expression  du  nombre  des  classes  déduite  de 
la  transformation  des  fonctions  elliptiques.  (1407-1409). 

Petot,  —  Sur  les  surfaces  susceptibles  d'engendrer  par  un  dépla- 
cement hélicoïdal  une  famille  de  Lamé.  (1409-141 1)* 

Condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une  surface  (S)  soit  susceptible 
d*engendrer  par  un  déplacement  hélicoïdal  une  surface  de  Lamé. 

La  congruence  engendrée  par  la  droite  uu,  qui,  en  chaque  point  de  la  sur- 
face S,  joint  les  deux  centres  de  courbure  géodésiquc  des  lignes  de  courbure, 
appartient  à  un  complexe  du  premier  ordre  £. 

Le  mouvement  hélicoïdal  que  doit  prendre  S  s'efTeciue  d'ailleurs  autour  de 
Taxe  de  S;  de  plus,  le  pas  ait/i  de  ce  mouvement  s'obtient  immédiatement  en 
multipliant  par  37  le  paramètre  du  complexe. 

En  particulier,  si  la  droite  uu,  rencontre  une  droite  fixe,  ou  est  perpendi- 
culaire à  une  direction  fixe,  le  mouvement  de  S  se  réduit  à  une  rotation  au- 
tour de  cette  droite,  ou  à  une  translation  suivant  cette  direction. 


PHIIXJSOPHICAL  TKANSACTIONS  of  tue  Royal  Socikty  of  Londox. 

Vol.  178;  1888  (t). 

Cliambers  (C).  —  Sur  les  variations  luni-solaires  de  la  décli- 
naisoD  magnétique  et  de  la  force  horizontale  à  Bombay  ;  sur  les 
variations  luni-solaires  de  la  déclinaison  magnétique  à  Trevan- 
drum.  (i-43). 

Culvenvell  (£*.).  —  Sur  la  distinction  des  maxima  et  des  minima 
dans  le  calcul  des  variations,  (q.i-i  ?.()). 

Dans  la  première  partie  de  son  Mémoire,  l'auteur  traite  le  problème  en 
iraoftformant  analytiquement  l'expression  de  la  variation  seconde;  il  discute 
la  solution  donnée  par  Jacobi  dans  le  même  ordre  d'iflées  et  montre  ((ue  la 
tolotion  de  Jacobi  reste  soumise  à  quelques  objections,  dont  sa  méthode  est 
débarrassée.  Dans  la  seconde  Partie,  qui  est  la  plus  importante,  le  problème 
est  repris  directement,  et  l'auteur  montre  que  la  solution  résulte  des  principes 


(  •  )  Voir  Bulletin,  XII,,  p.  i/jH. 


i5o  SeCONOEPAfttlI. 

Mêmes  do  calcul  dei  yamtioiit.  St  lioraant,4*alMrd.$tt-Qi§  4*ttiit.ieQl«  témtùm 
iâcoftfloe  oa,  si  Ton  Tent,  d'oiie  intéfrftle  de  11  fooni» 


I  . 


M.  CnlTcrwelI  insiste  sur  le  râle  qae  joue  la  fifialîim  fy<'^  et  noAlre  q«e  la 
secoode  Tariation»  en  soppoeanl  que  les  vamtkms  il^«  fy^f  ...,^*^)  toieil 
nulles  aux  limites,  est  de  même  signe  que  le  tamt  ett  {fy<^y  pottrvu  que  le 
champ  de  rintégration  soit  sufBsammeat  petit.  Cesl  de  M  qu'il  déduit  le  crité- 
rium. Il  traite  ensuite  le  problème  général,  pou?  iin  aoaabre  qveicoBque  de 
fonctions  inconnues,  d'abord  dans  le  cas  où  les  dérivées  d'ordre  le  pl«s  élové  sont 
toutes  du  même  ordre,  puis  dans  le  cas  où  elles  peuvent  être  d'ordre  diférent. 
Enfin,  le  cas  particulier  où  il  n'entre  que  des  dérivées  du  pfemler  ordre  est 
traité  &  part. 

Lamb  {H.).  —  Sur  les  nappes  de  courfiiits  ellipsoïciales.  (t3i* 
iSg). 

Davison  (C).  —  Sur  la  distribution  de  la  tension  dans  ta  croule 
terrestre  résultant  du  refroidissement  séculaire  ;  considérations 
spéciales  sur  raccroissement  des  continents  et  la  formation  des 
chaînes  de  montagnes.  (23i*a4i)« 

Ce  Mémoire  s'appuie  sur  les  théories  que  Ton  doit  ù  Sir  W.  Thoaasoa  et  à 
M.  Darwin  :  il  a  d'ailleurs  été  l'objet  d'une  Communication  de  ce  dernier. 

Darwin  (G.).  —  Note  sur  le  précédent  Mémoire*  (24^-249)* 
SyWester  (J.)  et  Hammond  (/.).  —  Sur  les  nombres  d'Hamiltoo 

Si  Ton  considère  la  suite  de  fonctions 

I  4-  a:  -H    JT'  -h     a:'  -t- . . .  =  F,  (  ar  ), 
2J7-h3ar«+   t^x^ -¥-...=  F^{x), 

Z6x'-h...-  h\{x), 
où,  en  général,  les  coefficients  de  la  fonction 

l\{x)—  a^^x^-h-  b^x"-'-^  c^x"-'-*-... 
sont  liés  aux  coefficients  de  la  fonction  suivante  F„+,(J^)  par  les  rclaiioi 

^  .  ,=  c^  -4-  aj^+  -^^^— = ^Ar— = ' 

«^1  H  n     n  l.a.3 


t 


z=  (t  -4-  o   c    -i ~ — à 


''.(«.-^0.     .    «,(«„-f-0(«.,-»-a)(3a.-hi) 


1 .  i  "  1 . 2 . 3 .  '1 


I 
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les  nombres  «„,  n,,  ...,  a^  sonl  dits  différences  hamiltoniennes;  les  sonmios 
^«î  ^t+^i»  ^o "*"  ^1 -+" ^,*  •••  augmentées  de  a  sont  les  nombres  crHamilton. 
M.  Hammond  obtient  sous  diverses  formes  voisines  la  loi  de  formation  de 
P.Cd?)  et  montre  que  les  nombres  d'ilamilton  peuvent  se  calculer  par  la  for- 
mule 

Il  a  -    "^<">.   -')  ">.("«-')^"n-^) 

.   ",('L-')("„-a)(H.-3) 

-h    5—7 


I .  •-> .  3 . . .  (  //  -h  I  ) 

Ces  nombres  jouent  un  rôle  dans  la  thc^orie  de  la  transformation  de  Tschirn- 
hausen,  comme  Tout  montré  Hamilton  dans  un  court  rapport  sur  la  méthode 
de  Fcrrard,  ou  plutôt  de  Rring,  relative  à  l'équation  du  cinquième  degré, 
pais  M.  Sylvester  lui-même  dans  un  Mémoire  inséré  en  1886  dans  le  Journal 
de  Crelle.  Dans  le  présent  Mémoire,  M.  Sylvester  déduit,  de  la  formule  de 
M.  Hammond,  une  belle  loi  asymplotique  pour  les  nombres  d'IIamilton,  qui 
croissent  très  rapidement. 

Dai*win  (C).   —   Sur  la  figure  d'équilibre  dWine  masse  Suide 
animée  d'un  mouvement  de  rotation.  (S'jg-^iS). 

Ce  Mémoire,  qui  fait  suite  aux  recherches  antérieures  de  l'auteur,  a  été  com- 
posé avant  la  publication  sur  le  même  sujet  du  Mémoire  de  M.  II.  Poincaré 
dans  les  Acia  Mathematica  (t.  VII,  188S).  Les  deux  Mémoires,  fondés  sur  des 
méthodes  très  différentes,  se  rencontrent  dans  diverses  conclusions,  notamment 
dans  celles  qui  concernent  la  forme  annulaire  d'équilibre. 

Thomson  (•/.).  —  Quelques  applications  des  principes  de  la  Dy- 
namique aux  phénomènes  physiques.  (4-1-526). 


Vol.  179;  1889. 

Tomlinson  (//.).  —  L'influence  de  la  pression  et  de  la  tension  sur 
les  propriétés  physiques  de  la  matière.  Première  Partie  (suite). 
Élasticité;  eflel  de  la  magnétisation  sur  l'élasticité  et  le  frotle- 
raeni  intérieur  d'un  métal.  (i-5t6). 

Sassei  (A.),  —  Sur  le  mouv(Miient  d'une  sphère  dans  un  liquide 
visqueux.  (43-63). 

Le  pr(»bléme  est  résolu  dans  les  cas  suivants  :  i"  La  sphère  se  meut  en  ligne 
droite  sous  l'action  d'une  force  constante,  telle  (pie  la  gravité;  2*  elle  est 
animée  d'un  mouvement  de  rotation  autour  d'un  diamètre,  puis  abandonnée  à 
eJJe-méme. 


in  SHCONDli  PARTIE. 

Syivest/ti(J.)  ci  Uammond^J.).  —  Sur  les  Domltres  d'Hamilton. 
(65-;,). 
Cnmplùmenls  et  C'irrccti»ns  au  précédeat  Minoire  >iir  la  loi  asjmptoiiqiie 


Sur   le. 


Walker  (X). 
ao.)). 

Il  s'ïgïl  des  rclulions  cnlrc  une  c 
plan  qui  sool  les  polaires,  ruialivcn 
ensemble  devient  l'ensemble  des  dii 
Lest  irinlîni. 

L'enveloppe  des  droites  que  l'ni 
ce  Mémoire,  où  sont  cunsidérés  dîr 


lètrcs  des  ctibiques  planes.  (i5i- 


ibiquc(a)  et  l'ensemble  des  droites  de  ion 
enl  à  (u),  des  points  d'une  droite  (L).  Cet 
mètres  ta  sens  de  Newton  quand  la  droite 

vleal  de  dire  joae  un  rfile  csseotiel  da» 
:s  de  (u)  el  de  (L). 


Burbury  (S.).  —  Sur  l'induclinn  des  coui'anLs  éleclrîques  sur 
des  enveloppes  conductrices  de  faible  «épaisseur.  (2;)7-3a4)- 

Les  auteurs  qui  ont  traité  de  ce  problème  ont  suppose)  ordinairement  que  les 
conducteurs  avaient  une  forme  parliculidre  (splicre,  pUn  imléfini,  cylindre, 
ellipsoïde)  et  que  Jcs  variations  du  champ  magnétique  extérieur  étaient  ans» 
particulières.  M.  Burbury  constitue  la  tLéorie  générale  pour  uoe  surface  quel- 
conque et  une  variation  quelconque  du  champ  magnétique  extérieur. 

Forsyth{A.).  —  Invariants,  covarianls  et  dérivées  par  quotient 
associ<5es  à  une  équation  difTërenticIle  linéaire.  (3~';-48g). 

()n  trouvera  dans  ce  Mémoire  le  système  d'invariants  et  de  covariants  poor 
une  équation  dilTérentielle  linéaire  d'ordre  n.  Ce  «ysrème  est  complet  en  ce 
ianlc  du  niémc  type  se  déduit,  par  des  opérations 
mcnis  du  système.  Les  transforma  lions  auiquellcs 
rc  est  soumise  sont  supposées  être  lus  plus  géoé- 
l'ordre  cl  le  caractère  linéaire  de  l'équation, 
tninsfnrmations  linéaires  de  la  variable  dépcn^ 


sens  que 

toute  h 

mctioi 

purement 

L  algébriques. 

l'équatLO. 

j  dilTérc 

nticllc 

raies  de 

celles  (| 

|ui  co 
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et  de  l'équation  transforince,  mise  sous  la  niéiiie  forme.  De  ces  relations  on 
déduit  un  invariant  d*indice  3  (  Brioschi-Halphcn  ),  puis  les  invariants  d'indice 
4»  5»  6,  7  et  l'on  prouve  qu'il  y  a  /t  —  a  invariants  fondamentaux  (priminva- 
riants),  composés  chacun  de  deux  parties  :  une  partie  linéaire  par  rapport 
aux  coefficients  de  l'équation  et  à  leurs  dérivées  et  une  partie  non  linéaire, 
dont  la  loi  est  étudiée.  Celte  étude  conduit  à  introduire  comme  forme  cano- 
nique ponr  l'équation  différentielle  linéaire,  la  forme  où  les  deux  termes  qui 

suivent    .    -  sont  nuls.  La  réduction  d'une  équation  différentielle  linéaire  à  la 

forme  canonique  suppose  l'intégration  d'une  équation  diflérentielle  linéaire  du 
second  ordre  (Laguerre).  Pour  cette  forme  canonique  la  partie  non  linéaire  des 
invariants  disparaît  et  le  reste  peut  être  calculé. 

III.  De  chaque  priminvariant  0,  peut  être  déduit,  en  supposant  l'équation 
proposée  sous  la  forme  canonique,  l'invariant 

qui  est  dit  \a  /onction  bidérivëe  (quadriderivalive  funriion)  de  O,.  Des  deux 
priminvariants  O^.  0    on  peut  déduire  l'invariant 

qui  est  dit  le  jacohien  de  6-^,  ^^. 

Tous  les  invariants  algébriquement  indépendants  que  l'on  peut  obtenir  par 
ces  procédés  peuvent  être  classés  d'après  leurs  degrés  par  rapport  aux  coeffi- 
cients de  l'équation  différentielle.  La  première  classe  contient  les  priminvariants 
de  la  première  section;  la  seconde  classe  contient  les  n  —  2  bidérivées  de  ces 
prim invariants,  et  les  /i  —  3  jacobiens  indépendants;  chaque  classe  suivante 
contient  n —  a  invariants  propres;  les  invariants  sont  dits  priminvarianti, 
çuadrinvariants,  cubinvariantSy  quart  invariants,  etc. 

IV.  Application  d''un  théorème  de  Clebsch  (*).  Rôle  des  mineurs  du  déter- 
minant 


r, 

y\ 

«  •  • 

V(/i-l' 

r. 

y\ 

•  •  • 

y^U       ,. 

Xn 

y'n 

«  •  ■ 

formé  avec  un  système  de  solutions  fondamentales  ^,,  y^,  •••»>'„  ^^  l'équation 
différentielle  linéaire  et.  en  particulier,  des  mineurs  (déterminants  d'ordre  p) 
que  l'on  déduit  des  p  premières  lignes,  et  dont  le  type  est 


r. 

y. 

•  •  • 

y.p-l> 

'r  = 

•  •  • 

•  •  • 

•  •  • 

•  •  • 

yP^X^ 

(/)  --  I,  2,  3,  .  ..,  /i  —  I); 


(  •  )     Vtbtr   eine    Fundamentalaufgabe   der    Invariantentheorie    (  Gottigen 
Abh.,  e/c,  t.  XVH;  1872). 

BulL  des  Sciences  mathém.f  7*  série,  t.  \X.  (Août  i«y6.  )  K.n 
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s  ainsi  formées  Htiifont  chacune  à  nw  éa^ 
—  3  équations  sont  dite*  auDciéei  i  l'fqu  * 
inie  de  Lagrange.  Le*  intarimt*  ilei  éqtil'^ 
variants  de  ta  proposée.  LesëqaatioM  diSi^ 
(  indépendante!)  associée*  de  raa|  couplém 


les  fi  —  Il  Tariables  dépcadantt 
tion  différeotielle  linéaire;  lesr 
proposée;  l'une  d'elles  est  radj< 
associée  i  ta  proposée  sont  des  ii 
tietles  que  vérifient  les  variable 
taire  sont  réciproquement  adjoi 

V.  Les  procédés  de  la  troisième  section  (  bidérivéet,  jacoUeai}  sont  appltqt^ 
aui  Tariables  dépendantes,  originales  ou  associées,  et  l'an  parvient  ainsi  k  de« 
classes  de  covariants  iodépendanls  :  les  cnvarianti  de  la  première  classe  co*- 
liennent  une  variable  dépendante  et  ses  dérîTéca;  le»  covarianta  de  la  seeoaw 
'lasse  sont  les  jacobiens  d'un  invariant  et  d'une  variable  dépeadaate, 

Yl.  Applications  ;  équations  du  second  ordre;  ihéortme*  de  Schwan  elc 
Kummer.  Équations  du  troisième  ordre;  réduction  t  la  forme  canonique 


Kiamen  du  ran  où  f)  est  nul.  ^^qualion  aui  quotients.  Conslrnction  des  su 
tutions  de  l'équation  proposée  au  mojea  de  deux  solutions  de  l'éqnation  aiL 
quotients.  Problêmes  analogues  pour  l'équation  dilTérentielle  linéaire  du  qui 
Irii'me  ordre:  élude  de«  équaltoni  associées. 


VII.  La  septième  section 
Iqiiotient-dtrivatiitt).  Si  I 


t  digression  sur  les  dérivî-es  par  quo 
idère  une  expression  de  la  forme 


s  A  CI  les  B  sont  des  constantes  arbitraires,  et  ;  la  variable  indépent 
[mier  membre  [».  ;],  de  l'équation  dilTérentielle  d'ordre  »n  —  i  ob 
iminant  les  ronsiantes  arbitraires  est  la  n'*~*  dérivée  par  quotient. 


'•■-'■- 1,-  j.-i 

Les  dérivées  par  quotient  s'expriment  simplement  snus  forme  de  détermina  al*. 
Les  drrivi'-es  par  quotient  que  l'on  vient  de  définir  sont  impaires  en  ce  sens  qiK 
»  dérivée  dt  »  qui  5  CgUTt  est  d'ordr»  impair;  on  cihtitnt  If»  rti- 
a  formant,  par  climinalinn 
ielte  que  vérilie  Teicrf 
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variations  infiniU^simaieSi  déduit  deux  équations  aux  dcrivf'es  parliclles  qu<> 
doit  Yérifier  tout  concomitant  :  l'une  détermine  la  forme  du  concomitant 
l'autre,  son  indice,  quand  la  forme  est  connue.  Ces  équations  caractéristiques 
sont  employées  à  déduire  left  covariants  qui  contiennent  la  variable  primitive 
puis  les  invariants  qui  dérivent  de  6,;  on  obtient  enfin  des  formes  simplifiées 
pour  les  invariants  et  covariauts  d'ordre  supérieur.  Finalement  Tauteur,  con- 
formément à  une  méthode  employée  par  M.  Hammond  pour  la  proposition 
correspondante  dans  la  théorie  des  formes  binaires  (*),  établit,  en  s'appuyant 
sur  la  théorie  des  équations  différentielles  linéaires  aux  dérivées  partielles,  que 
tout  concomitant  s'exprime  algébriquement  au  moyen  des  concomitants  déjà 
obtenus. 

fLove  (A.).  —  Petites  vibrations  et  déformations  d'une  enveloppe 
rigide  mÎDce.  (491-546). 

Ce  Mémoire  peut  être  regardé  comme  un  essai  préliminaire  à  la  théorie  des 
vibrations  des  cloches.  A  la  cloche  est  substituée  une  enveloppe  rigide  (Shell) 
assez  mince  pour  que  I'oa  puisse  négliger  le  carré  de  l'épaisseur.  Cette  enve- 
loppe est  supposée  isotropiquement  élastique  :  on  la  considère  comme  limitée 
par  deux  surfaces  parallèles  à  U  surface  moyenne,  et  déformée  arbitrairement. 
L'énergie  potentielle  de  déformation  est  étudiée  par  la  méthode  qui  a  servi  à 
Kirchhoff  pour  les  plaques.  L'auteur  donne  les  équations  du  mouvement  ainsi 
que  les  conditions  aux  limites,  et  est  amené  à  développer  la  théorie  géométrique 
de  la  déformation  d'une  surface  extensible.  Les  équations  du  mouvement  de 
Clebsch  pour  les  plaques;  les  analogies  et  les  diff'érences  avec  les  vibrations  des 
plaques  sont  discutées.  Le  cas  d'une  enveloppe  sphérique  ou  cylindrique  est 
étudié  avec  quelque  détail.  Un  intéressant  résumé  historique  des  travaux  an- 
térieurs est  placé  en  tète  du  Mémoire  de  M.  Love. 


Tome  180;  1889. 

J)arwin  {G.).  —  Sur  les  conditions  mécaniques  d'un  essaim  de 
roéléorites  et  sur  les  théories  cosmogoniqucs.  (1-69). 

Conciliation  entre  la  théorie  qui  place  l'origine  du  système  planétaire  dans 
une  masse  fluide  animée  d'un  mouvement  de  rotation,  et  celle  qui  fait  résulter 
ce  système  de  l'agrégation  graduelle  de  matière  météorique. 

Forsyth  {A,).  —  Une  classe  d'invariants  fonctionnels.  (71-1 18). 

Ce  Mémoire  peut  être  regardé  comme  une  suite  au  Mémoire  sur  les  inva- 
riants, covariants  et  dérivées  par  quotient  associées  aux  équations  dijjé- 
rentieties  tinéaireSf  de  l'année  1888,  qui  a  été  précédemment  analysé.  Les  inva- 
riants fonctionnels  qu'on  considère  ici  sont  constitués  par  des  combinaisons  des 
dérivées  d'une  fonction  de  plusieurs  variables  indépendantes,  combinaisons 
telles  que,  si  l'on  fait  un  changement  des  variables  indépendantes,  eNes  se  re- 


(•)  American  Jounuil.  t.  V;  l8H•^ 
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prncliiitcni,  A  un  ractriir  prés,  ce  Fadeur  ne  dépendant  qne  de  la  transforma  lion 
riïrrtuée  sur  les  variables.  Les  transformations  pour  leiqucllei  lei  rê*oltals 
détaillés  sont  donnés  sont  des  transformations  h omo graphiques  et  les  re- 
cherches sont  limitées  au  cas  de  deni  variables  iodépcndaote*;  la  poHibilité 
d'étendre  ces  recherches  est  maniTeste. 

Les  invariants  ne  eontiennent  explicitement  ni  les  variables  indëpeiidaslet 
x,y  ni  la  variable  dépendante  3;  ils  sont  homogène*  par  rapport aai  dérivée* 
de  z;  ils  sont  d'un  degré  uniforme  de  différentiation  par  rapport  t  chacune  des 
variables  x,  y;  ils  snnt  lymétriquet  ou  symétriques  gauchei. 

Un  invariant  vérifie  six  équations  linéaires  «ui  dérivées  partielles;  quatre 
de  ces  équations  sont  cararléristiqncs  et  déterminent  la  forme  de  l'invariant: 
les  deux  autres  sont  des  équations  A'indiee  et  sont  vériRées  identiquement, 
quand  la  forme  est  connue  et  que  l'indice  est  déduit  de  la  considération  de  la 

Chaque  invariant  contient  tes  deux  dérivées  partielles  du  premier  ordre. 

Relalivcmcnt  aux  invariants  irrédnctibles  relatifs  é  une  seule  variable  dé- 
pendante <,  on  établit  les  résultats  qui  suivent  :  les  invariants  peuvent  être 
rangés  en  classes;  chaque  classe  étant  propre  i  un  rang  déterminé,  en  enten- 
dant qu'un  invariant  est  propre  au  rang  n  quand  n  est  l'ordre  de  la  dérivée  la 
plus  élevée  qui  ;  figure.  Il  n'y  a  pas  d'invariant  propre  au  rang  i;  il  f  a  un 
invariant  propre  au  rang  3,  t  savoir 


A„=V 


ipçt-i-ç-t. 


a  employant  les  notations  usuelles  pour  tes  dérivées  p,  q  du  premier  ordre 
t  le.«  dérivées  r,  j,  (  du  second;  en  employant  la  notation  anglaise  pour  le* 
urmes  binaires,  on  peut  écrire  aussi 

A.-{=,.,  «„,«..)(;.,. -2..)- 

:n  posant  en  général,  comme  on  fera  dans  la  suite, 


ianls  propres  au  rang  3, 
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enfln  H,  est  le  hessien  de  A^  considéré  comme  une  forme  cubique  en  g  =■  z^ 

Il  y  a  ra-hi  invariants  propres  au  rang  n,  quand  n  est  plus  grand  que  3  : 
ils  peuvent  être  regardés  comme  linéaires  par  rapport  aux  dérivées  de  rang  n. 
Chaque  invariant  s'exprime  au  moyen  de  ces  invariants  irréductibles  et  une 
pareille  expression  ne  comporte  pas  d'invariants  irréductibles  propres  à  un 
rang  supérieur  à  celui  auquel  l'invariant  proposé  est  propre. 

Pour  ce  qui  est  des  invariants  irréductibles  relatifs  à  deux  variables  dépen- 
dantes «,  z'f  on  montre  qu'il  y  en  a  un,  à  savoir,  le  jacobien  pq' ^ p' q  qui 
est  propre  au  rang  i  et  quatre  propres  au  rang  2,  à  savoir,  outre  l'invariant  A, 
et  son  analogue  où  py  ç,  r,  «,  t  sont  remplacés  par  />',  q'^  r't  s',  t\ 

q*r-~  ^ pqs' -h p* t' -h  2[qq' r  —  {pq' -^  P'q)^  -^ PP' ^]^ 

et  celui  qui  en  résulte  par  l'échange  des  lettres  accentuées  et  non  accentuées. 
M.  Forsyth  montre  le  vMe  des  opérateurs  dans  la  théorie  des  invariants;  le 
point  de  départ  est  dans  le  fait  que  l'opérateur 

appliqué  à  z\  produit  un  invariant  d'indice  i. 

La  théorie  de  ces  invariants  fonctionnels  est  liée  avec  la  théorie  des  formes 
binaires  :  les  invariants  fonctionnels  s'expriment  au  moyen  de  concomitants 
simultanés  d'un  certain  système  de  quantités  où  ^  et  — p  sont  les  variables; 
c'est  ce  qui  apparaît,  en  particulier,  sur  les  invariants  propres  au  rang  3  qui 
ont  été  donnés  plus  haut  explicitement. 

L'auteur  montre  les  rapports  et  les  différences  de  ses  recherches  avec  celles 
de  Halphen  et  de  M.  Elliott. 

Abney  (  W,  de  W,),  —  Éclipse  totale  de  Soleil  observée  à  l'île 
Caroline  le  6  mai  i883.  (i  ig-iSo). 

Bryan  (C).  —  Les  ondes  stir  un  sphéroïde  liquide,  d'elliplicilé 
finie,  animé  d'un  mouvement  de  rotation.  (187). 

.\pplication  de  la  méthode  exposée  par  M.  Poincaré  dans  son  Mémoire  Sur 
VéguUibre  d'une  masse  fluide  animée  d'un  mouvement  de  rotation  {Acta 
Mathematica,  t.  VU).  Le  cas  traité  par  M.  Bryan  est  celui  d'un  ellipsoïde  de 
révolution  (sphéroïde  de  Maclaurin).  La  solution  est  obtenue  en  se  servant  des 
fonctions  sphériques  (tesserales  ou  zonales)  ordinaires  relatives  au  sphéroïde 
fluide  ou  sphéroïde  auxiliaire  introduit  par  M.  Poincaré  pour  la  résolution  de 
l'équation  difTércnticlle;  on  n'a  plus  aifaire  aux  diflicultés  que  comporte,  comme 
dans  le  cas  général,  l'emploi  des  fonctions  de  Lamé;  le  problème  est  simplilié 
{»ar  ce  fait  que  chaque  solution  indépendante  contient  seulement  des  fonctions 
sphériques  d'un  degré  et  d'un  rang  particuliers. 

Oo  n*a  qu'une  seule  équation  à  la  limite,  relative  à  la  surface  du  sphéroïde, 
qui  détermine  l'amplitude  des  marées  dues  à  une  force  perturbatrice  connue, 
de  nnéme  que  l'élévation  de  la  marée  au-dessus  de  lu  surface  moyenne  en  un 
|»oinl  ifueironque  à  un  niomniit  (li)nné.  S'il  n'v  a   pas  de  f(»r<*rs  |HM'turl)atrire<«. 
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celte  équalion  délermîne  la  fréqueace  des  divene*  onde*  libres  par  dw  Itac- 
tinns  sphëriques  d'ordre  eL  de  rang  donnés. 

Les  lois  simples  de  celle  fréquence  sonl  étndiju  CD  détail  et  même  btcc  des 
applications  numériques.  La  question  de  la  subilitt  est  traita  pour  le  tas  d'à* 
liquide  parfait,  et  les  critérium 9  sont  alors  très  différeats  de  ceux  qai coBixrBCBt 
un  liquide  viaqueui.  Le  cas  d'une  faible  vitesse  de  roUtion  et  d'une  excentricité 
faible e«t  traité  avec  détail.  L'auteur  termine  enSa  psr  quelques  cossidératioas 
relatives  aui  théories  cosmogoniques. 

Darwin  (/,.),  Schuster  (A.),  Maunder  (  W.).  —  Snr  l'éclipsé 
totale  de  Soleil  du  29  août  1886.  (391-350). 

Perry  (Bev.).  —  Rapport  sur  les  observations  de  l'éclïpse  totale 
de  Soleildii  39 août  1896,  faites  à  l'île  du  Carriacou.  (35i-362). 

Abney  {lV.de  (»'.),  Thorpe  (7".).  —  Sur  la  détermination  de 
l'intensitt^  pliotométnque  de  la  lumière  de  la  couronne  pendant 
l'éclipsé  totale  de  Soleil  du  29  août  188S.  (363-384). 

Turner  {II.).  —  Rapport  sur  les  observations  de  l'éclipsé  lolalt; 
de  Soleil  du  29  aoàt  1886  faites  à  Grenville,  dans  l'île  de  Gre- 
nada.  (385-393). 

Schuster  {A.).  —  La  variation  diurnaledu  magnétisme  terrestre, 
avec  un  appendice  par  Lainb  {H.).  (467-518). 


Tome  181;  i8<)o. 
Elliolt  (£".).  —  Sur  l'échange  des  variables  dans  certains  ope- 
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fonction  de  y  et  que  l'on  pose 

I        d^y  I        d'x 

i.a...r  ax"^  "^       1.2. ..rc/^'" 

Les  deux  équations 

dont  l'une  entraîne  l'autre,  donne  l'expression  de  l'accroissement  t,  de  y  en 
fonction  de  l'accroissement  \  de  Xy  ou  inversement.  Désignons  par  Y^'"'  le  coef- 
ficient de  Ç*  dans  le  développement  de  la  puissance  m'*^  de  t,  =^,^  -+-^,^"4-. . . 
ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  de  Ç;  de  même,  par  X^'"^  le  coef- 
ficient de  Tj»  dans  le  développement  de  la  puissance  m'*"*  de  Ç  =  x^r^  -\-  x.V-h. . ., 
ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  de  t\;  m  est  un  entier,  positif  ou 
négatif;  Xi'"\  Y^*"^  sont  des  fonctions  de  j:,,  a:,,  ...  d'une  part,  de  y^^  ^,,  ... 
de  l'autre.  Adoptant  une  notation  du  major  Mac-Mahon,  M.  Elliott  pose 

fi,  V  sont  des  nombres  donnés;  n  est  un  entier  positif,  négatif  ou  nul;  s  est 
un  indice  de  sommation  qui  doit  prendre  toutes  les  valeurs  entières  depuis  le 
plus  petit  jusqu'au  plus  grand  des  deux  nombres  m  et  —  n  -i-  i;  et  les  symboles 

||i,  v;  m,  nL,  [{i,  v;  m,  n  j^,  que  les  égalités  précédentes  définissent,  sont  des 

opérateurs  destinés  à  agir  sur  une  fonction  des  variables  a:,,  a?,,  ...,  ou  sur 
une  fonction  des  variables  ^,f  ^,t  •••  qui  dépendent  des  précédentes;  dans  ces 
opérateurs  entrent  linéairement  les  dérivées  partielles  par  rapport  à  x,,  a:,,  ... 
ou  les  dérivées  partielles  par  rapport  à  ^,,  ^,,  . . .;  le  but  de  l'auteur  est  de  re- 
présenter l'opérateur  du  type  ( {i,  v ;  m,n)j^  comme  un  opérateur  ou  une  somme 
d'opérateurs  du  type  ({i,  v;  m,  n)  ;  il  parvient  ainsi  à  une  suite  très  riche  d'é- 
légantes identités  qui  ont  pour  base  l'égalité  symbolique 

--^  =-(>',$ +r.^'-H.../(r.+  ar;-+- 3^,5'+...), 

où  r  est  un  entier  positif  et  où,  après  avoir  effectué  dans  le  second  membre 
l'élévation  aux  puissances  et  le  produit,  il  est  sous-entendu  que  l'on  doit  rem- 
placer \'  par  -T—'  Signalons  par  exemple  la  relation 

jmjx,  |i';  m,m'— ij,  =  — }m>',  ix;  m',m  — i|^, 

où  fn-\~  m'  doit  être  un  nombre  positif,  qui  conlienl  comme  cas  très  particulier 
les  relations  explicites, 

d  à        ^        à  ()  €/        ,        f> 

*  dx,  '  dJ7,  *  Ox^  f^y,  ày^        '^  *  t)y^ 

à         ^        à         ,        à  \  *^         .        à         ,        (}  I 

'  dx,         *  ôXj        '()x^  L      '^',         ^^y,  «l»^         I 
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La  théorie  des  fonctions  harmoniques  relatives  k  l'ellipsoTdc  (harmooiqan 
elliptiques)  est  fondée  habituellement  sur  l'expression  des  solatioas  de  l'équa- 
tion de  Laplace  au  moyen  des  coordonnées  elliptiques  considérées  comme  va» 
riables  indépendantes.  Ost  à  Lamé  que  l'on  doit  les  principes  de  cette  théorie, 
dont  M.  Heine  a  donné  une  exposition  complète  dans  son  livre  classique  tur 
iet  fonctions  sphériques.  Quoique  cette  théorie  soit,  le  plus  souvent,  celle  qui 
s'adapte  le  mieux  aux  applications  pratiques,  il  peut  être  avantageux,  dans 
certains  caSf  d'exprimer  ces  fonctions  au  moyen  des  coordonnées  cartésiennes  : 
c'est  à  ce  point  de  vue  que  M.  Nivcn  reprend  la  théorie. 

Considérant  un  ellipsoïde  à  trois  axes  inégaux,  il  développe  d'abord  (§3-15) 
les  propositions  relatives  aux  points  intérieurs,  puis  (g  16-21)  les  propositions 
relatives  aux  points  extérieurs  à  cet  ellipsoïde.  Pour  ce  qui  est  de  l'intérieur, 
il  établit  entre  les  harmoniques  elliptiques  et  certaines  fonctions  harmoniques 
sphériques  qui  leur  correspondent  d'intéressantes  relation»  qui  permettent,  en 
premier  lieu,  d'exprimer  explicitement  les  harmoniques  elliptiques  au  moyen 
des  coordonnées  cartésiennes,  puis,  en  second  lieu,  de  déterminer  le  dévelop- 
pement, en  série  d'harmoniques  elliptiques,  d'une  fonction  ayant  des  valeurs 
arbitrairement  assignées  sur  la  surface.de  l'ellipsoïde.  M.  Niven  traite  en  par- 
ticulier ce  problème  quand  ces  valeurs  arbitraires  sont  celles  que  prend  une 
fonction  homogène  des  coordonnées  Xy  y^  z;  l'extension  au  cas  d'une  fonction 
qui  peut  se  développer  par  la  formule  de  Taylor  est  aisée.  L'auteur  a  donne 
l'expression  d'un  tel  développement  en  série  d'harmoniques  elliptiques  poar 
l'inverse  de  la  distance  d'un  point  fixe  i  un  point  variable  de  la  surface  de 
l'ellipsoïde. 

La  proposition  fondamentale  concernant  les  harmoniques  elliptiques  consiste 
dans  l'expression  de  ces  harmoniques  au  moyen  d'opérations  difTéreniielles 
efTectueés  sur  le  potentiel  relatif  à  un  point  extérieur  d'un  ellipsoïde  de  densité 
variable.  Elle  est  obtenue  par  une  marche  analogue  à  celle  de  Maxwell  dans 
sa  théorie  de  l'attraction  fondée  sur  l'interprétation  physique  des  harmoniques 
sphériques. 

domine  applioalions,  l'auteur  a  considère  successivement  le  problème  du  ma- 
gnétisme induit  dans  un  corps  de  forme  eIIipsoï«lalc  (§  .?'2-24  ),  le  p<ilenliel  dû 
à  une  enveloppe  mince  il  mitée  par  deux  ellipsoïdes  hoinolhéliques,  la  densiic 
variant  en  raison  inverse  de  la  tiislance  à  un  point  fixe  (^25-»7),  un  théorème 
concernant  la  détermination  de  la  capacité  électrique  (§  28). 

hans  la  dernière  partie  de  son  Mémoire,  M.  Niven  étudie  ce  que  deviennent 
ses  harmoniques  elliptiques  dans  le  cas  d'un  ellipsoïde  de  rt*\olulion  aplati  ou 
allongé  (§  30-J'2).  Les  fonctions  harmoniques,  pour  l'ellipsoïde  allongé,  peuvent 
se  ramener  aux  fonctions  harmoniques  du  cylindre  circulaire,  ou  du  parab»»- 
loïdc  de  révolution.  Enfin  l'auteur  termine  en  s'occupanl  des  théorèmes  d'ad- 
dition pour  les  fonctions  harmoniques  elliptiques,  les  fonctions  sphériques  de 
seconde  espèce  et  les  fonctions  de  Bessel. 

Sampson  (IL).  —  Sur  la  fonction  de  courant  de  Slokes.  (44^- 

')  1 8  ) . 

Dans  la  théorie  que  dè\eloppe  l'auteur,  l'équation  au\  dérivées  partielles 


—  <». 


•  Ml  'L  -■  co>^,  jour    un   r«'«lc  anal<>^ue  a   «'c!ui   de   rr.|iiali«»n  d»'  Lapi.nr*  ifan*  I.» 
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théorie  des  fonctions  sphériques;  la  quantité  H  =  y^  i  —  29.x  -t-  x*  se  développe 
en  une  série  de  la  forme 

où  les  fonctions  1.(07)  satisfont  i  l'équation  diflTérentielle  linéaire 

^'-^^      dx*      +^(^-OI.(.r)=o. 

La  théorie  de  ces  fonctions  se  développe  parallèlement  à  celle  des  fonctions 
sphériques  et  remplit  la  première  partie  du  Mémoire  de  M.  Sampson.  La  se- 
conde partie  contient  des  applications  k  l'Hydrodynamique,  pour  des  mouve- 
ments où  tout  se  passe  symétriquement  par  rapporta  un  axe.  Les  liquides  sont 
supposés  Tisqueux.  L'auteur  examine  successivement  les  cas  d'un  obstacle 
sphérique,  en  forme  d'hyperboloîde  ou  d'ellipsoïde  de  révolution,  de  tore,  de 
paraboloîde  de  révolution,  de  disque  circulaire,  etc. 

Poynting  (/.).  —  Sur  la  détermina tioo  de  la  densité  moyenne  de 
la  Terre  au  moyen  de  la  balance  ordinaire.  (565-656). 

Tome  183;  1892. 

Grylls  Adams,  —  Comparaison  des  perturbations  magnétiques 
pour  divers  observatoires.  (i3i-i4o). 

mu  («/.)•  —  Rôle  des  lieux  de  points  singuliers  et  de  lignes  sin- 
gulières dans  la  théorie  des  surfaces  enveloppes.  (141-278). 

Le  Mémoire  de  M.  Hill  se  partage  naturellement  en  deux  parties  suivant 
que  l'équation  de  la  famille  de  surfaces  dont  on  considère  l'enveloppe  contient 
un  ou  deux  paramètres.  On  suppose  dans  tous  les  cas  que  cette  équation  est 
entière  tant  par  rapport  aux  coordonnées  que  par  rapport  aux  paramètres. 
Dans  le  premier  cas,  si  l'équation  de  la  surface  est 

/(x,  y.z.a)-  o, 

• 

le  discriminant  A  de  cette  équation,  considéré  comme  une  équation  en  a,  a 
un  sens  précis.  Il  contient  évidemment  en  facteur  le  premier  membre  E  de 
l'équation  de  l'enveloppe.  S'il  y  a  une  courbe  lieu  de  points  coniques,  cette 
courbe  est  sur  la  surface  A  =  o.  S'il  y  a  une  surface  B  =  o  lieu  d'une  ligne 
binodale,  A  contient  B' en  facteur.  Le  facteur  s'élève  cube  s'il  s'agit  d'une  ligne 
nodale  telle  que,  en  chaque  point,  les  deux  plans  tangents  coïncident,  etc. 

M.  Hill  étudie  avec  détails  les  cas  exceptionnels  où,  l'équation  -^  =  o  admettant 

des  racines  égales,  deux  caractéristiques  coïncident. 

Le  cas  où  l'équation  /(x,  y,  Zf  a,  b)=  o  de  la  famille  de  surfaces  contient 
deux  paramètres  donne  lieu  à  une  étude  analogue,  d'une  nature  un  peu  plus 
compliquée.  Rn  conservant  la  lettre  A  pour  désigner  le  premier  membre  de 
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l'éc|Uïtioii  obtenue  en  éJimInaal  a,  b  entre  In  équations 
/=o.       /;=o,       /i=o, 

si  C  =  o  est  t'équatioo  du  lieu  d'un  point  cooique,  A  coatieot  C'  en  faeleàr; 
si  B  =  0  est  t'éqiiatioa  du  iîeu  d'un  point  double  biplinaire,  A  cooLient  B'  <■ 
fadeur;  ai  U  =  o  est  l'équation  du  lieu  d'un  point  double  uiiipl«iisir«,  A  coa- 
lient  U'  en  (acteur.  Ces  racteura  s'élèTcni  i  de*  degrés  plus  éleré*  dans  eertaiiu 
CBS  particuliers.  L'auteur  accompagne  ses  défeloppements  Ihéoriqnei  de  nom- 
breux exemples. 

Walker  {G.).  —  Répulsion  et  rotation  produites  par  des  courants 
électriques  alternatifs.  (2^9-33o). 

■  Burbury  (£".}.  —  Sur  le  choc  de  corps  élastiques.  (407-423). 
Examen  de  la  doctrine  de  Maxwell-Boltzman. 

Heaviside  {O.).  —  Sur  les  forces,  tensions  et  ilux  d'énergie  dans 
le  champ  électro-magnétique.  (4a3-48o). 

Macaulay  {A.).  —  Sur  la  théorie  mathématique  de  l'électro- 
magnétisme.  (685-^8o). 


Bennet  (G.).  —  Sur  les  résidus  de  puissances  pour  un  module 
composé,  réel  ou  complexe.  (i89-336). 
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que  runité  dr  méthode  apparaît  bien  oeltement.  On  trouvera,  dans  un  appen- 
dice, une  table  d'indices  pour  les  modules  complexes  dont  la  norme  ne  dépasse 
pas  loo. 

Lodge  (O.).  —  Problème  de  raberration.  Discussion  relative  au 
mouvement  de  l'éther  dans  le  voisinage  de  la  Terre  et  la  con- 
nexion entre  rélhcr  et  la  matière.  (727-804). 

Dyson  (F.),  —  Potentiel  d'un  tore  annulaire.  (43-96;  io4i-i  106). 

Considérons  un  tore  annulaire  admettant  l'axe  des  z  pour  axe  de  révolution 
et  ayant  son  axe  circulaire  de  rayon  C  dans  le  plan  des  xy;  si  l'on  désigne 
par  r,  6,  9  les  coordonnées  polaires  d'un  point  (:r,  v,  z)  extérieur  au  tore,  la 
fonction 


.=  r ^i_- 

w'o      V'*'  '"  ^' — ar/' siiiO  roî»3 


est  une  solution  de  l'équation  de  Laplacc,  finie  pour  tous  les  points  extérieurs 

/if 

au  tore  et  s'annulant  à  l'infini;  -r-  est  une  autre  solution  et  deux  autres  svs- 

dz  •' 

tèmes  de  solutions  s'obtiennent  en  diiïérentiant  1  ou  — -  par  rapport  à  c,  autant 

de  fois  que  Ton  veut.  Lorsque  la  plus  courte  distance  R  du  point  considéré  au 
cercle  central  est  moindre  que  c,  l'intégrale  précédente  peut  être  développée 

suivant  les  puissances  de  —  ;  les  fonctions  ainsi  engendrées  et  quelques  autres 

analogues  servent  dans  certains  problèmes  d'Hydrodynamique.  L'auteur  montre 
ensuite  comment  le  potentiel  relatif  à  un  tore  annulaire  peut,  pour  tous  les 
points  extérieurs,  être  développé  en  une  série  d'intégrales.  Les  premiers  termes 
du  développement  sont  ramenés  à  la  forme  d'intégrales  elliptiques.  Les  sur- 
faces équipotentielles  sont  déterminées  pour  quelques  valeurs  simples  du  rap- 
port de  l'épaisseur  de  l'anneau  au  diamètre  moyen.  M.  Dyson  étudie  ensuite 
le  potentiel  d'un  anneau  conducteur  pour  les  points  extérieurs,  puis  le  mouve- 
ment d'un  anneau  dans  un  fluide  indéfini. 

Enfin  l'auteur  s'occupe  de  la  forme  annulaire  d'une  masse  fluide  animée 
d'un  mouvement  de  rotation  quand  l'épaisseur  de  l'anneau  est  petite  par  rap- 
port au  rayon  moyen.  La  forme  de  la  section  par  l'axe   peut  èlre  représentée 

par  la  formule 

R  =  a  (  iH-  p,  cos  î  y  -4-  ?,  ros  3  y  '-+-.. .  ), 

où  p,,  p,,  ...  sont  du  second,  du  troisième  ordre  par  rapport  à  -•  Ces  termes 

sont  donnés  jusqu'au  quatrième  ordre. 

Dans  la  seconde  partie  le  potentiel  est  déterminé  pour  les  points  intérieurs. 
L'étude  est  faite  de  la  stabilité  d'un  anneau  fluide  tournant,  pour  trois  sortes 
de  perturbations  :  i*  l'anneau  reste  symétrique  par  rapport  à  l'axe  de  révolu- 
tion et  à  Taxe  circulaire,  mais  la  section  méridienne  est  déformée;  2"  cette 
dernière  section  reste  circulaire,  mais  l'axe  circulaire  est  déformr;  3»  l'axe  cir- 
culaire reste  non  troublé,  mais  la  section  est  un  rerrie  de  rayon  variable. 

Ku  \ue  de    l'uniieau   de  Sutunic.   l'untour  déteniiiiie  le    potentiel    pour    un 
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anneau  à  section  elliptique;  les  résultats  qu'il  obtient  concordeat  avec  ceoi  dr 
Laplace.  L'auteur  étudie  ensuite  le  mouvement  d*an  vortex  annulaire  de  eeclioe 
finie.  Les  résultats  concordent  avec  ceux  de  M.  Hicks  obtenus  an  moyen  ém 
fonctions  toroYdales.  Il  traite  enGn  du  mouvement  de  plusieurs  vorlex  annn- 
laires  ayant  même  axe  et  des  sections  très  petites. 

Mac-Mahon  (P.)-  —  Mémoire  sur  la  théorie  de  la  composîlioD 
des  nombres.  (SSS-goi). 

Les  problèmes  dont  s'occupe  le  major  Mac>Mahon  dans  ce  Mémoire  ont  leur 
origine  dans  certaines  questions  numériques  qui  se  posaient  naturellement 
dans  un  Mémoire  antérieur  sur  les  fonctions  symétriques  des  racines  de  deux 
équations.  Pour  en  faire  comprendre  la  nature»  bornons-nous  au  cas  le  plus 
simple,  celui  d'un  ensemble  de  deux  nombres  entiers  positifs /»,  q  on,  si  Ton 
veut,  d'un  nombre  à  deux  parties  (/?,  q).  Décomposer  ce  nombre  en  r  parties  : 
c'est  trouver  r  couples  de  nombres  entiers  positifs  ou  nuls,  sans  qu'un  couple 
puisse  être  composé  de  deux  nombres  nuls  (a,,  p,),  («,»P,)»  ...,  (a,.ï  ?,.)  tels 
que  l'on  ait 

le  système  (a,  p,,  a^  p,,  . . . ,  a^^^)  est  une  composition  du  nombre  à  deux  parties 
ip^q)  en  r  parts.  Par  exemple  le  nombre  (2,  i)  est  susceptible  des  composi- 
tions suivantes  en  une,  deux,  trois  parts, 

<^  «), 

(20,01),    (01,20),     (11,10),    (10,11), 

(10,  10,  01),    (10,  01,  10),     (01,  10,  10). 

Le  nombre  de  compositions  de  (  /?,  7  )  en  r  parts  est  représenté  par  J'{  p,  q  :  r } 

tandis  que  le  n(>inl)re  tolu!  de  compositions  est 

(ics  pr<>l>!èines  se  généralisent  farilemenl  et  l'auteur  donne  des  régies  pour  le 
calcul  (les  fondions  numériques  telles  (|ue/et  K.  Ou  a,  par  exemple. 

pq-  *( p  -~  ^)-^q  —  ^) ■ 

(  n  "h  fj  —  >■)] 


•     •     •    « 


■>\{p  —  J)\{q  —  })\ 

les  termes  étant  continués  tant  qu'on  ne  rencontre  pas,  en  dénominateur,  il«* 
factorielle  nulle.  Une  représentation  f^raphi que  peut  aider  cetlc  étn<le;on  con- 
sidère l'ensemble  des  points  ayant  pour  abscisse  l'un  des  n(>ml)res  o,  i,  2,  ..../' 

et  pour  ordonnée  l'un  des  nombre  o,  1,  7 7  en  excluant  toutefois  l'origine. 

(|ue  nous  désijinerons  par  o  et  le  point  de  coordonnées  (/?,  q),  que  nous  dési- 
i;ncroiis  par  A;  les  points  reliants  seront  ce  que  nous  appellerons  \cs  points 
(.tu  rtst'du.   \\\\A\;\\\^\\\^   niaintenant  un   cliemin.  allant  du  point  ()  d\ï  point  \- 
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qui  soit  composé  uniquement  de  segments  parallèles  aux  axes  toujours  par- 
CKurus,  quand  on  va  de  O  à  A  dans  le  sens  des  x  ou  âei  y  positiTs,  et  qui  soient 
toujours  limités  à  des  points  du  réseau,  l'origine  du  premier  segment  étant  le 
point  O,  l'extrémité  du  dernier  étant  le  point  A.  Un  tel  chemin  est  une  route 
de  O  à  A  :  si  l'on  désigne  sous  le  nom  de  nœud  essentiel  tout  point,  non 
situé  sur  les  axes,  où  la  route  change  de  direction^on  démontre  que  le  nombre 
de  toutes  admettant  s  nœuds  essentiels  est  le  produit  des  deux  coefficients  bi- 

(      )  (     )*  ^'  ^*^^  considère,  en  outre  des  nœuds  essentiels,  d'autres 

points  du  réseau  situés  sur  la  route  comme  étant  aussi  des  nœuds,  de  manière 
à  avoir  en  tout  r  — i  nœuds  de  coordonnées  (j:,,^,),  (x,, y, ),...,  (a:^,,^^.,), 
ces  points  étant  rangés  dans  l'ordre  où  on  les  rencontre  en  allant  de  O  à  A, 
oD  aura  défini  une  composition 


nomiaux 


du  nombre  (/>,  ^)  en  r  parts,  en  posant 

le  nombre  de  compositions  qui  correspondent  ainsi  à  une  route  admettant  s 
nœuds  essentiels  est 

M.  Mac-Mahon  établit  diverses  lois  concernant  ces  modes  de  composition,  qui 
correspondent  à  d'intéressantes  identités  numériques.  Le  mode  de  représenta- 
tion que  nous  venons  d'expliquer  s'étend  aisément  à  l'espace,  pour  les  nombres 
(PyÇ^f)  à  trois  parties.  Le  problème  est  d'ailleurs  généralisé  dans  diverses 
directions. 

Givj'ther  (/?.).  —  Sur  les  covariants  diflerentiels  des  cotirbes 
planes  et  sur  les  opérateurs  employés  dans  leur  développement. 

Recherches  dans  le  même  ordre  d'idées  que  celles  d'Halphen  :  conditions 
pour  que  la  forme  d'une  fonction  reste  inaltérée,  à  un  facteur  près,  par  une 
transformation  homographique;  forme  du  facteur;  introduction  de  trois  opé- 
rateurs différentiels;  méthode  de  formation  des  covariants,  relations  de  réci- 
procité entre  les  opérateurs;  déduction  des  fonctions  réciproques  et  contrava- 
riantes.  Application  aux  cubiques.  Équation  de  la  cubique  osculatrice.  Usage 
des  coordonnées  invariantes.  Équation  intrinsèquement  invariante  d'une  courbe. 

Tome  !8o;  1894. 

Taylor  {II-)-  —  Sur  une  forme  spéciale  de  Téqualion  générale 
d^une  surface  du  troisième  degré  el  sur  un  diagramme  repré- 
sentant les  vingt-sept  droites  de  la  surface.  (37-70). 

La  forme  considérée  est  la  suivante  : 

xvzu  =r(j-  — rtT)(^'  — 6T)(c  — rT)(M  — t/l*), 
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où  T  =  oix  -h  pr  -H  Y  5  4-  6«.  Sur  cette  forme  douze  droites  apparaissent  im- 
médiatement situées  sûr  les  faces  du  tétraèdre  de  référence  :  oo  trouve  ensuite 
trois  droites,  dont  l'une  a  des  équations  de  la  forme 

>'  -S  _ 

les  douze  autres  se  déduisent  aisément  de  ce  fait  qu'une  droite  quelconque  de 
la  surface  rencontre  et  rencontre  une  seule  parmi  trois  droites  qui  forment  oo 
triangle;  deux  de  ces  douze  droites  sont  données,  par  exemple,  par  les  équations 

X  —  al  r=  \y, 

où  \  et  {1  sont  déterminés  par  les  conditions 

aôXjx -h(aa -h  6P  —  i)jx  —  c5  =  o, 
Y</X}jL  -h  (C7-f-c/S  —  i)A  —  a^-  0. 

L'auteur  donne  différents  diagrammes  qui  facilitent  l'étude  des  intersections 
mutuelles  de  ces  droites.  L'un  d'eux  est  constitué  comme  il  suit  :  les  27  droites* 
sont  représentées  schématiquement  sur  un  plan,  d'une  part,  par  37  droites  pa- 
rallèles; d'autre  part,  par  27  droites  encore  parallèles,  mais  perpendiculaires  aux 
premières.  Chaque  droite  est  ainsi  représentée  deux  fois  :  les  27*  points  d'îo- 
tersection  sont  distingués  au  moyen  de  trois  signes  dilTérents  :  l'un  de  cet 
signes  correspond  au  cas  où  il  s'agit  de  deux  droites  du  diagramme  qui  re- 
présentent la  même  droite  de  la  surface,  un  autre  au  cas  où  il  s'agit  de  deux 
droites  du  diagramme  qui  représentent  deux  droites  de  la  surface  qui  ne  se 
coupent  pas:  le  troisième  enfin  correspond  au  cas  où  l'on  a  affaire  i  fieu\ 
droites  du  diagramme  qui  représentent  deux  droites  de  la  surface  qui  sont 
dans  un  même  pian.  De  tels  diagrammes  rendent  aisée  l'énumération  des  en- 
sembles de  deux,  trois,  quatre,  cinq  ou  six  droites  de  la  surface  dont  aucune 
ne  rencontre  les  droites  d'un  même  ensemble,  ou  des  triangles,  quadrilatère^, 
pentagones,  heia^ones  situés  sur  la  surface.  L'auteur  éfudie  encore  les  plan» 
triplement  langrnls. 

I^cdrson  (A.).  —  C^oiilrlhiilion  à  la  théorie  inatlit'inuliijiK*  de  1'»'- 
Nohitlon.  (  71-1  I  o  K 


.  y 


Nous  ne  pouvon"*  donner  iri  que  Tidoe  des  recherches  de  M.  Pearson.  Ima- 
ginons qu'aprt'S  avoir  mesuré  dans  un  1res  grand  nombre?  de  cas  un  organe 
déterminé  d'un  animal  appartenant  à  un  nièmelype  ou  à  une  même  famille,  on 
prenne  pour  ab*cis«ic<;  x  la  dimension  de  cet  organe,  puis,  ayant  fixr  un  petit 
écart  ox,  pour  ordonnée  le  nombre  de  cas  ou  la  mesure  de  l'organe  considère 
tombe  entre  x  -t-  ex  cl  x  —  Ix,  on  formera  une  courbe  dite  courbe  de  fré- 
quence. Il  est  nalurel  de  transporter  l'origine  des  absci>ses  au  point  de  laie 
des  j"  i\\\x  corre>pond  à  la  mo\enne  des  observations.  Il  peut  se  fdire  aior«  que 
la  C(>url»e  obtenue  soit  tie  la  forme  (  normale  )  delinie  par  l'equatiou 


e 


kl' 
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bien  connue  dans  la  théorie  des  erreurs.  C'est  ce  qui  arrive,  par  exemple,  comme 
Qaetelet  l*a  montré  dans  son  Anthropométrie,  pour  les  observations  de  la  taille 
bamaine,  résultant  des  mensurations  de  conscrits.  Dans  ce  cas  le  type  con- 
sidéré correspond  vraisemblablement  à  certaines  conditions  de  stabilité  :  Tes- 
péce  est  fixée,  au  moins  dans  une  certaine  mesure.  Mais  il  peut  arriver  aussi 
que  la  courbe  présente  quelque  déviation  de  la  forme  normale,  et  l'on  conçoit 
que  l'étude  de  ces  déviations  puisse  avoir  un  grand  intérêt  pour  déterminer 
les  tendances  à  la  modification  de  l'espèce. 

Afac  Mahon.  —  Sur  une  certaine  classe  de  fonctions  génératrices 
dans  la  théorie  des  nombres,  (i  1 1-160). 

Considérons  les  formes  linéaires 

X.=  ^  ^ij^i        (*  =  «»  a»  •••>  'ï) 

/  =  i 
et  la  fraction 


(>  — «,>^.  )(«  —  *,  X,)...(i  —  *^X^) 


que  l'on  suppose  développée  suivant  les  puissances  ascendantes  et  les  produits 
de  J7,,  07,,  ...,  x^;  la  partie  de  ce  développement  qui  est  fonction  seulement 
des  produits  s^x^,  1,07,,  . ..,  s^x^  et  des  coefficients  a.^  des  formes  linéaires  est 

donné  par  la  quantité  ^  où  V,  est  le  produit  par  {  —  i)'*s^s^...s^x^x,...x^ 
du  déterminant 


""''. 

I 
X 

",. 

•     •     • 

«.« 

",. 

•     •     • 

a« 

•  m  • 

•     •     • 

•  •  • 
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•     ■     • 

I 

Le  développement  de  rr-  ne  dépend  que  des  mineurs  relatifs  aux  éléments  de 

^  m 

la  diagonale  de  ce  déterminant  (mineurs  coaxiaux). 
Il  résulte  de  là  que  la  fonction  générairicc  des  coefficients  de  a::\*afy . .  .x)^  dans 

le  développement  de  Xf*X|>...\^"  est  précisément  fournie  par  la  quantité rr-* 
Par  exemple,  les  coefficients  de  orf'j?!*  ••••^'**  dans  le  développement  de 

( x,  -f-  a?,  -t- . . .  -H  x^  )m  ( x,  -H  or,  -H . . .  -*-  X,  )^« . . .  (  a:,  -+-  j:,  -t- . . .  4-  a?^,  )^«, 

auxquels  il  est  aisé  de  donner  une  signification  dans  la  théorie  des  permuta- 
tions, ont  pour  fonction  génératrice  l'expression 
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L'auteur  développe  les  importantes  conséquences  que  l'on  peut  déduire  de 
la  proposition  précédente  au  point  de  vue  arithmétique. 

Incidemment,  il  obtient  des  résultats  intéressants  qui  se  rapportent  à  la 
théorie  des  déterminants.  Ils  considère  le  déterminant  spécial  (inversement 
symétrique)  dans  lequel  les  éléments  de  la  diagonale  principale  sont  égaux  â 
l'unité,  tandis  que  les  éléments  symétriques  par  rapport  à  cette  diagonale  sont 
inverses  l'un  de  l'autre.  Il  étudie  aussi  les  relations  entre  un  déterminant  gé- 
néral et  les  mineurs  coaxiaux.  Le  déterminant  général  d'ordre  pair,  plus  grand 
que  deux,  s'exprime  en  fonction  irrationnelle  de  ses  mineurs  coaxiaux,  et  cela 
de  deux  manières  différentes.  Pour  les  déterminants  d'ordre  impair,  il  n*y  a 
pas  d'expression  pareille.  Pour  un  ordre  n  supérieur  i  3,  on  ne  peut  pa^  prendre 
arbitrairement  le  déterminant  lui-même  et  ses  mineurs  coaxiaux.  Ces  quan- 
tités sont  liées  par  a*—  /i*-h  n  —  a  relations;  si  ces  conditions  sont  Térifiées, 
on  peut  construire  le  déterminant  en  laissant  indéterminées  n  —  i  quantités. 

mil  {M.),  —  Sur  un  vorlex  sphérique.  (î2i3-245). 

Le  point  de  départ  de  l'auteur  se  trouve  dans  un  résultat  obtenu  dans  un 
Mémoire  de  lui,  inséré  dans  les  Transactions  pour  l'année  fS8{  cl  intitulé  : 
On  the  motion  of  Fluid,  part  of  which  is  nioving  rationally  and  part  irra- 
tionally,  à  savoir:  la  possibilité  d'un  mouvement  symétrique  autour  de  l'axe 
des  z  et  tel  que  la  surface  dont  l'équation  est 


[r»        {z  —  zY        1 
1 I    =  consl., 
a*             c*  \  ' 


contienne  toujours  les  mêmes  particules  de  fluide  :  dans  cette  équation,  rcst  \é 
distance  à  Taxe  des  z\  a^  c  sont  des  constantes;  z  est  une  fraction  arbitraire 
du  temps.  Dans  le  présent  Mémoire  l'auteur  examine  le  cas  où,  a  étant  égal  à  c, 
la  surface  précédente,  si  on  ne  tient  pas  compte  d'un  cylindre  évanouissant,  se 

réduit  à  une  splièrc.  Le  mouvement  qui  coniporle  des  rotations  moléculaires 
à  riulérieur  de  la  sphère  et  n'en  comporte  pas  à  l'exlérieiir,  est  alors  étuflio 
en  détail  tant  à  l'intérieur,  qu'à   l'extérieur  et  sur  la  surface. 

Angas  Scott  (^Charlotte),   —   Sur   les   cubicjuos   planes.   (2{-- 

•.78). 

Ce  Mémoire,  orné  de  belles  figures,  est  consacré  à  Tétudc  géométrique  de  la 
façon  dont  la  hessiennc  et  la  cayleyenne  d'une  cubique  varient  avec  celle  deiniére 
courbe.  On  y  trouvera  aussi  d'intéressantes  conslruelions  géométriques  des 
trois  courbes. 

iicynolds  [O.).    —   Sur  la   torsion  el  la  vihralion  des   arbres   de 
inacluiies.  ('.>'-()-.^()()). 
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COMPTES  RENDUS  hebdomadaires  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences, 

Tomo  CXIX;  1894  (*)• 

Painlevé,  —  Sur  Tintégration  algébrique  des  équations  différen- 
tielles linéaires.  (37-40)- 

L'auteur  rappelle  certains  résultats  qu'il  a  obtenus  antérieurement  et  qu'il 
complète  dans  sa  Communication  actuelle. 
Étant  donnée  une  équation  linéaire  d'ordre  q  à  coerficients  algébriques 

•3^  -+-  A.-_,    .   ,  ,  -h. .  .-h  A,  -~  -h  A.  y  =  o, 

dont  les  coefficients  A  sont  exprimés  rationnellement  en  fonction  des  variables 
07  et  X  liées  par  une  relation  algébrique,  on  peut  toujours  (à  l'aide  d'un 
nombre  fini  d'opérations)  reconnaître  si  l'intégrale  est  algébrique  ou  ramener 
l'équation  à  une  quadrature 

|'=B(x,  X), 

B  désignant  une  fonction  algébrique  à  N  valeurs  de  (ar,  X);  on  est  alors  ra- 
mené à  reconnaître  si  la  difTércntielle  B(o:,  X)dx  s'intègre  par  un  seul  loga- 
rithme. 

D'ailleurs  on  peut  toujours  calculer  algébriquement  toutes  les  intégrales  al- 
gébriques ou  ramener  le  problème  à  reconnaître  si  une  certaine  différentielle 
algébrique  s'intègre  par  un  seul  logarithme. 

Plus  généralement,  si,  au  lieu  d'une  équation  linéaire,  on  considère  une  équa- 
tion d'ordre  g,  dont  l'intégrale  générale  est  une  fonction  algébrique  connue 
des  q  constantes,  on  peut  toujours  calculer  algébriquement  toutes  les  intégrales 
algébriques  ou  ramener  leur  détermination  à  des  quadratures. 

Les  considérations  précédentes  s'étendent  en  partie  aux  intégrales  algébriques, 
mais  qui  n'admettent  qu'un  nombre  fini  (non  donné)  de  valeurs. 

Delassus.  —  Sur  les  équations  aux  dérivées  partielles,  linéaires 
et  à  caractéristiques  réelles.  (40-42). 

M.  Delassus  étudie  les  équations,  aux  dérivées  partielles,  sous  la  forme 


où  les  caractéristiques 


dx  __  dx  __      ^ 

dy-"'^''        'dj^~'~    '' 


sont  mises  en  évidence. 


(•)  Voir  Bulletin,  t.  XX,. 
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Tannenberg  {de),  —  Sur  la  théorie  des  formes  différentielles 
quadratiques.  (32  1-324). 

La  réduction  de  la  forme  quadratique  à  n  variables 

aT  dr  =  V  a -4  dx^dx^y 

que  Ton  rencontre  dans  les  équations  de  la  Mécanique,  donne  lieu  au  problème 
suivant  : 

«  Trouver  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  la  forme  2T  dt 
soit  réductible  à  la  suivante 

(>)  2Tdr=dr]-h...-hdy}-hf{dy^^^,  •    -i^rJ» 

les  coefficients  de  /étant  indépendants  dey,,  ...,  y  .  Effectuer  la  réduction 
dans  le  cas  où  elle  est  possible  ». 

M.  de  Tannenberg  donne  la  solution  conipléle  de  ce  problème.  II  introduit  le 
système  invariant 


:;-^,i0^.^.o,  ,iO=.ig 


dx'~  y  cp['>rfx.=:  o,        9[0  =  i  4?S         a:'=  ^ 
k 


lié  à  la  forme  aT  et  défini  dans  sa  Communication  précédente  (i5  mai).  Les 
intégrales  du  premier  degré  de  ce  système  ont  la  forme 

_  yi  à^(x„  ...,x)„ 
^  -  là  d^,  ""' 

i 

et  sont  définies  par  le  système 

Pour  que  la  forme  2T  dt*  soit  réductible  à  la  forme  (1)  il  faut  et  il  suffît 
qu'elle  soit  de  la  classe  (/?),  c'est-à-dire  que  le  système  invariant  (2)  admette 
précisément  p  solutions  distinctes. 

Riquier.  —  Sur  Tintégration  de  certains  systèmes  d^équations 
aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  impliquant  plusieurs 
fonctions  inconnues.  (824-327). 

Étant  donné  un  système  du  premier  ordre  résolu  par  rapport  à  un  certain 
nombre  de  dérivées,  on  peut,  pour  en  disposer  nettement  les  diverses  équa- 
tions, les  écrire  dans  les  cases  d'un  quadrillage  rectangulaire  dont  les  lignes 
correspondent  aux  variables  indépendantes  et  les  colonnes  aux  fonctions  in- 
connues, en    mettant   l'équation    qui  aurait,  par  exemple,  -r—   pour  premier 

QX 

membre,  dans  la  case  qui  appartient  à  la  fois  à  la  colonne  (i^)  et  à  la  ligne  {x). 
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Cela  posé,  si  les  cases  vides  du  tableau  résultant  sont  toutes  situées  dans 
une  même  colonne;  si,  de  plus,  le  système  considéré  est  complètement  ioté- 
grable,  son  intégration  se  ramène  à  celle  de  systèmes  complètement  intégrables 
d'équations  aux  différenliclles  totales. 

Maillet.    —  Sur  les  groupes  de   substitutions   isomorphes   aux 
groupes  symétriques  ou  alternés.  (362-364). 

Soit  T  un  sous-groupe  d'ordre  t  du  groupe  symétrique  ou  alterné  S  de  a 
éléments  a,,  a,,  . . . ,  a„  d'ordre  a.  On  suppose  ff>2Tet/i>4:on  peut  former 

un  groupe  transitif  G  d'ordre  y,  de  degré  p  =  -i  holoédriquement  isomorphe 

à  S,  le  groupe  T  correspondant  au  groupe  H  des  substitutions  de  G  qui  laissent 
une  même  lettre  de  G  immobile. 
On  peut  énoncer  au  sujet  des  groupes  transitifs  G  les  propriétés  suivantes  : 

i"*  S  est  un  groupe  symétrique. 

I.  En  général)  G  n'est  qu'une  fois  transitif;  les  seules  exceptions  ont  lieu 
pour  ^16,  p  pouvant  prendre  les  valeurs  lo  et  6. 

II.  G  ne  peut  contenir  un  groupe  K  transitif  entre  les  lettres  qu'il  déplace 
et  de  degré  <  p,  si  n  >  8. 

III.  En  général,  G  ne  peut  renfermer  de  substitution  circulaire  quand  /i>8. 
Cependant  il  existe  des  groupes  G  de  degré  an  (/i  impair),  non  primitifs,  con- 
tenant une  substitution  circulaire  d'ordre  2/1,  et  pour  lesquels  H  est  holoé- 
driquement isomorphe  au  groupe  alterné  de  /i  — i  éléments. 

2'  S  est  un  groupe  alterné. 

IV.  En  général,  G  n'est  qu'une  fois  transitif;  les  seules  exceptions  ont  lieu 

pour  n  ^8,  0  pouvant  prendre  les  valeurs  i5,  10  et  6. 

V.  G  ne  peut  contenir  un  groupe  K  Iransilif  entre  les  lettres  qu'il  déplace  et 
de  degré  <  p,  si  n  >  8. 

VI.  G  ne  peut  renfermer  de  substitution  circulaire  quand  /i  >  8. 

Desaint.  —  Sur  les  zéros  de  certaines  fonctions  discontinues.  — 
Principe  de  la  niélliode  pour  trouver  les  zéros  de  certaines  iouc- 
lions.  {'M\-'M\-j), 

1°  Si  A  f / J7 -4-  Wcly  conserve  un   signe  constant  sur  des  arcs  de  courbes  L. 
L^,  . . .,  L^,  la  fonction 


,,,  r  \(ix-^\\(ty 


qui  admet  comme  coupures  L,,  . .  .,  L^,  a  ses  zéros  à  l'intérieur  de  tout  contour 
convexe  entourant  ces  coupures; 

2°  Si  /(;;)  dz  reste  réelle  et  garde  un  sipnc  constant  le  lonj;  d'arcs  L,,  L,,  .. ., 
L„,  la  fonction 
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qui  admet  comme  coupures  L,,  . . .,  L^,  a  ses  zéros  à  l'intérieur  de  tout  contour 
convexe  entourant  ces  lignes. 

Passant  des  intégrales  aux  séries,  Tauteur  énonce  au  sujet  de  ces  dernières 
des  théorèmes  analogues  à  ceux  qui  précèdent. 

Liouville.  —  Sur  les  équations  de  la  Dynamique.  (367-368). 

L'auteur  fait  ressortir  les  relations  qui  existent  entre  les  Communications 
récentes  de  M.  de  Tannenbcrg  et  les  recherches  que  lui-même  a  consacrées  an- 
térieurement aux  équations  de  la  Dynamique. 

Mannheim.  —  Nouvel  emploi  du  conoïde  de  Pliicker  (394-396). 

L'emploi  d'un  conoïde  de  PI Qcker  fournit  une  solution  très  simple  de  ce  pro- 
blème : 

«  Étant  donnés  sur  une  normale  les  centres  de  courbure  des  courbes  de 
contour  apparent  d'une  surface  (S)  relatives  à  trois  directions  données  des 
projectantes,  déterminer  les  éléments  principaux  de  courbure  de  (S)  ». 

Pépin  (le  P.).  —  Nouveaux  théorèmes  d'arithmétique.  (397- 
399)- 

Vernier  (/^.).  —  Sur  la  transformation  des  équations  canoniques 
du  problème  des  trois  corps.  (43i-454). 

Serret  {Paul),  —  Sur  la  possibilité  de  remplacer  par  un  pro- 
blème déterminé  le  problème  indéterminé  que  comporte  la  gé- 
néralisation du  théorème  de  Pascal.  (454-457). 

Si  l'on  désigne  par  N  le  nombre  des  éléments  tangentiels  qui  définissent  une 
enveloppe  de  classe  /i,  chaque  groupe  de  N  —  2  tangentes  ou  de  N  —  3  plans 
tangents  donne  naissance  à  un  cercle  ou  à  une  sphère  dérivés^  représentés  par 
l'une  ou  l'autre  des  équations 


y    t:=o,     y    /.t-=o, 


et  coupés  toujours  à  angles  droits  par  un  cercle  ou  une  sphère  fixes,  de  même 
centre  que  l'enveloppe  :  les  axes  ou  plans  radicaux  de  ces  cercles  ou  de  ces 
sphères  deux  à  deux,  c'est-à-dire  les  droites  ou  les  plans  dérivés,  définis  indi- 
viduellement par  des  équations  de  la  forme 

y    '.Tr=o,     y    /,t:=o, 

passent  k  leur  tour  par  un  point  fixe  qui  est  le  centre  de  renvcloppc. 

Il  en  résulte  que,  si  l'on  suppose  en  présence  N  -M  éléments,  désignés  par 
les  numéros  d'ordre  1,  3,  ....  N,  N  -m  et  avec  lesquels  on  aura  formé  les  trois 
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groupes  distincts 

(i,  a, ...,  N-i),    (a,  3,  ...,N),    (3,  4, ..,,  N-f-i)^ 

les  droites  dérivées  uoe  à  une  de  chacun  de  ces  groupes,  00  les  fitam  dérivés 
un  i  un  des  quatre  groupes  analogues 

(i,a,  ...,N-a),    (a,  3,  ...,N-i)    (3,  4,  ...,N),    (4,  &,..•>  N-l-t) 

se  couperont  toujours  en  un  même  point. 

M.  P.  Serret  montre  que,  dans  le  cas  de  n  s  3  (eonrbes  de  la  3*  classe),  ce 
théorème  est  analogue  de  celui  de  Pascal. 

Serret  (Paul).  —  Sur  la  coDstruction  du  cercle  dérivé  de  sept 
droites  ou  défini  par  l'équation  0  =  Ïj/,TÎ=:X*4- Y«  — R«. 

(474-477)- 

Tannenberg  {de).  —  Sur  les  équations  de  la  Mécaniqae.  (4^7- 

489). 

Réponse  à  la  réclamation  de  priorité  de  M.  R.  Liou ville. 

Stodolkievitz.  —  Sur  le  problème  de  Pfaff.  (48g-493}* 

Simplification  des  conditions  d'intégrabilité  indiquées  par  Tanteur  daos  ane 
précédente  Communication  (Compte»  rendus,  189a). 

Serret  (Paul).  —  Sur  une  autre  détermination  du  cercle  dérivé 

de  sept  droites  et  sur  quelques-unes  de  ses  applications  (493- 

496)- 

StœckeL  —  Sur  les  problèmes  de  Dynamique  dont  les  équations 
diflférentielles    admettent   une    transformation    infinitésimale. 

(5o8-5io). 

Soient  />,,  />,,  ...,/?„  les  variables  indépendantes  qui  déterminent  la  position 
d'un  système  mobile.  L'équation  des  forces  vives  est 

\l<^^^p /'.)t^=°-*' 

OÙ  li{p^y  p,t  ••m/'m)  désigne  la  fonction  des  forces  et  h  une  constante. 

A  quelles  conditions  les  oo^'*-*  mouvements  du  système  qui  correspondent  à 
une  valeur  déterminée,  d'ailleurs  arbitraire,  de  la  constante  A,  admettent-ils 
une  transformation  infinitésimale 

à/ 


Pf=J^Up.<p. P'^^, 
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dans  laquelle  les  coefficients  ^,,  ^,,  •  •  -i  ^v  sont  indépendants  de  la  constante  A? 
II  faut  pour  cela  : 

I*  Que  la  fonction  II  soit  un  invariant  de  la  transformation  Py-; 
a*  Que  cette  transformation  soit  conforme  et  relative  à  l'expression  didéren- 
tielle 

3*  Que  les  géodésiqucs  de  la  variété  dont  le  carré  de  l'élément  linéaire  est 
donné  par  A  admettent  la  transformation  Pi% 

Reste  à  reconnaître  si  un  problème  donné  de  Dynamique  satisfait  ou  non  à 
ces  conditions.  La  réponse  à  cette  question  est  plus  simple  qu'on  ne  pouvait 
s'y  attendre. 

Une  transformation  infinitésimale  P^,  qu'admettent  les  /i  —  i  équations  diffé- 
rentielles entre/?,,  /?,,  ...,  /?^,  n'existe  que  dans  le  cas  où  l'on  peut  choisir  les 
variables  /?,,  /?,,  . . .,  p^,  de  telle  sorte  que  : 

I*  La  fonction  des  forces  II  dépende  seulement  de  /?,,  /?„  ...,/?„; 
a*  L'expression  de  la  force  vive  se  réduise  à 


ie'..2:V(/'.,/>.,..../>.)^^. 


c  étant  une  constante  arbitraire  et  les  coefficients  b^  ^  dépendant  seulement  de 

P»^  P»^  '"*  Ph- 

Alors  la  transformation  infinitésimale  Py  a  la  forme  canonique 

Ces  conditions  sont  nécessaires  et  suffisantes. 

Petot.  —  Sur  les  équations  linéaires  aux  dérivées  partielles  du 
second  ordre.  (5io-5i2). 

Chaque  solution  particulière  d'une  équation  de  Laplacc  quelconque  donne 
naissance  i  une  solution  nouvelle,,  celle-là  à  une  troisième  et  ainsi  de  suite, 
par  l'emploi  répété  d'une  formule  où  interviennent  seulement  des  différentla- 
tions  et  des  quadratures.  Pour  que  l'on  puisse  construire  explicitement  cette 
formule,  il  suffit  que  l'on  connaisse  cinq  solutions  particulières  de  l'équation 
proposée,  ou  encore  quatre  solutions  de  cette  équation  et  une  de  son  adjointe. 

J^icard  {Emile).  —   Sur  les  groupes   de   transformations  des 
équations  différentielles  linéaires.  (584-589). 

M.  Picard  a  montré,  il  y  a  quelques  années,  comment  on  pouvait  étendre 
aux  équations  différentielles  linéaires  la  théorie  de  Galois  relative  aux  équa- 
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lions  algébriques.  Il  a  introduit  à  ce  propos  la  notion  da  groupe  de  tra/u/or- 
mations  d'une  équation  linéaire:  la  proposition  fondamentale ao  sajet  de  cette 
notion  consiste  en  un  théorème  et  sa  réciproque  que  l'auteur  avait  énoncée 
avec  une  rcslriclion  inutile. 

Depuis,  ces  questions  ont  été  approfondies  par  M.  Vessiot.  Mais  M.  Vessiot 
s'est  placé  à  un  tout  autre  point  de  vue,  qui  s'éloigne  beaucoup  de  celai  de 
Galois.  La  marche  qu'avait  suivie  M.  Picard  étant  à  divers  égards  préférable, 
celui-ci  reprend  actuellement  la  question  en  comblant  la  petite  lacune  qa*il 
avait  laissée  subsister  dans  la  réciproque  du  théorème  fondamental. 

Boussinesq.  —  Théorie  de  récoiilement  sur  un  déversoir  sans 
contraction  latérale  quand  la  nappe  déversante  se  trouve  ou 
déprimée,  ou  noyée,  ou  adhérente  au  barrage.  (SSg-SgS). 

Dans  une  Note  antérieure  {Comptes  rendus^  juin  1898)  l'auteur  a  fait  voir 
comment  on  peut  calculer  les  principales  circonstances  de  l'écoulement  sur  un 
déversoir  sans  contraction  latérale,  dans  le  cas  relativement  simple  d*ane 
nappe  déversante  libre,  c'esl-à-dire  au-dessous  de  laquelle  Pair  extérieur  afflue 
librement  par  des  ouvertures  ménagées  des  deux  côtés.  Quand  ces  ouvertures 
manquent,  la  nappe  est  noyée  en  dessous,  et  peut  même  être  adhérente  i  la 
face  aval  du  barrage  :  ce  cas  est  fréquent  dans  la  pratique.  En  outre  le  cas 
d'une  nappe  déprimée^  c'est-à-dire  en  contact  avec  une  masse  d'air  à  une 
pression  moindre  que  celle  de  l'atmosphère,  peut  aussi  se  présenter,  quoique 
exceptionnellement. 

Pour  élucider  ces  divers  cas,  M.  Boussinesq  reprend  une  théorie  qu*il  avait 
ébauchée  en  1887;  il  montre  ensuite  que  les  résultats  en  sont  d'accord  avec  les 
observations  de  M.  Bazin  {Annales  des  Ponts  et  Chausse'eSf  novembre  1891  et 
février  189 j)  et  spécialement  avec  trois  formules  empiriques  qui  résument  les 
mesurages  de  débits  suivant  la  plus  ou  moins  grande  pression  ou  non-pression 
relative  exercée  sur  la  nappe. 

/boussinesq.  —  Délerminalion,  en  partie  expérimentale  el  en 
partie  théorique,  de  la  contraction  inférieure  d'une  nappe  de 
déversement  déprimée  ou  noyée  en  dessous,  ou  même  adhérente, 
sur  un  barrage  ayant  sa  face  d'amont  verticale.  ((3i8-()24)- 

Poincaré.  —  Rapport  sur  un  Mémoire  de  M.  Slielljes  intitulé  : 
Recherches  sur  les  fractions  con  tin  ues,  (  63o-63 1  ) . 

La^ucrre  et  Ilalplien  n'onl  aborde  que  dans  des  cas  parliculicrs  l'étude  des 
frarlions  conlinues  alpéhriques. 

Le  Iravail  «le  M.  Slielljes,  «  un  des  plus  remarquables  Mémoires  d'.VnaIvse 
)»  (jui  aient  été  écrils  dans  ces  dernières  années  »,  dit  M.  Poincari^,  appoite 
dans  un  cas  f<^rl  élciidu  la  solution  de  loulcs  les  questions  relatives  à  la  ron- 
vcrgcnrc  de  ces  expressions  aualyli(iues. 

PainleK'é.  —  Sur  les  transformations  inPinitésimales  des  trajec- 
toires (les  systèmes.  (  ().)--().'^()). 
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Dans  une  Note  récente,  Tauteur  a  indiqué  une  classification  des  transforma- 
tions ^,-=  Çi(r,,  ...,  r^)  qui  conservent  les  trajectoires  d'un  système  (A)  de 
Lagrange, 


(1=1,  2,  ...,  n), 


ou 


T  =  ^A,.(^.,  ...,7jç;^;. 


Actuellement,  il  donne  le  tableau  des  formes  auxquelles  peuvent  être  ramenées, 
moyennant  un  choix  convenable  des  variables  ^,,  tous  les  systèmes  qui  ad- 
mettent une  transformation  infinitésimale  conforme.  L'une  des  formes  en 
question  est  identique  au  type  récemment  indiqué  par  M.  Stsckel. 

Les  principes  établis  par  M.  Painlevé  permettent  d'énumérer  tous  les  types 
des  systèmes  (A)  dont  les  trajectoires  admettent  au  moins  une  transformation 
iofinilésimalc.  La  véritable  difficulté  consiste  à  distinguer,  parmi  ces  systèmes, 
ceux  qui  admettent  d'autres  transformation  infinitésimales,  autrement  dit,  à 
former  tous  les  groupes  de  transformation  des  trajectoires  et  les  systèmes  (A) 
qui  s'y  rattachent.  M.  Painlevé  est  en  mesure  d'eiïectuer  cette  déduction  en- 
tièrement pour  le  cas  de  deux  paramétres  et  partiellement  pour  le  cas  de  trois. 

tartan,  —  Sur  Ja  réduclion  de  la  structure  d'un  groupe  à  sa 
forme  canonique.  (639-642). 

Lorsqu'on  a  à  intégrer  une  équation  linéaire  aux  dérivées  partielles  du  pre- 
mier ordre  à  /i  +  i  variables  x^  27,,  x^j  ...,  x^  admettant  un  groupe  fini  et 
continu  G,  simplement  transitif,  en  j:,,  ^,,  ...,  x^  dont  on  connaît  les  équa- 
tions finies,  on  réduit  le  problème  à  l'établissement  d'un  certain  nombre  d'é- 
quations irréductibles j  à  groupes  simples  et  qui  rentrent  toutes  dans  un  certain 
nombre  de  types  connus. 

Mais  pour  arriver  à  rétablissement  de  ces  équations  auxiliaires,  il  faut  ré- 
soudre les  problèmes  suivants  : 

I*  Décomposer  un  groupe  donné  G  en  une  série  de  sous-groupes  G,,  G,,  ..., 
G^,  dont  chacun  est  un  sous-groupe  invariant  de  celui  qui  le  précède,  le 
dernier  G    se  réduisant  à  la  transformation  identique; 

1*  Etant  donné  un  groupe,  réduire  la  structure  de  ce  groupe  à  sa  structure 
canonique. 

M.  Cartan  revient  sur  la  solution  de  ces  deux  problèmes,  qui  ont  déjà  fait 
l'objet  de  sa  thèse. 

ioussinesq.  —  Vérifications  expérimentales  de  Ja  théorie  des  dé- 
versoirs à  nappes  noj^ées  en  dessous  ou  adhérentes  :  vérifica- 
tions relatives  au  débit  et  à  la  contraction  inférieure.  (663-669). 

'aint'Germain  (de),  —  Variation  du  niveau  de  l'eau  dans  un 
bassin  communiquant  avec  un  port  à  marée.  (673-675). 
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Soient,  i  l'ioiUnt  t,  u  tt  *  \tt  coin  (  positives  ou  négitîvet),  an-doMt  te 
nireta  mojea  de  ta  mer,  dei  larfacrcs  de  l'ciu  dani  le  port  et  dan 
l'^natioa  dn  problime  est 


La  hauteur  u  ett  une  doonée  da  prnbl^me;  c'ol  un?  fonctina  périodique  da 
teropi  dont  l'auteur  doaoe  une  exprrsïion  qui  ne  s'écarte  pa^  «ratibleiDcnl  de 
It  réoliti.  Cette  expreuion  lui  permet  île  trouver  eiplicilement  l'iot^rale  |^- 
n^ale  de  (i)  et,  par  tnile,  de  calcakr  s  A   une  heure  queleonquc  du  flux  ou 

Boussinesq.  —  Vérifications  expérimeiilales  t\f  lu  llu'-nrii-  .losiir- 
versoin  i  nappe  noyëe  en  dessous  ou  adhéreoLe  :  vérï6cations 
relatives  aux  pressions.  (707-71 1). 

Marey.  —  Des  mouvements  que  certains  animaux  exécateot  ptwr 
retomber  sur  leurs  pieds  lorsqu'ils  sont  précipités  d'un  lien 
élevé.  (7i4-7'7)- 

Par  la  photographie  initiatanie,  H.  Hirej  a  conitaté  qa'ua  chat  q«'(M  laiif 
tomber  d'un  lieu  élevé  retambe  toujonra  inr  m  patte*.  L'ÎBtpectiOB  4n 
ûgure»  exclut  l'idée  que  l'aunnal  imprime  i  «on  corps  un  maoTeiiMttt  de  n»- 
titioD  en  prenant  un  point  d'appui  sur  les  maini  de  Topéralear.  L'hjpotbèM 
d'un  appoi  tnr  U  rétlMance  de  l'air  u'ett  pti  pin*  admlMible,  eu  elle  pro- 
duirait une  rotation  iovene  de  celle  qu'on  obier**. 

Gityou.  —  Note  relative  à  la  Communication  de  M.  Marej,  ("17- 

,18). 

Le  retournement  spontané  de  l'animal  semble  au  premier  abord  en  contra- 
diction avec  le  théorème  des  aire«.  Mai)  cette  contradiction  n'existe  pas.  Ici. 
la  somme  totale  des  aires  reste  constamment  nulle,  bien  que  la  somme  algé- 
brique des  rotations  soit  positive. 

Lorsque  l'animal,  par  une  contraction  des  muscles,  communique  1  son  corps 
un  mouvement  de  torsion,  il  donne,  par  l'extension  de  ses  membres,  un  grand 
moment  d'inertie  i  la  partie  qui  tourne  dans  le  sens  négatif.  Il  résulte  alors 
du  théorème  des  aires  que  les  rotations  négatives  ont  une  valeur  moindre  qae 
les  positives.  Le  contraire  a  lieu  lorsque  le  chat,  intervertissant  ensuite  les 
moments  d'inertre  par  la  contraction  des  pattes  de  derrière  et  l'allongement  de 
celles  de  l'avant,  donne  A  son  corps  une  torsion  inverse.  Le  corps  est  alors 
revenu  dans  une  position  telle  que  toutes  ses  parties  ont  tourné  dans  le  sens 
positil.  La  rotation  totale  de  180°  peut  ainsi  s'effectuer  par  mouvements  diffé- 
rentiels successifs. 

Lévy  {Maurice).  —  Observations  sur  le  principe  des  aires.  (718- 

:'9)- 
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Un  système  matériel,  soumis  uniquement  à  la  pesanteur  et  à  ses  actions  mu- 
tuelles et  partant  du  repos,  peut-il  se  donner  à  lui-même  une  rotation  autour 
d'un  axe  horizontal,  passant  par  son  centre  de  gravité,  en  décrivant  constam- 
ment des  aires  dont  la  somme  est  nulle?  Ce  serait  impossible,  s'il  était  assu- 
jetti à  tourner  comme  un  système  invariable.  Mais  on  exige  seulement  que  la 
forme  finale  soit  la  même  que  la  forme  initiale  avec  une  orientation  différente. 

Dans  ces  conditions,  il  existe  un  grand  nombre  de  systèmes  matériels  arti- 
culés, comme  le  chat  et  d'autres  animaux,  qui  peuvent  effectuer  le  mouvement 
indiqué. 

Touche,  — Réduction  de  réquatlon  de  continuité  en  hydraulique 
à  la  forme  57  +  ^<  ^  +  P "^  —  ^p^i  ^  =  o.  (72 1-723). 

Dans  cette  équation,  i^,  est  la  vitesse  suivant  la  trajectoire  dont  ds  est  un 
élément;  ds'  est  un  élément  de  la  binormalc  à  la  trajectoire  et  sa  longueur 
est  la  même  que  celle  de  ds. 

Si  Ton  considère  simultanément  l'élément  de  trajectoire  ds  et  l'élément  de 
la  normale  principale  à  la  trajectoire  ds'  ou  A.B,  qui  partent  tous  deux  d'un 
point  A,  la  tangente  en  B  à  la  trajectoire  qui  passe  par  ce  point  fait  avec  ds 
l'angle  e/x;  de  même,  si  nous  considérons  simultanément  l'élément  de  la  tra- 
jectoire ds  et  l'élément  de  binormale  à  la  trajectoire  ds'  ou  AC,  qui  partent 
tous  deux  du  point  A,  la  tangente  en  C  à  la  trajectoire  qui  passe  par  ce  point 
fait  avec  ds  l'angle  8' a. 

p  est  la  densité  et  t  le  temps. 

StœckeL  —  Sur  des  problèmes  de  Dynamique  dont  les  équations 
différentielles  admettent  un  groupe  continu.  (723-725). 

L'équation  différentielle  en  /?,,  /?,  d'uu  problème  de  Dynamique  à  deux  va- 
riables, où  la  fonction  des  forces  n'est  pas  une  constante,  admet  au  plus 
une  transformation  infinitésimale  indépendante  de  la  constante  A  de  la  force 
vive. 

En  général,  pour  que  le  système  de  n  — i  équations  différenlielles  en  /?,, 
Pti-"tPn  admette  un  groupe  continu  G,,  à  deux  paramètres,  indépendant 
de  la  constante  h  de  la  force  vive,  il  faut  et  il  suffit  qu'on  puisse  choisir  les 
variables  /?„  /?,,  . . .,  /?„,  de  telle  sorte  que  : 

!•  La  fonction  des  forces  II  dépende  seulement  de  /?,,  /?^,  ...,/>„; 
3*  L'expression  de  la  force  vive  se  réduise  à  une  des  deux  formes 

ie",r.-...2;c.,(/,.,/' •P^)^-^j' 

o,,  o>,,  Y  sont  des  constantes  arbitraires  et  on  doit  prendre  «4i=  o  pour  k  /i\ 
et  «11=  t. 


Lerch.  —  Sur  U  dilTéreniialion  des  séries  trif^onomt^tnqiîëï^^î^ 
,»8). 


M  nppownt  la  aétie 


COBvergente,  l'auteur  monU^quc  ta  dérivieûe /tx)  t*\ 
pir  la  forroale 

Appliquant  cette  fornmk  A  In  afnc  lic  Kumnier 

iogr(B.)+Mo|!îî!^^-(.v-i)n'>8^--r(i)]=  V^""^' 


-ci.sivitH-|logj--r'(>)li'i 


Depres  {Marcéé).  —  Sur  un  appareil  servant  ù  mettre  en  c»i- 
dence  certaines  conséquences  du  théorème  des  aires.  (767-769)- 

M.  Marcel  Dcprez  a  construit  un  système  matériel,  dont  le  principe  lui  ■  i'' 
communiqué  par  M.  Picard,  el  qui  peut,  par  le  seul  jeu  de  ses  Tare»  ia<^ 
rieures,  tourner  d'un  angle  quelconque  autour  de  son  centre  de  gravité,  I1** 
ses  points  matériels  se  retrouvant  Gnalemeot  dans  les  positiooi  relatives  H"''^ 
occupaient  primitivement. 

Soit  un  disque  matériel  homogène,  mobile  autour  d'un  aie  vertical  pawiat 
par  son  centre  de  Tigurc.  Sur  la  Tace  supérieure  de  ce  disque  on  a  tracé  <a' 
courbe  fermée,  entièrement  comprise  dans  une  portioa  angulaire  du  disqot' 
inférieure  A  un  angle  droit.  Si  un  point  matériel,  partant  d'un  point  quelconq» 
de  la  courbe,  la  décrit  tout  entière,  le  disque  devra  tourner  d'un  certain  ai|lt 
pour  que  la  somme  des  aires  décrites  autour  du  centre  de  gravité  commno 
soit  constamment  nulle. 

Pour  que  te  centre  de  gravité  reste  constamment  sur  l'axe  de  routiooi 
M.  Deprei  a  remplacé  le  point  mobile  unique  par  deux  petites  sphères  qui. 
sous  l'actioD  d'un  ressort  rendu  libre  par  la  combustion  d'un  ûl,  décrivent  cb)- 
cunc  une  circonférence  complète,  chacune  de  ces  courbes  égales  étant  placcc 
symétriquement  par  rapport  au  centre  du  disque. 

Appell  {P.).  —  Sur  le  tliéorème  des  aires.  {770-771). 
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L*auteur  donne  un  exemple  élémentaire  d'un  système  qui,  sollicité  par  des 
forces  extérieures  dont  le  moment  est  nul  par  rapport  à  un  axe  fixe,  revient, 
par  des  déformations  successives,  à  sa  configuration  primitive  après  avoir 
tourné  d'un  certain  angle. 

Voici  d'ailleurs  une  remarque  générale  qui  permet  de  ramener  à  un  même 
type  simple  tous  les  problèmes  de  cette  nature. 

Qu'on  imagine  un  système  formé  par  un  corps  solide,  mobile  autour  d*un 
axe  fixe  O2,  et  par  des  points  matériels  m,,  m,,  ...  animés  de  mouvements 
prescrits  à  l'avance  par  rapport  au  corps  solide  :  les  coordonnées  semipolaires 
''1»  ®i»  -^lî  '*i*  ®ji  ^1»  •••  de  ces  points  par  rapport  à  des  axes  liés  au  corps  so- 
lide sont  des  fonctions  données  du  temps.  On  suppose  que  la  somme  des  mo- 
ments des  forces  extérieures  par  rapport  à  Oz  soit  nulle.  On  peut  alors,  sans 
altérer  le  mouvement  du  reste  du  système,  remplacer  plusieurs  des  points  m,, 
/7i,,  ...  par  un  seul  point  de  masse  M  dont  les  coordonnées  relatives  R  et  6, 
par  rapport  au  corps  solide,  sont  définies  en  fonction  du  temps  par  les  deux 

relations 

MH»=  Zmr',        MR»c/e  =  Zmr'  d^. 

£oussinesq.  —  Sur  la  théorie  de  récoulement  par  un  déversoir 
à  nappe  déprimée  ou  noyée  en  dessous,  dans  le  cas  où  une  arma- 
ture horizontale  rend  la  contraction  inférieure  maximum. 
(771-776). 

Diijardin, —  Sur  une  erreur  relevée  dans  la  théorie  des  nombres 
de  Legendre.  (843-845). 

A,iUonne.  —  Sur  la  représentation  des  courbes  gauches  algé- 
briques et  sur  une  formule  d'Halphen.  (845-8^8). 

On  sait  que  toute  courbe  gauche  algébrique  indécomposable  peut  être  re- 
présentée par  les  équations 


/{^,  r)  =  o 


JM^.r) 


On  peut,  sans  changer  la  courbe,  remplacer  les  deux  polynômes  P^,  P,  de 
degrés  r,  rn-i,  par  deux  autres  polynômes  P',,  PJ,  de  degré  r\  r'-hi,  choisis 
à  volonté,  pourvu  que  P,  P^—  P',  P,  soit  divisible  par  /i. 

Excluant  les  courbes  à  points  multiples,  Halphen  a  montré  que  Ton  pouvait 
prendre  pour  P,  tout  polynôme  qui  s'annule  en  chaque  point  double  apparent. 

Étendant  l'analyse  d'Halphen  à  des  courbes  douées  de  singularités  quel- 
conques, M.  Autonne  parvient  à  ce  théorème  : 

Peut  être  pris  pour  dénominateur  de  z  tout  polynôme  tel  que  la  courbe 
P^r=o  passe  par  chaque  point  double  apparent  et  coupe  chaque  cycle  de 
f(x,  v)=o,  issu  du  point  multiple  m  en  9  points  confondus  avec  m,  9  ne 
pouvant  être  plus  petit  qu'un  nombre  fixe  7^,  que  Tauteur  calcule  à  l'aide  de 
développements  en  série. 
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Cesaro.  —  Sur  une  formale  empirique  de  M. 
849)- 

L'anteur  contstte  l'aactitude   tliéorique  d'une  formule  arltbmttiau 
M.  Perronchine.  A  cetu  formate  ^^-? 

s  '  -■■'■( 


i 


Kœnigs.  —  Sur  le  mouvemenl  d'un  corps  solide.  (^(^'-399). 

Une  courbe  qneleonqne,  liée  i  ua  solide  en  Tnouvemeat,  a'e  gtntnitMÊÊÊt, 
pu  d'enveloppe.  Le*  courbes  qui  jouissent  de  celle  propriété  oot  no  MM 
parUcolier.  H.  KnnigB  montre  qu'il  suDlt  de  quadratures  pour  déiermlaerW 
courbes  du  corpi  qui  oat  une  enveloppe. 

L'auteur  coaiidire  eotnlte  la  turface  réglée  mobile  R.  qui,  dans  le  ■hiM' 
ment,  te  raccorde  constamment  avec  une  surface  réglée  die  Ry  tout  ta  G^lM^ 
le  long  de  la  génératrice  de  contacl.  Il  su|ipose  qu'on  «ubstitue  à  1*  nAtf 
fixe  RjUDC  autre  snrfhce  R/,  sur  laquelle  doit  virer  K_,  de  fafon  quvltpui 
du  mourement  hélicoïdal  instantoné  reste  la  même  fonction  du  leinpi-D'i' 
cea  conditions,  les  courbes  liée*  k  R„,  qui  ont  une  enieloppe,  demenKatl" 
mCmes,  quelle  que  lolt  la  surface  réglée  R/. 


jccornu.  —  Sur  une  spplicaliou  du  prio 

cipc  des  aires.  (Spif 

yoo). 

Si  une  aire  plane  S,  ayant  par  rapport  i  son  centre  de  gratilé  C  un  rij« 
de  giration  K,  tourne  autour  de  G  avec  une  vitesse  *.,  et  si  en  même  temps  1< 
ligne  OC  de  longueur  constante  a,  i>sue  d'un  point  t,xt  0  du  plan,  Wom'  » 
sens  contraire  autour  de  0  avec  une   vitesse   f>,  on   peut  faire  en  sorte  qu' '' 
somme  des  aires  décrites  par  les  rayons  vecteurs  joignant  aux  divers  i\imc'^ 
de  S  soit  nulle  à  tout  insiani;  il  suffit  pour  cela  de  poser  la  relation 

La 

rowtion 

de 

S 

'elTcctue  alors  avec  la  vitesse 

ang 

laire  absolue--?. 

'esl 

A-dir 

°  K' 

?; 

c-cs 

la 

vitesse 

M.  Leco 

jeu 

i 

sert 

de 

ce  ihéo 
er  une 
alogue 

réme  pour  montrer 
forme  invariable,  n 

i  celle  du  cliat. 

qu'u 

n  serpent 

dont  l-iK 
difûculit  1 

Leati.  —  Sur  les  équalions  fooctionnelles.  (yoi-902). 
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KiLicnsion  aii\  (''(|iiations  fonrlionncllcs  du  tlH^orcinc  fondanicnlal  qui  dt*- 
iiontrc  re\isten«e  cl  riiolomorpliie  des  inlégrales  d'un  sy^l»'"!**  dVqualions  aux 
Icrivées  partielles. 

(irtan.  —  Sur  un  ihéorrme  de  M.  Bertrand.  (()o>.^. 

Il  s'agit  du  célèhre  lliéorèmc  de  M.  Bertrand  : 

Si  une  fonction  rationnelle  de/»  lettres  prend  plus  de  deux  valeurs  dislinrles 
par  l'enseinhle  des  substitutions  clTerluées  sur  ces  n  lettres,  elle  en  prend  au 
moins  /}.  sauf  toutefois  si  n  =  \. 

Ce  théorème,  comme  le  fait  remarquer  M.  Cartan«  dérive  immédiatement  de 
re  fait  que  le  groupe  symétrique  de  n  lettres  n'admet,  dans  le  ras  où  m  est  dif- 
férent de  4»  d'autre  sous-groupe  invariant  que  le  groupe  alterné. 

taude.  —  Kéclamalion  relalivc  à  une  Noie  précédente  de 
M.  Slacckel,  sur  les  problèmes  de  Dynamique  dont  le.s  érpia- 
lions  diflTérenlielles  adniellenl  une  Iransforinalion  infinilési- 
niale.  (<)o.'i). 

ndré  (/^.).  —  Sur  les  pernuilalions  c|uasi-allernées.  (f)l7-f)l9)' 

*errin.  —  Sur  la  résolution  des  é(|uations  numériques  au  moyen 
des  suites  récurrentes.  (<)90-()().r). 

On  sait»  depuis  Hernoulli  et  Kuler,  «pic  si  f{jr)—-  o  est  l'équation  généralrier 

d'une  suite  récurrente  i/,,  u //,,,   ...,  la  plus  grande  et   la   plus  petite  en 

valeur  absolue  des   rariues  de  ct'tte  é(|uation   sont   le*   limites  vers   le>quelleN 

len<l  le  rapport  —^ »  selon   (lu'on   s'éloigne   indérmimenl,  dans  le  sens  des  /* 

positifs  ou  des  n  négatifs,  des  termes  initiaux   de   la  suite,  de  «fuelque  manière 
que  ceux-ci  aient  été  (•lioi>is. 

Jusqu'ici  cependant  l'emploi  <les  suites  récurrentes»  malgré  des  perfectionne- 
ments dus  à  .M.  Irisant  et  à  M.  d'C)eagne,  n'a  pas  été  considéré  comme  four- 
nissant un  procédé  régulier  et  sûr  pour  le  ruicul  par  approximation  des  racines 
des  équations  numériques.  Il  subsiste  toujours  lette  grave  objection  que.  la 
racine  a  étant  supp<»sée  ainsi  calculée  approximativement,  il  faut,  pour  obtenir 
les  suivantes,  opérer  à  nouveau  de  la   même  manière  sur  une  autre  équatitui 

f(x) 
=^ o,  dont  tous  les  coeflicieiits  ne  st)nt  plus  qu'approchés,  de  sorte  «|ue 

X  —  il 

les  erreurs  s'accumulent  à  mesure  qu'on  avance  dans  les  calculs. 

Kn  reprenant  cette  (|ue>tion,  M.  l'errin  a  rencontré  certaines  propriétés  des 
suites  récurrentes  qui  conduisent  à  un  procédé  simple  et  net  de  séparation  et 
de  calcul  des  racines  des  diverses  catégone^i. 

loiiff.  —  Stir  la  composition  des  ftirnies  linéaires  et  sur  les 
groupes  à  conj^ruences.  (î)<p-()()()). 

Les  groupes  à  c(»ngruences,  par  rapport  à  des  modules  premiers  ou  non,  ont 
déjà  été  étudiés  par  .M.  Giersler. 

Bull,  dm  Sciences  mat  hem.,  a'  série,  t.  \\.  (Octobre  iK<^».)  li.iii 
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M.  Stottiï  iadique  ua  procédé  oouTcau  ponrd)^ttirii«eptr|ie4e  cet  grMipctp 
et  les  conséquences  étendues  qu'on  peut  tirer  de  eelte  soiivelle  d^Mtioa. 

HcLdamard.  —  Sur  l'élimination.  (995^997). 

Étant  données  trois  équations 

aux  deux  inconnues  x^y  et  de  degrés  m,  n,  j9»  on  peut  en  écrire  l'étimiftaRl  pur 
le  produit  ie,=  n/.(^»  y)  où  la  multiplicatton  est  étmdiie  niix  niii  nitevrs  m, 
y  qui  yérifient  les  deux  premières  équations.  Mats  la  ménie  salvUatt  po«rf»il 
être  obtenue  par  le  produit  «,s=  n/,(d;,  x)i  étendue  aux  solotiotts  eoauncacs     '^ 
i  /t  «t/st  ou  par  le  produit  analogue  ic,. 
Il  est  intéressant  de  comparer  entre  elles  ces  différentes  expressi<Nis« 
Dans  le  cas  de  deux  équations  à  une  inconnue  /t(^)=^o,y,(x)rso  de  de- 
grés m,  n\  dtt  sait  trouver  le  résultant  sous  forme  d^une  expression  R„  eolière 
par  rapport  %,  tous  les  coefficients  et  telle  que 

R,.  =  (~i)-R„. 

Bans  le  cas  Hctuel,  ffiy)  désignant  l'ensemble  des  term^  de  plus  liavi  de- 
gré de  /,.(«,  y)  pour  x  —  i  et  RJ^  le  résultant  des  polynômes /^(^),/*(^), 
l'expression  «,  a  pour  dénominateur  (R^V*  M*  Hadamard  démontre  que,  à  ces 
dénominateurs  près,  les  quantités  ic„  «,,  ie,  sont  identiques  en  valeur  nbaolue. 

ChapeL  —  Sur  la  loi  de  résistance  de  Tair.  (997). 

•  * 

Pour  les  vitesses,  à  partir  de  3oo"  jusqu'aux  plus  hautes  expértmemées  (plus 
de  1000" )y  la  loi  de  résistance  de  l'air  peut  éire  représentée  par  une  ligue 

droite. 

Picard  [Emile).  —  Sur  deux  nombres  invariants  dans  la  lliéorie 
des  surfaces  algébriques.  (1  169-1  i7'J>.). 

Considérant  une  surface  algébrique 

M.  Picard  pose  les  deux  é(|ualiuns 

F(x,  y,  z)=  u, 
^{x,  y,  z)=  Vy 

où  F  et  9  sont  deux  fonctions  rationnelles  de  Xj  y,  z. 

On  suppose  que  ces  deux  équations  déterminent  un  certain  nombre  de  points 

(x,  Xf  z)  de  la  surface  variables  avec  m,  i»,  cl  tels  que  pour  eux  le  déterminant 

h(x   y) 
fonctionnel   .,  ,    '  '      ne  s'annule  pas  identiquement.  On  admet  qu'il  soit  possible 

de  choisir  F  et  »,  de  manière  que,  pour  un  système  particulier  de  valeur*  de  u 
el  i'  les  jx  points  correspondants  soient  |jl  points  arbitrairement  donnés  sur  y: 
soit  0  -t-  I  le  minimum  de  ce  nombre  jx. 
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Le  nombre  p  est  un  invariant^  et  Ton  voit  qu'il  s'inlroduit  par  l'exlension 
»ux  surfaces  du  point  Hc  vue  auquel  sV'tait  placé  Weicrslrass  pour  fléfinir  le 
genre  des  courbes  algébriques 

En  étudiant  les  conditions  d'existence  du  nombre  p,  ^I.  Picard  est  conduit  à 
un  second  invariant  en  général  distinct  <le  celui-ci.  Il  peut  exister  sur  une 
surface  une  correspondance  birationnelle  entre  deux  ensembles  de  v  points, 
correspondance  dépendant  de  paramètres  arbitraires.  Le  minimum  p'  du 
nombre  v  sera  un  invariant  de  la  surface.  On  obtient  ainsi  deux  éléments  in- 
téressants de  classilication  pour  des  classes  très  étendues  de  surfaces  algé- 
briques. 

Siacci.  —  Sur  Je  prohlèiue  des  Ifois  corps.  (1189). 

La  Note  de  M.  Vernier  {Comptes  rendus,  t.  C\I\.  p.  '»")  ^*î**  !«'  reproduction 
d'une  Note  de  M.  Siarci  {Comptes  rendus,  12  janvier  187/1  ). 

SiœckeL  —  Kciiian|iies  an  sujet  de  la  réclamai  ion  de  M.  O. 
Statide.  (i  iH()). 

Perriri,  —  Sur  la  résolution  des  é(|ualions  numériques  au  moyen 
des  suites  récurrenles.  (1  i()o-i  n)->). 

j-ini/rae/e.  —  Sur  un  point  de  doctrine  rclalif  à  la  lliéorie  des  in- 
tégrales mulli|)les.  (  r  i ()•>.-!  it)*)). 

lAifay,  —  Sur  les  abaipies  de  ifi  à  18  variahhîs.  (1  i().")-i  i()8). 

Picard  (Emile),  —  Rapport  sur  un  Mémoire  de  M.  Uiquier 
sur  Texistencc  des  intégrales  dans  un  système  dillérenliel  quel- 
conque  et  sur  la  réduction  iWiii  semblable  svsième  à  une  (orme 
linéaire  et  complélenuînt  inléj^rable  du  |)remi('r  ordre.  (i2.*)o- 

I25l). 

Dj'ck  (Il  .).  —  Sur  la  (l(*terminalion  du  nombre  des  racines  à  un 
système  d^é(|uations  simultanées  et  sur  le  calcul  de  la  somm<f 
des  valeurs  d'une  (onction  de  ces  points.  (1  •.>.;")  f- 1.^5-). 

Perrin,  —  Sur  la  résolution  des  équations  numériques  au  moyen 
des  suites  récurrentes.  (rî>.5"-i '^.(io). 

« 

Bougatcjf,  —  Sur  les  intép^rales  dédnies  suivant  les  diviseurs, 
(i  209-1  iOi). 

L'intégrale  définie  sui\ant  les  di\is('ur< 


i<  fij 


t 
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est  une  somme  de  fonctions  ^{d)  prises  pour  tous  les  diviseurs  d  du  nombre 
entier  n  entre  les  limites  a  et  b  inclusivement.  La  théorie  de  ce%  iotcgrale» 
est  intimement  liée  avec  la  théorie  des  intégrales  numériques  suivant  les  divi- 
seurs. Elle  donne  des  lois  numériques  nouvelles  pour  Tarithmologic  ou  la  théorie 
des  fonctions  discontinues.  M.  BougaïelT  donne  quelques  exemples  dv  ces  luis. 
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Picard  (Emile),  —  Sur  une  équation  aux  dérivées  parlielles  de 
la  ihéorie  de  la  propagation  de  TEIectricité.  (2-8). 


Il  s'agit  de  Téquation 


A h  2  B  —  =  G  -c— 

Ot*  Ot  Ox' 


qui  régit  les  variations  du  potentiel  électrique  dans  un  lil  supposé  transmet trr 
une  perturbation  électrique.  M.  Picard  ramène  cette  équation  à  la  forme 
plus  simple 


ô\  0\ 


z  =  o, 


et  lui  applique  la  méthode  générale  de  Biemann,  qui  permet  d>n   faire  une 
discussion  complète. 

Un (fy  (L.)'  —  Sur  les  ti;;éodési([ues  spéciales  des  surfaces  liarnio- 
ni(jues.  (8-1  ()). 

Ou  sait  (jiH*,   si   rrlt'int'iil    liiicairc   iruiic  surfine  c^t  rriliiclibli*   à    la    fiMiiic 
/uirrtionifjue 

(I)  cis'  -  {{j  —  \  ){dir—  ih'), 

les  !igne>  géoilé>iqucs  «li*  rctti*  surfine  «uil  pour  équatiou  linii' 

l/auleur  étudie,  sous  le  nom  de  i,'('0(h'siqti('s  s/H'ci(iit's.  les  fauiille>  tie 
eourhes  représeulées  par  celte  é(]uatiou,  où  a  reeoii  des  \alears  fixes  et  b  varie 
seul.  Il  êlablil,  eutrc  ees  mo(iésique>  >péeia!i's  et  hi  foruie  de  l'intéjîrale  quj- 
drali(|ue,  une  relation  tjui  est  rèeipro(|ue  : 


('  )  \»)M   llullctin,  \l\,.  |>.    '7^. 
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Étant  donnée  une  sur/ace  harmonique  d'élément  linéaire  (1),  **  on  la 
rapporte  à  une  famille  de  géodésiques  spéciales  8,  =  const.  et  à  leurs  tra- 
jectoires orthogonales  6  =  const.,  en  sorte  qu*il  vient 

(3)  c/*»=  rfe»4-arf8', 

l'équation  aux  géodésiques  y  relative  aux  variables  8  e<  8,, 


P' 


'4=^. 


admet   une  intégrale   quadratique  dont  le  terme  en  p*  est  affecté  d'un 
coefficient  constant,  et  peut^  par  suite,  être  supposé  nul. 

Il  indique  ensuite  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'un  élément 
linéaire,  donné  sous  la  forme  (2),  convienne  à  des  surfaces  harmoniques,  rap- 
portées à  une  famille  de  géodésiques  spéciales  et  à  leurs  trajectoires  orthogo- 
nales. Ces  caractères,  appliqués  à  certaines  surfaces  présentant  une  famille  de 
rourbes  parallèles,  dont  la  courbure  géodésique  en  chaque  point  est  fonction 
de  la  courbure  totale,  conduisent  à  divers  éléments  linéaires  de  forme  simple, 
notamment  à  ceux  des  paraboloïdes  imaginaires  dont  M.  Wcingarten  a  trouvé 
toutes  les  déformations.  En  terminant,  M.  KafTy  rectifîe  une  assertion  qui  a  été 
émise  d'une  façon  trop  absolue  sur  rcxistence  d'enveloppes  pour  toute  famille 
de  géodésiques  spéciales. 

Picquet,    —  Nouvelle   coniribiilion   au    problème    du   huitième 
point  commun  à  trois  quadriques;  son  identité  avec  un   pro 
bième  plan.  (19-20). 

Uappel  de  la  solution  donnée  par  l'auteur  dans  le  Journal  de  Crelley 
t.  99,  en  i885;  examen  du  cas  particulier  où  quatre  des  sept  points  donnés 
sont  dans  un  même  plan.  Le  problème  du  huitième  point  commun  à  trois  qua- 
driques  qui  ont  sept  points  ronuinius  revient,  comme  le  montre  M.  Pir<|uet, 
â  la  recherche  du  neuvième  point  d'un  faisceau  de  cubiques  planes.  Cette 
identité,  qui  n'avait  pas  été  remar(|uée,  permet  à  l'auteur  de  donner  une  nou- 
velle solution  du  problème  relatif  aux  quudriqucs. 

Kœnigs.  —  Sur  un  mouvement  particulier  d'un  point  dans  le 
plan.  (25-2-). 

Le  point  est  attiré  par  deux  axes  rertangulaires  en  raison  inverse  du  cube 
des  distances.  La  trajectoire  est  une  courbe  fermée.  Mais  elle  ne  peut  èlre  par- 
courue qu'en  partie,  le  problème  n'ayant  plus  de  sens  à  partir  d'un  certain 
instant,  où  la  vitesse  et  l'arrélérution  sont  infini<*s.  Faute  d'avoir  ol»ervé  ce 
prioripe,  certains  auteurs  ont  donné  à  des  questions  analogues  des  solutions 
qu'on  ne  saurait  admettre. 

Appell  {P.)^  —  Sur  les  courbes  autopolaires,  par  rapport  à  une 
conique  donnée,  ('^.j). 

Simple   énoncé    :    l'équation    générale   de>    coniiiues    (1)    autopolaircs    par 


L 


tiun  cnlTC  eu 
à  (S);  toute 

Laisant.  — 
r«'-iiide  de 

Gentv  (£".). 
(3(H1)- 


liont  duux  paramitres;  si  l'on  fUMit  nae  rela- 
enïcloppe  une  courbe  «alopolaire  par  rapport 
e  peut  être  obLeoue  de  celte  fiçoa. 
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conique  (S)   c.,1 
„  UconiquMS) 

ri'ÎDcipc's  <Je  la  inélliode  de  M.  Arnoux  concernanl 
;  espaces  a  ri  lli  m  cliques  hjpermagîqiies.  (28-36). 

—  Noie  sur  des  couples  de  surfaces  applicables. 


Dmus  un  travail  insén!  au  Bulletin  en  189},  M.  Caronnet  a  cherché  toaa  les 
couples  de  surfaces  applicables  ['une  sur  l'autre  et  telles  que  la  distance  des 
points  covrcspondanls  soit  constante.  11  a  trouvé  deux  groupe!  de  telles  sur~ 
faces.  Celles  de  l'un  des  deun  ^■^■'P<^s  sont  des  surfaces  réglées  dôjl  consi- 
dérées par  M.  Bcllrami  :  elles  dépendent  de  deux  fonctions  arbitraires  d'un 
même  paraméLrc  et  sont  applicables  l'une  sur  l'autre  avec  parallélisme  des 
génératrices  correspondantes.  Celles  de  l'autre  groupe  dépendent  de  deni  fonc- 
tions arbitraires  de  deux  paramétres  dilTérents.  laites  ont  été  étudiées  par 
Ititiaucour  dans  son  gr^nd  Mémoire  tur  lei  eiatsoïdet,  oii  est  établi  le  lien 
étroit  de  cette  tliéorie  avec  celle  des  surfaces  qui  correspondent  i  la  sphère 
avec  ortliogonalité  des  éléments. 

La  ^ate  de  M.  Centj  a  pour  sujet  de  montrer  avec  quelle  facilité  on  peut 
retrouver  les  résultats  précités  au  moyen  de  la  Géométrie  vectorielle. 

Goiirsal.  — Sur  les  tangentes  à  une  cubique  plane.   (45-47). 

Héiiionstration  analytique  fort  simple  de  ce  tliéorème  connu  :  Le  rapport 
anharmonigue  dei  quatre  tangentes  qu'on  peut  mener  à  une  cubique  par 
l'un  de  ICI  pointa  reste  constant  quand  le  point  décrit  la  courbe.  (  La  cubique 
est  supposée  sans  point  double,  et  l'on  fait  abstraction  de  la  tangente  qui  la 
touche  au  point  considéré). 


DemoitUn,   —   Sur   une   proprit'HJ    caracléiistique 
linéaire  des  siirlaces  de  révolution.  (47-49)- 


le   l'élcinenl 
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Soient  une  siiile  infînie  de  fondions  Y^,  V,,  V,,  ...,  qui  s'annulent  toutes  à 
la  surface  d'un  volume  (D)  et  satisfont  à  Tintérieur  de  ce  volume  aux 
équations 

•^V^^i-»-  Vi=o        (1  =  o,  1,2,  ...). 

Les  intégrales  de  volume 

W„,,=  /V„V,rfT, 

relatives  au  domaine  (l>),  sont  toutes  positives  et  vérifient,  en  vertu  du 
théorème  de  Green,  les  identités  W^  ^=  W„  ^^,^.  De  plus,  on  a 

Wo,^w„<\v„'^  •••■ 

Cest  là  un  théorème  dû  à  M.  Schwarz.  L'auteur  en  présente  une  nouvelle 
démonstration  fort  simple. 

Picard  {Emile),  —  Sur  la  méthode  des  approximations  succes- 
sives el  les  équations  linéaires.  (52-57). 

L*auteur  applique  la  méthode  des  approximations  successives  aux  équations 
linéaires 

et  montre  que  cette  méthode  fournira  tontes  les  intégrales  par  des  développe- 
ments valables  dans  tout  intervalle  où  les  coefficients  A^  seront  des  fonctions 
continues  de  x. 

Si  les  coefficients  A-  dépendent  d'un  paramètre  A"  et  sont,  pour  x  variant 
entre  o  et  n,  des  fonctions  liolomorphes  dans  tout  le  plan  de  la  variable  ky 
toutes  les  intégrales  ont  celle  même  propriété  pour  x  compris  entre  o  et  a. 

M.  Picard  considère  ensuite  une  équation  du  second  ordre 

dont  les  coefficients  sont  continus  pour  toute  valeur  réelle  de  x  et  admettent 
la  période  <•>.  Il  existe,  en  général,  un  système  d'intégrales  qui  se  repro<Iuisent 
multipliées  par  des  constantes  {x,  et  |x,,  quand  on  change  :r  en  x-\-^,  La  dé- 
termination de  ces  facteurs  est  un  problème  important  et  difficile  :  au  moyen 
des  approximations  successives  on  peut  former  l'équation  qui  les  admet  pour 
racines.  Par  le  même  procédé  on  détermine  les  deux  facteurs  par  les(|ueis  se 
trouvent  multipliées  deux  intégrales  de  l'équation  ci-dessus,  quand,  ses  coeffi- 
cients étant  supposés  holomorphes  dans  une  couronne  comprise  entre  deux 
cercles  concentriques,  la  variable  tourne  dans  la  couronne  autour  du  cercle 
intérieur. 

Antomari,  —  Sur  les  surfaces  réglées  applicables  avec  pai^allé- 
lisme  des  génératrices.  (58-63). 

L'auteur  donne  une  gôiiérution   des  couples  de  surfaces  réglées  applicables 


'9» 
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g^aératrÎM  «or  géné»lHc«  et  de  lelli 
{KindaDU  mte  conatinte. 

Oa  partira  d'une  courbe  ganelifr  i| 
défiais  par  l'are  (  de  ta  reprétentaii 
■ortnale  principale  en  H,  on  porb-i 


-Icomiiic  (C).  rioni  1»  poiol*  M  Mrs» 
Il  9pliérii|ue  de  leurs  liniieaies.  Sar  I* 
e  part  et  d'siUrc  rie  («  point  Heat  >i|< 
z  i  /iia(t +  A)  (I  et  A  ^imit  druK  runstantce),  <-t  pi v  les  tiir^nutb 
de  CCS  legmeBta,  on  minera  deux  parallèles  II  la  tiugcntc  t  (  C  ]  en  M.  IJoinl 
le  point  H  parcourt  la  courbe,  cei  deux  ilrniti?»  cngcnrircnl  I»  d«»  >arr«(u 
répondint  i  la  quution. 

Haffy{L.).  — Recherches  smlc-'.iiifiu^is  liiiriiuiiiiiiiic»(ri;MHtii'i. 
(ti3-ti6,  84-96). 

Comme  l'indique  «on  titre,  cette  CuiiimuDiriiliuD  r^iunii-  un  pntrmblr  ëleniltt 
de  recherche*  iur  le» 
néaire  est  rédactible  à 


Après  B 
de  II  plui 


roir  rappelé  les  travaux  ik-  av»  <l('iiiiii:rt^r>i,  11. 
hiu te  importance,  dus  à  M.  WeiaK«tleii,  l'ai 


«  Tout  ce  qui  conttitue  aojourd'ln 


dehors  des  traranx  que  i 


i  Tcaons  d'^iiuin^ffrr,  t 


théorie  des  surfacei  harmoniqna,  rn 


choie  prés,  dans  nos  Recliarche».  I 
l'Académie  des  Sciences  (  Com/ttââ  rendui,  1 


rs  dont  cette  théorie  a  fait  le  sujet.  Lu  M^moiri 


li  l'ifsiillc  du  lldppott  pnlwiilt  d 
C\V,  p.  . 


ment  des  éléments  linéaires  doublni 


tii^mqu. 


-cifliiè  Lralic  riclautte- 
1  d-'iTuiieatiao 


Suit  Idnalyse,  Cliopii 


seconde  Partie  de  mon  IraTail.  Un  aatre,  qni  ■  p 
honoiable.  ne  contient,  aaurqnelqne 

approuvés,  que  tes  deux  beaux  résultais  nieatioanés  ci- 
lé  sans  nul  doule  avant  que  M.  Wringarteo  le  publill.  • 


r  Cliap 


-,  des  trois  P^iriics  des  ttecberc/ia  àt 


Toiilouit,  année  il 


ri  lig 


.   I.a 


s  dégaic  e 


ipplir. 


surfaces  réglée» 
Tares  de  révolution,  elles  ré-» 
seeond  degré,  ridelles  «u  iniaR 
néaires  cl  q  ua il ra tiques  de  I' 
préscutée  M.  Darboux.  Il  est 
les  surfaces  du  révolution;  s'il 
B^'uéralcnieut  tiarniDUlque  et 
fiiiicliunnclle. 


dans  les  Annales  de  la  Faculté  des  Scûnetl  de 
I  Cliapilre  I"  est  rappelé  te  lliéorénie  fondamental 
:  â  la  forme  liarmonique  de  l'élément  linéaire 
]uadraLique    pour   le   prublênie   des  lignes  ^éodé- 

ini>e  ai.us  une  (orme  qui  se  prête  à  it'importanlrs 
uvé  au  Chapitre  II  que  toute  surface  liarmoniqae 
i-a)léles  est  appliealile  sur  une  surface  de  rc*alu- 
»  (Chap.  III)  est  la  détermination  complète 


lient  ti 


-elles 


applicables  s 


>ules  du  la  déformation  de  surfaces  do 
s.  Le  Chapitre  IV  traite  des  intégrales  li- 
ion  aux  cercles  géodésiqucs,  telle  que  Ta 
é  que  l'intégrale  linéaire  n'existe  que  pour 
c  une  iatéitrale  quadratique,  lu  surface  est 
élément   linéaire  satisfait   i   une  équation 
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Deuxième  Partie  (publiée  par  le  Journal  de  Mathématiques  pures  et 
appliquées,  année  i^q'i).  —  Elle  a  pour  objet  la  détermination  des  éléments 
linéaires  doublement  harmoniques^  c'esl-à-dirc  réductibles  de  deux  manières, 
cl,  par  suite,  d'une  infinité  de  manières  à  la  forme  harmonique.  Il  s'agit  de 
trouver  toutes  les  fonctions  ^{x-hy)  et  /{x — y)  qui  vérifient,  conjointe- 
ment avec  deux  autres  fonctions  inconnues  \(j:)  et  \{y),  l'équation  dilfé- 
rcntiellc  indéterminée 

(E)     (V4-  V')(?  -/)  4-  3(V-  Y')?'-  3(X'-+-  Y')/'H-  n\  ~  V)!'/  -/•)  =  o. 

Au  Chapitre  I",  après  une  classification  des  éléments  linéaires  harmoni(|ues, 
qui  fournit,  quand  l'élément  est  donné  sous  la  forme  {^  —  f)  dx  dy^  les  con- 
ditions nécessaires  cl  suffisantes  pour  qu'il  soit  doublement  harmonique, 
viennent  »  deux  lois  intuitives,  qui,  bien  qu'essentiellement  distinctes,  con- 
courent à  faire  connaître  des  exemples  nouveaux  d'éléments  linéaires  double- 
ment harmoniques;  l'une  est  la  loi  de  passage,  l'autre  la   loi  de  réciprocité  ». 

Grâce  aux  développements  des  Chapitres  II  et  III  où  sont  déterminées  touies 
les  solutions  de  l'équation  (E)  quand  (9 — f)dxdy  est  l'élément  linéaire 
d'une  développuble,  d'une  surface  à  courbure  totale  constante,  ou  d'une  sur- 
face de  révolution  doublement  harmonique,  les  deux  lois  précitées  fournissent 
(Chap.  IV)  dix  solutions  nouvelles  du  problème,  ce  qui  en  fait  trente-six  en 
tout.  Le  reste  du  Chapitre  est  employé  à  démontrer  qu'i/  n*en  existe  point 
d'autres,  ainsi  que  l'aulcur  l'avait  annoncé  dès  1889.  Il  y  arrive  par  des  con- 
sidérations empruntées  à  la  théorie  des  fonctions  de  variable  complexe,  en 
établissant  d'abord  que  toutes  tes  /onctions  \,  V,  9,  /,  qui  satisfont  à  l'équa- 
tion (E),  sont  des  /onctions  uni/ormes,  puisqu'elles  ne  présentent,  à  dis- 
tfince  finiCj  d'autres  singularités  que  des  pôles  à  résidu  nui.  La  distinction 
une  fois  faite  entrî  les  solutions  possibles,  d'après  leurs  pôles  et  leurs  périodes, 
un  raisonnement  direct  détermine  toutes  les  solutions  doublement  périodiques. 
Mais  la  recherche  des  autres  serait  bien  peu  avancée  si  l'auteur  ne  faisait  dé- 
pendre leur  connaissance  d'un  problème,  en  apparence  tout  autre  et  plus  gêné- 
rai  :  trousser  toutes  les  /onctions  \{x)  qui  sont  uniformes  et  qui  deviennent 
des  /onctions  uni/ormes  de  \  par  le  changement  de  variable 

dx 

d%  - ^' 

v\(x) 

La  solution  complète  de  cette  dernière  question  fournit  toutes  les  formes 
analytiques,  parfaitement  déterminées,  que  peuvent  revêtir  les  fonctions  \,  Y, 
s  et /et  qui  comportent  au  plus  huit  consiantes  arbitraires.  On  est  ramené  à 
une  question  de  calcul  algébrique  pour  déterminer,  dans  la  mesure  où  elles 
doivent  l'être,  les  constantes  arbitraires  et  l'on  reconnaît  que  les  éléments  li- 
néaires doublement  harmoniques  énumérés  au  début  du  Chapitre  sont  bien  les 
seuls  qui  existent. 

Le  Chapitre  V  traite  d'une  classe  importante  d'éléments  linéaires  que 
M.  Sophus  Lie  a  considérés  le  premier,  mais  sans  les  calculer,  et  dont  la  déter- 
mination est  implicitement  contenue  dans  le  (Chapitre  précédent.  Des  résultats 
obtenus  par  M.  Lie  et  convenablement  complétés  par  l'auteur,  il  suit  que  toute 
sur/ace  susceptible  d'être  représentée  sur  certaines  sur/aces  avec  conserva- 
tion d'une  seule  des  /amitiés  de  lignes  de  longueur  nulle  et  sur  d'autres 
avec  conservation  de  ces  deux  /amilles  est  une  sur/ace  doublement  harmo- 
nique. 
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TivUUrn» PartU  (publiée di^t  \>:^  AnnafeK dt  l'ÉtMlir  Auriiiiile  ti'ptiifWf, 
'•■oés  iS^S).  —  L'objet  de  cette  ilrrni^re  Parlis  «»(  la  Utlfininatùm  Jm  tom 
Im  élémtiU»  fln^atr»!  karmoHiquei  qui  convivnMnlâ  lUnur/aeet  tpirata. 

Le  probUme  re*ieat  t  IronTcr  loiiirs  Iri  riinriinns  T  ili'  j:  -i-v,  ijuî  vériQtM. 
coBJoiatement  avec  de»  aatra  rimlions  inroniiiics  \(^)  H  V<^),  IVi 
diflérentielle 

(  sX(r+T'-ïiT^,,-jY(T*T-+J.T-.) 
^    '  )  -i-3V(T-0-*3VCT  +  i)+X'- V=i.. 

ob  let  ■ccenU  désignent  des  dériviïrs  et  ^  l'iinili^  Imiclnairc.  L'auLear  e 
d'abord  qae,  poar  let  iplrale*  al  iit  file  mont  liarBiiinlqutH,  \e*  foitclion»  X  et  T 
M>nt  néceiMl rement  de  la  torrae  Ae'",  It0~"^,  oit  A,  n,  r  aaat  tmis  « 
dont  la  dernière  peut  être  nulle.  Il  est  iiiri«i  cimluil  A  trniirr  réijui 
d'abord  en  rédaluntXetY  1  dei  cnn^UiUïs,  puis  vu  i<rcn.  ~~ 

eipodeDdêlIeB,  ce  qui  doDae  lea  deus  éléaieata  liaéaina 

<m)  fWs  iau- -  bn'HdH'-t-  de), 

(/)  d»'=OHau~losbv){dif+dt^), 

oA  a,  b,  m  détignent  dei  conatutea  arbitraire*. 

Le  Chapim  I  Onit  par  la  délenniiiation  du  élémeaU  liaéaina  qal  ea^ 
viennent  A  1i  foii  A  dei  ipiralea  et  i  dea  aqrfacei  de  réroIatiiM  :  Ua  > 
tou«  daoi  le  tjpe  lx-t-j')'^dwdy. 

Au  Chapitre  II  l'équation  (8  )  est  comptètemeat  diaeatée  «t  réactna.  l 
de  calé  les  cai  particuliers  déjà  traités,  on  eiprime  X'  et  Y'  aom  la  ftiiwia  . 
linéaire 

(T)  X'f=T,X  +  T,Y,       Y*=T,X  +  T,y, 

les  lettres  T,  désignant  des  fonclinns  ralionnclles  de  T  cl  de  ses  quatre  pre- 
mières dérivées.  Il  suit  de  I»  que  la  fonction  T  doit  laiisfaire  i  deux  équations 
dilTérentielIcs  du  cinqnicme  ordre,  leltcnicni  compliquée*,  qu'on  ne  peui  sooftr 
à  les  employer.  C'est  pourquiii  M,  ItalTï  procède  tout  autrement.  Il  considère 
les  T,  comrnc  des  Tonctiiins  inconnues,  sans  relation  entre  elles,  cl  démontre 
que  le  système  (t)  admel  deux  solutions  et  deux  seulement,  qui  sont  dëler- 
miaécs  i  des  constantes  prcs.  Substituant  les  expressions  de  \,  Y  et  des  T,, 
■lui  forment  ces  deux  solutions,  dans  l'équatiun  (S),  on  la  décompose  ea  deux 
équalLuns  de  Diccali,  dont  la  discussion  comporte  l'eiamen  de  cas  assel  nom- 
hreiti.  La  conclusion  linule  est  que  le  l3'pe(»i},  avec  ses  formes  dégénérées  (f) 
cl(«) 
(e)  da'={e"'-e^){du'+dv). 

comprend  tous  les  élémcals  linéaires  dierchés,  sans  loulefois  les  rcprésenier 
tous  sous  leur  forme  harmonique  la  plus  générale. 

Dans  les  recherches  que  nous  venons  de  résumer,  l'auteur  ne  s'est  occupé 
que  de  diilerminer  des  éléments  linéaires  jouissant  de  reriiines  propriétés  assi- 
gnées k  l'avance.  «  Il  y  aurait  assuréoieni  intérêt,  dit-il,  t  connaître  la  sit- 
faces  qui  correspondent  A  ces  éléuicnts  linéaires.   Mais  de  pareils  prablèaiei 
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sont  en  général^  comme  Ossian  Bonnet  Ta  dit,  au-dessus  des  forces  do  l'analyse 
actuelle.  Plus  d*un  d^ailleurs,  parmi  ceux  que  nous  avons  résolus,  présentait 
déjà  des  difficultés  considérables,  qu*on  pourra  mesurer  aux  ressources  mises 
en  œuvre  pour  les  surmonter.  » 

I^ehr.  —  Remarque  sur  le  ihéorènic  de  M.  Mou  lard.  (67-68). 

D'après  le  théorème  de  M.  Moutard,  si  l'on  sait  intégrer  Téquation 

on  peut^en  général,  en  déduire  une  suite  illimitée  d'équations  de  même  forme 
(|u'on  intègre  par  de  simples  quadratures.  Pour  que  deux  équations  consé- 
cutives de  cette  suite  soient  les  uièmes,  il  faut  et  il  suffit  que  X  soit  de  lu 
forme /(x)  ^(j'),  ainsi  que  le  montre  M.  Felir. 

Zaremba.  —  Sur  la  réduction  du  nombre  des  périodes  d\ine 
fonction  périodique.  (68--0). 

Disons  qu'un  système  de  périodes  w„  w^,  ...,  w^  d'une  fonction /(jr)  est  un 
système  complétai  une  période  quelconque  Q  de /{x)  est  une  fonction  linéaire 
et  homogène,  à  coefficients  entiers,  des  périodes  co..  On  sait  que  si  les  w-  vè- 
rinent/7  relations  distinctes,  linéaires  et  homogènes,  à  coefficients  entiers,  il 
existe  pour/(x)  des  systèmes  complets  de  périodes  se  composant  chacun  de 
n — p  périodes  indépendantes.  L'inlérèt  de  la  démonstration  que  .M.  Zarembu 
donne  de  ce  théorème  consiste  à  fournir  un  procédé  régulier  pour  calculer  les 
systèmes  complets  de  périodes  en  question. 

liurkliardl,  —  Sur  les  fonctions  de  (jreen  relatives  à  un  domaine 
d*une  dimension.  (^i-^S). 

Barbarin,  —  Résumé  d'un  Mémoire  sur  la  détermination  d'un 
triangle  au  moyen  des  longueurs  de  ses  bissectrices.  (-6-80). 

Lecornu,  —  Sur  quelques  cas  de  discontinuité  en  Mécanique. 
(8 1-84). 

•  Quand  l'expression  analytique  d'une  accélération  passe  par  l'infini,  il  est 
toujours  possible,  en  modifiant  un  peu  les  données,  de  faire  en  sorte  que  cette 
expression  devienne  siinplemeiit  très  grande.  On  obtient  alors  un  mouvement 
bien  déterminé,  et  il  est  naturel  de  chercher  comment  se  transforme  ce  mou- 
vement, quand  on  revient  graduellement  aux  données  initiales La  nature 

du  mouvement  limite  dépend  de  la  manière  dont  on  procède  pour  substituer 
tout  d'abord  une  force  très  grande  à  la  force  infinie.  »  Conclusion  établie  par 
Pexamen  de  deux  exemples,  dont  un  est  celui  que  .M.  Kœnigs  a  signalé  précé- 
demment dans  le  même  volume. 

lialUrand,  —  Démonstration  des  formules  fondamentales  de  la 
périmorphie  el  des  formules  de  (jxiazzi.  (^97 -!(»•>.). 


■96  SECONlll':  l'AItTIR 

Picard  [Ëmite).    —   Sur  la   lit-lerminnlioii  de»   inii'gnilr-!  ilrt 

équations  aux  dérivées  paniclli-s  du  svcoitd  ordre  par  ceruio» 

conditions  aux  limites.  (io!i-to6). 

L'auteur  contidire  l'équation 

où  a,  b,  c  sont  de*  fonctions  contintivs  iv  x  el  y  el^  propi>i«  de  délvrnittMi 
celle  de  aea  intégrala  qni  lerédait  A  /(x)  puur^  =  u  et  a  ?(«)  (Hiur;  =«, 
les  deyi  fonctioni  /  et  f  éunt  arbiinire».  Il  aiuntre  que  la  méUimla  d» 
appr«KiaiitJoa*  tuceesaltei  fournit  pour  s  une  aéri«  qui  rti  coiticrcratc  iUm 
tout  rectangle  paralUle  aui  aiei  ci  romprenanl  l'urigiiie.  nU  le«  a,  b.  e  «iMi 
que /et  f  Mut  des  fonctions  déterinint'espt  iztiniinuc^.  F-xu-nMon  A  la  rerlirrclir 
de  l'inttgrtle  (  qui  ae  riduit  i  /{x)  pour  y  =  a.r  cl  à  ip(j-)  p.mr  y  =  >*, 
sous  ta  condition 

I/(«)-T(«)l<A|*l'. 

A  et  ^  étaat  des  conslanles  positint. 


Sur  les  surfaces  A  courbure  totale  constante. 


Genty  (E.).  ■ 
(106-109). 

L'objet  de  cette  Note  est  de  ratrouver  simplemenr,  par  la  tbéortc  dea  eo>- 
grueoces,  les  innsformationi  que  MM.  Bianchi  et  Blcklnnd  ont  déeawTcrtt» 
pour  les  surfaces  i  courbilre  totale  constante.  L'auteur  montre  en  eCbt  qae  : 

Si  deux  tur/aeti  te  eorreêpondent  point  par  point,  dt  UlU  imaiiiirt  f«a 
la  distante  p  dei  deux  points  soil  constante  et  que  les  deux  plant  langent! 
en  ces  deux  pointa  contiennent  lu  droite  i/iii  Us  joint  et  forment  entre  eux 
un  angle  constant  ft.  tes  lignes  de  courbure  et  tes  lignes  asymptotiquei  te 
correspondent  sur  ces  deux  sur/aces,  pour  lesquelles  les  courbures  lolaiei 
sont  constante*  et  égales  à  p  '  sin'ï.  l'our  6  ^  9<i*  on  a  la  Ira nsfiirnia lion  de 
».  Illanchi;  si  «  esl  qiielcon<|uc,  on  a  celle  de  M.  BJcUuiiii. 

Adam  {Paul).  —  Sur  les  surfaces  admellant  jTOwr  lignes  de  cour- 
bure dt-iix   séries  de  cercles   géodésitjues  urlliogonaiis.    (1  10- 


lelerininë  toutes  les  ^urfare*  qui  jiiuisfent  de  la  pn>pri> 
I,  fondi'f  sur  les  formules  de  Cudaiii.  exige  des  ralculi  < 
IIS  (le  dix-srpl  pages.  M.  Adam  rn  ciposc  une  beauco 
lient  à  la  dclerniÎDalion  de  trois  fonctions  U,  de  u  et 


f^'Li^ 
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A  son  loiir  celle-ci  est  ramenée  à  la  suivante 

i--3 

2(w-+-v>)(U,-f-Vj-f-2(U.4-V,)«=o, 


i—l 


dont  la  discussion,  abrégée  par  diverses  remarques,  conduit  rapidement  Tauteiir 
aux  formules  de  Bonnet 


X  =  - — »         y  = cosV ,        z  =  — î sin  \  . 

MH-V  U  -h  V  U  -h  V 

Painlevé,  —  Noie  sur  une  identité  entre  certains  dt'ierminanls. 
(116-119). 

Baffy  {L,),  —  Sur  le  problème  général  de  la  déformation  des 
surfaces.  (1 17-132). 

Grâce  aux  travaux  de  M.  Weingarten^  on  connaît  aujourd'hui  une  série  de 
surfaces,  dont  on  peut  trouver  toutes  les  déformations.  L'ensemble  des  surfaces 
applicables  sur  chacune  d'elles  est  représentée  par  des  formules  telles  que 

(/x .  =  A .  rf»  -H  B .  rf?        (t  =  i,  _s3), 

où  les  Xi  sont  des  coordonnées  rectangulaires,  les  A,  et  les  B.  des  fonctions 
déterminées  de  deux  variables  a  et  ^,de  deux  fonctions  arbitraires  9(2)  et  ^(  ^). 
ainsi  que  de  leurs  dérivées  successives  en  nombre  limité.  M.  Hdiïy  démontre 
que  quand  un  problème  de  déformation  comporte  une  solution  complète 
rentrant  dans  ce  type  analytique,  les  lignes  a  =  const.  et  les  lignes  ^  =  const. 
sont  nécessairement  les  asymptotiques  des  surfaces  cherchées.  C^ette  propo- 
sition lui  a  suggéré,  pour  traiter  les  questions  d'applicabilité,  deux  procédés 
généraux,  inverses  l'un  de  l'autre,  qu'il  appli<iue  successivement. 

Premier  procédé.  —  Une  surface  étant  rapportée  à  ses  asymptotiques  (a,  p) 
les  diflTérentielles  dx-  de  ses  coordonnées  dépendent  d'après  les  formules  de 
M.  Leiieuvre,  de  trois  fonctions  qui  vérifient  une  même  équation  aux  dérivées 
partielles  du  second  ordre 

l  =p(a,?)8. 


<>a<>Jk 


Il  s'agit  de  choisir  ces  trois  fonctions  de  telle  sorte  que  les  dx-  rentrent 
dans  le  type  considéré  et  que  la  somme  de  leurs  carrés  puisse  être  ramenée  à 
la  même  forme,  quelles  (|uc  soient  les  deux  fonctions  ?(a)  et  <J/(3).  Kn  pro- 
cédant ainsi,  l'auteur  retrouve  les  beaux  résultats  dus  à  M.  Weingarten. 

Second  procédé.  —  On  peut  aussi  partir  d'un  élément  linéaire  donné 

ds'  =  E  du*  -h  3  F  rfi/  c/v  4-  G  d\'\ 

ei  chercher  à  intégrer  les  deux  équations  par  lesquelles  M.  Darboux  {Théorie 
deê  surfaces,  t.  III,  p.  290)  a  délini  les  coordonnées  curvilignes  u^  v  comme 
fonctions  de  a  et  3,  paramètres  des  lignes  asymptotiques.  Kn  elfet,  quand  on  a 
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.  proi^i'dti*  et  déingntre 


Ds  donl  les  vai-iabl(*s  «uni 
^nation  (lifFércn lit-Ile  li- 


uonté  ane  lolutioB  (u,  v)  de  ee  s>< 
poiitioa  et  t  une  tïmétria  pria)  iirii 
sidéré. 

Apréi  avoir  Iraité,  par  ce  Mcobil 
premier,  U.  KalTy  rapproclie  les  i1c 
tion»  propre*  i  faciliter  leur  eaplu 


Vernier  (P-).  —  Sur  les  rotiiu-s  binai 
des  inlêgCBles  fondamentales  d'iii»! 
n^aire  du  second  ordre.  (i^M-t.'{')). 

Painlevé.   —  Sur  les  mouvcmnils  ri   le*  lriij(Tl(iir<"i    rrcl»  Ae% 
systèmes.  (i36-i84). 

Dana  ce  Mimoire  ilenilii,'  l'aateur  iiudie  le  rnooTemeat  rfai  Htm  ijilfwa 
matiirlel  (5),'i  liaisons  indCpendantes  do  lempi,  Mnmj*  A  dem  forcM  qM  at 
dépendent  oi  det  tritetae*  ni  da' temps.  La  praposition  principale  qn'il  ftaWil 
concerne  le*  positions  régtdiir^  dn  système  ou  poiitioni  dan*  le  voiatMage 
desquelles  les  coetDsients  de*  équations  de  Lagran^e  sont  des  fooctiiMn  réf*- 
liérca  de*  k,  paramètres  f^  qui  dèlinissent  la  position  du  *j*tèaM. 


Si,  t  tendant  vert  f,,,(S)  tend  vert  une ^potition  règuiUre, 
tendent  retpeelivement  vert  une limUeJbue.  Si,  tel    ' 
tend  vert  une  potition  rêgidière,  celte  potilion  ett 

lion  d'équilibre,  et  Iputet  le*  tittettei  tendent  vert  *éro  a 


ind^nimmia,  (S) 


De  ce  tlicoréine  résnitent  diverse 
i^elles;  pour  les  i^noaccr,  rcmirqno 
'ocflirient*  des  ùquHlious  de  Lii^rai 
'<iiii|i'>rtc  que  driii  moiivonients  disli 
l'émeute  réel*  si  l»  force  vive  T  est 


coniéqneDces  au  sujet  des  i 
is  i|UR  dans  iQut  domaine  (  E,  ),  oA  lr< 
ge  sont  Iioloiiiorplies,  une  Irajectoire  m 


appli.ru  é< 
de   (S)   I 


naturetler 


trajectoires  rcelli^s  se  divisent  naturellement  en  trajectoire!  vraiet  et  trajee- 
toires  conjuguée).  Il  esisle  un  faisceau  {i  t  paramclrni)  de  trajectoires  pour 
losquellus  T  s'aimulc  nu  moins  en  un  point  M',  qui  n'est  pas  un  point  d'équi- 
'■' --■  —  ]>r)inls,  dits /joinf*  rf'wr^/,  ' " —  --" ''  '-    ■     " 


libre 


ncparés  par  l«s  paii 


tsM'; 


■  Il  peut  c 

xreplioiinclli 


>ulcrois  (mais  il 
:un.p.>rtc.iL  une 
lies  gêodéiiquea  < 
.  lillcs  sont  dites  trajccloi. 


et  qui  dépciidrnl  ci 


l..pt<-c- 


t  .M   u 


altcrDalivcment  vrais  ou   conjugué», 
ons  trajectoii'i'  mixte. 

visLc  pas,  en  générai)  des  trajrrioirrs 

aité  de  mou ve nient»;  ce»  trajectoire* 

I'.  et  cllC4  dépendent  au  plus  ,If  ,(  —  , 

remarqiiablet. 

oinL  dr(r,  );  |>arcc  point  passent  une 

tes  à  iMic  direction  quelconque  donnée 

-aire;  ces  Irajecluircs  M>nl  toutes  des 
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courbes  analytiques  régulières  dans  le  voisinage  de  M.  Klles  comprennent  un 
faisceau  à  un  paramètre  de  trajectoires  mixtes  présentant  dans  ih\)  un  point 
d'arrêt,  une  trajectoire  (C)  et  une  seule  pour  laquelle  M  est  un  point  d'arrêt. 
Quand  par  un  point  M  passe  une  trajectoire  remarquable,  elle  se  confond 
avec  (  C,)  ;  si  toutes  les  trajectoires  (C, )  sont  remarquables,  elles  se  confondent 
dans  (E^)  avec  les  trajectoires  mixtes.  //  ne  passe  pas  par  le  point  M  d'autres 

trajectoires,  si  le  point  M  n*est  pas  une  position  d'équilibre Par  un  point 

d'équilibre  M,  il  peut  passer ^  en  outre  du  faisceau  t^égulier  de  trajectoires, 
des  branches  singulières  de  traj'ectoires  (C)...  :  en  général,  le  système  (S) 
tend  sur  (C)  vers  la  position  M,  quand  t  croit  indéfiniment  dans  l'un  des  deux 
mouvements  vrai  ou  conjugué.  » 

L*auteur  détermine  aussi  les  conditions  de  temps  dans  lesquelles  sont  par- 
courues les  trajectoires  réelles,  dans  un  mouvement  soit  vrai,  soit  conjugué  et 
il  établit,  entre  autres,  ce  théorème  :  Quand  les  forces  dérivent  d'un  poten- 
tiel, tout  segment  {intérieur  à  E^)  d'une  traj'ectoire  prise  au  hasard,  est 
parcouru  entièrement  en  un  temps  fini,  dans  le  mouvement  vrai  ou  con- 
j'ugué,  H  n'y  a  d'exception  que  pour  des  faisceaux  particuliers  de  traj'ec- 
toires. 

Ancirade.  —  Sur  une  propriété  mécanique  des  lig;ncsgéodésiques. 
(186-189). 

Lorsqu'un  mobile,  assujetti  à  rester  sur  une  surface,  est  abandonné  à  lui- 
même  avec  une  vitesse  initiale,  on  sait  qu'il  décrit  une  géodésique.langcnte  à 
la  direction  de  cette  vitesse.  On  admet  parfois  comme  évident  que,  si  une 
force  vient  à  agir  sur  le  mobile,  sa  trajectoire  différera  peu  de  la  géodésique 
tangente  à  la  vitesse  initiale,  pourvu  que  celle-ci  ait  une  valeur  suffisamment 
grande.  C'est  cette  proposition  (|ue  M.  .-Vndrade  démontre  en  la  précisant  avec 
soin. 

Appel/  {P')'  —  Sur  le  lliéorème  des  aires.  (ic)o-i()5). 

Les  observations,  faites  sur  le  chat  qui  tombe,  ayant  mis  hors  de  doute  un 
fait  que  d'aucuns  croyaient  contradictoire  avec  le  principe  des  aires,  divei's 
auteurs  ont  donné  soit  des  explications  du  prétendu  paradoxe,  soit  des  exemples 
mécaniques  de  faits  analogues.  Dans  ce  dernier  ordre  d'idées,  il  faut  imaginer 
un  système  sollicité  par  d«*s  forces  extérieures  telles  que  la  somme  de  leurs 
moments  par  rapporta  un  axe  fixe  Oz  soit  nulle,  et  partant  du  repos,  en  sorte 
que  la  somme  des  aires  décrites  pur  les  projections  de  ses  divers  points  sur  un 
plan  perpendiculaire  à  Oc  sera  constamment  nulle;  puis  faire  passer  ce  sys- 
tème par  des  déformations  successives  qui  le  ramènent  à  \i\\Q  configuration 
identique  à  sa  configuration  première,  et  déduite  de  celle-ci  par  une  rotation 
autour  de  Oz. 

iM.  Appell  indique  une  manccuvrc  d'ou\riers  placés  sur  une  roue,  mobile  sans 
frottement  sur  un  plan  horizontal,  manœuvre  après  laquelle  le  système  formé 
de  la  roue  et  des  ouvriers  a  repris  la  même  configuration,  mais  a  tourné  d'un 
certain  angle.  Il  généralise  ensuite  cet  exemple  et  applique  la  théorie  au  cas  de 
la  roue  et  des  ouvrier>. 


ioo  SECOK 

Picard  {Emile).  —  Sur  la  i 
(195-197). 

E»«inple  d'un  aystèmc,  partant 
forces  inlérieuret,  tourner  d'uo  ant: 
viti,  toDi  Ml  poiou  se  rcironvtat  1 
latWes  qu'ils  occupaient  primltlven 

C'eil  l'eiemple,  auMÎ  simple  qur? 
a  construit  nu  appareil  qui  monirc 
en  donne  ici  la  théorie  et  iodiqu» 
l'expérience  :  un  bomme  drbout  tui 
fait  décrire  i  se*  mains  deui'conrli 
Il  pourra,  de  la  sorte,  prendre  un  iiiuuvemcni  raniinu 

D'Ocagne.   —  Abaque  en   poinis  isoplèthei 
Kepler.  (i97-ao4). 

Adam  {Paul).  —  Sur  l'équalion  d'Euler  et  sur  les  Hgocs  de 
courbure  de  l'ellipsoïde.  (ao5-ao8). 
NooTelle  intégration  géométrique  de  l'équation  d'Euler 

l.'autenr  ;  est  conduit  en  chercbant  les  lignes  de  ««arbare  d'un  etijpaoMe  rap- 
porté aux  coordonnées  taogentielles  imaginaires  d'Ossiio  Boonel.  Si  «,  f  dCù- 
goeat  ces  paramétres,  a,b,c  les  demi-axes  de  rellipsolde,  et  sJ  Ton  poiw 


ciisible.  d'upré!  lequel  M.  Marcel  D^jiiei 
■  plii^iiuinène-  M.  riciH,  i|ul  l'a  tniafiaé. 
ne  uiilre  forme,  tout  a  fait  théorique.  d« 
un  pliin  liorlinntiil  poli,  élcnd  Ir*  Un*.  r\ 
>fiM-meei.  ■ituéetdan*  >ai  plan  liTiriioni*! 


de  l'équation  de 


'■'  c-("'-*')  "  ^*      -^  ~ 

l'Iiypotlièse  a>  b>t:,  l'équalion  différenlidle  des  \if;nt 
avec  l'équation  d'Kuler.  Or,  rcs  lignes  Je  courbure  si. 
driques  liumofucales  de  l'ellipsuïile.  D'où  l'Intégriilc 

,    ,  a'/.fx-\-yy       b'Hy-x)-    ,    c-Hj-r 


Vcssiol.  —  Sur  une  mélhode  de  Iransfitrination  ol  sur  la  rédiiclioii 
dus  siiigiiliirilt^s  d'une  courbe  algi'brique.  {ao8-:ii(>). 

On  peut  gi:in:rali«r  \a  nictliude  lie  [ransfiirmaliun  des  figure^  par  projprltnn, 
B  prujctanles   les  droiios  d'une  congruence   linéaire.  Cette 


^ponil   1   \i   iransi 
:  Toute  tront/ori 


ta  projeflion 
:i<.a  linéaire  .h- 
1  bintlionnrltt 
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du  second  degré  s'obtient  par  une  perspective  quadratique  associée  à  une 
perspective  linéaire. 

Après  avoir  employé  la  perspective  quadratique  pour  faire  correspondre  les 
points  de  deux  plans,   M.  Vessiot  indique  qu'on  peut  s'en  servir  aussi  pour 
établir  une  correspondance  entre  les  points  de  figures  tracées  dans  l'espace.  Il 
en  déduit,  en  particulier,  une  solution  simple  de  ce  problème  :  Faire  corres- 
pondre birationnellement  à  une  courbe  algébrique  plane,  n'ayant  que  des 
points  multiples  à  tangentes  distinctes^  une  courbe  algébrique  gauche  sans 
points  singuliers.  De  là  résulte  une  nouvelle  démonstration  de  ce  théorème 
connu  :  Toute  courbe  algébrique  planCj  n'ayant  que  des  points  multiples  à 
tangentes  distinctes  peut  être  transformée^  par  une  transformation  bira- 
iionnelle,  en  une  courbe  algébrique  plane  n'ayant  pas  d 'autres  singularités 
que  des  points  doubles  à  tangentes  distinctes.  L'auteur  y   ajoute  celui-ci  : 
Toute   courbe  algébrique  plane  est  la  perspective  d'une  courbe  gauche 
n'ayant  aucun  point  singulier,  et  la  perspective  linéaire  de  celle-ci  n'a  que 
des  points  doubles  à  tangentes  distinctes,  si  le  point  de  vue  est  convenable- 
ment choisi. 

Laisant.  —  Propriété  du  mouvement  d'un  point  matériel  dans 
l'espace.  (217-219). 

Nouvelle  démonstration  et  généralisation  de  ce  théorème,  dû  à  l'auteur  : 
Si  un  point  matériel  M,  animé  de  la  vitesse  }A\  et  soumis  à  ta  fotxe  MF,. 
satisfait  à  la  loi  des  aires  par  rapport  à  un  point  fixe  O,  c'est-à-dire  si  les 
aires  décrites  par  OM  sur  la  surface  du  cône  de  sommet  O  sont  propor- 
tionnelles aux  tempSj  les  deux  plans  OMV,  OMF  sont  constamment  perpen- 
diculaires. 

Mannheim.  —  Nouvelle  démonstration  d'une  propriété  de  l'indi- 
catrice. (219-220). 

En  un  point  M  d'une  surface  (S),  les  rayons  de  courbure  des  courbes  de  con- 
tour apparent  de  (S),  obtenues  sur  des  plans  menés  par  la  normale  à  (S)  en  M 
ao  moyen  de  projetantes  respectivement  perpendiculaires  à  ces  plans,  sont  pro- 
portionnels aux  carrés  des  distances  de  M  aux  tangentes  de  l'iixiicalrice de  (S) 
en  ce  point,  tangentes  qui  sont  parallèles  à  ces  projetantes. 

Genly  {E.).  —  Note  sur  la  déformation  infinitésimale  des  sur- 
faces. (221-22-  ). 

M.  Bianchi  dit  que  deux  surfaces  (A)  et  (B)  sont  associées  lorsqu'elles  se 
correspondent  point  par  point,  avec  parallélisme  des  plans  tangents,  de  telle 
sorte  qu'aux  asymptotiques  de  Tune  corresponde  sur  l'autre  un  réseau  con- 
jugué. 

La  surface  (A)  étant  donnée,  la  recherche  des  surfaces  associées  (B)  dépend 
d'une  équation  linéaire  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre.  M.  Genty 
prouve  que  toute  solution  de  cette  équation  fait  connaître  :  i<*  une  surface  (B) 
associée  à  (A);  a*  deux  surfaces  (M)  et  (N)  correspondant  respectivement 
à  (A)  et  (B)  par  orthogonalilé  des  éléments;  3"  quatre  couples  de  surfaces 
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■pplicibl»*;  4°  une  diformitioa  i 
(B),  (M)et(N). 

Da  plut,  aa  réscia  conjugaé  cnmmuii  aux  deux  surFace 
correspondent  {et  isjoiptotiqae*  des  iiutïiG«s  (M)  cL  (N). 

Aux  asjmptotiqnes  de  (A)  cortc^poiident  :  les  tfaraux  eonjvgiiia  de»  «or- 
facet  (H)  et  (N)  qui  restent  conjugués  rUns  Ii  dtïfurmitiun  inSnil^simale  il* 
cei  BUTrtcci;  na  réseau  conjugué  sur  (M)  :  les  asymploliques  do  la  «arfatic  {\1 
aisoeite  A  (N).- 

En  termiaant,  M.  Geaty  retrourp  ce  iMorRiae  de  Itibaurntir  :  CamMrr*»! 
une  déformation  infinilétimaU  d'une  tur/ace  (  .\  )  tl  par  e/ia'/ita  point  A 
de  (A)  menoru,  dam  te  plan  tnngritl  û  mcte  turjact,  (a  di'oiu  prrprndi- 
eulaire  au  dipUteement  qu*  uubit  le  point  A  dam  la  déformation;  Ut 
droite*  ainti  construites  forment  une  congrutnte  telle  t/ue  l«t  atymplo- 
tiquet  te  correspondent  sur  Us  deux  nappes  de  la  surface  focale. 


Cahen.  —  Sur  une  généralisation  de  la  {or 
sUnLe  d'Euler.  (337-339). 


inlc 


.■U< 


L'auteur  établit  qae  1' 


tend,  lorsque  n  augmente  iDdéBaimeat,  ven  nue  limite,  savoir 


((i)  étant  ta  fonclioa  de  Riemann.  l'oar  s  =  ■  cette  lioite  » 
slanlc  C  d'Euler,  va  vertu  du  déretoppement  connu 


Caitan.  —  Sur  un  ihéorème  de  M.  Bertrand.  (23o-334). 

Toulc  fonction  rationnelle  de  n  lettres  (/t^4}.  qui  n'est  ni  symétrique,  ni 
alternée,  prend  au  moins  n  valeurs  dislincles,  lorsqu'un  y  permute  ces  lettres. 
Telle  est  la  proposition  eélèbre  que  M.  Cartan  dénioDlre  ii  nouveau,  cd  ne 
supposant  connues  que  les  notions  de  substitutions,  de  produit  de  substitutions 
et  tic  groupes  de  substitutions.  Il  s'appuie  Sur  deui  Icmmes  connus  qu'il  éublil 
d'une  façon  étémcntaire  : 

I'  Si  F  est  une  fonction  rationnelle  des  n  lettrta  a.  b /,  prenant  p 

1-aleurs  distinctes  lorsqu'on  y  permute  cet  lettres,  il  existe  un  système  de 

1.5,3 n  :  q  permutations  ditlinctei  de  p  lellirt.  ou  g  désigne  le  nombre 

des  subitilulions  d'un  groupe  de  n  lellret  invariant  dont  le  groupe  s-yme- 
Iriquc,  et  de  plus  on  a  les  inegalilés 
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a®  Si  n  est  différent  de  4,  il  n'y  a  pas  d'autre  groupe  invariant  dans  le 
groupe  symétrique  que  la  substitution  identique  et  le  groupe  alterné. 

Carvallo.  —  Sur  l'intégralion  d'une  équation  aux  dérivées  par- 
tielles de  la  Physique  mathématique.  (234-î>-4o). 

Il  s'agit  de  l'équation 

t^'U  &\5       ...       ,,, 

qui  se  réduit  à  l'équation  dite  des  télégraphistes,  quand  on  suppose 

F  =  0,        a'  =  —  A"'  =  I . 

M.  Carvallo  suppose  que  la  fonction  F  se  réduit  à  zéro  pour  toute  valeur 
négative  de  t  et  que,  pour  ^  =  o,  la  fonction  U  et  sa  dérivée  première  par  rap- 
port à  t  sont  nulles.  Il  cherche  à  satisfaire  à  l'équation  proposée,  ainsi  qu'aux 
conditions  ci-dessus,  en  posant 


'  /a.l.r)dl, 

jc  —  at 


et  désignant  par  r  la  valeur  absolue  de  la  distance  du  point  x  au  point  \  va- 
riable dans  le  champ  de  l'intégration;  il  démontre,  chemin  faisant,  que  l'ébran- 
lement U  se  propage  avec  la  vitesse  a,  résultat  obtenu  par  M.  Poincaré  pour 
l'équation  des  télégraphistes,  et  conclut  ainsi  : 

/  est  la  solution  de  l'équation  aux  dérivées  partielles 

dt*  àx'  -^ 

qui  satisfait  aux  conditions 

•^  '  '  L       (>/•       Jr  =  0  la'     ^    ' 

La  méthode  employée  par  Tautcur  s'étend  d'abord  à  l'espace  à  trois  dimen- 
sions, puis  à  des  cas  où  les  équations  du  mouvement  renfermeraient  des  termes 
proportionnels  aux  vitesses. 

Frolov  {M.),  —  Sur  les  racines  primitives.  (241-245). 

Complément  du  Mémoire  inséré  sous  le  même  titre  dans  le  Tome  précédent 
da  même  Recueil. 
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ANNALES  SC1BNT1FIQDB5  DE  L'ÉCOLE  NOHM^VLE  SUPERIEURE,  ntuia 

socs  LES  AUSPICEB  DD  lIlKinHE   BE  L'INSTRUCTION  PI  nUQl'E,    P4B     l'X   l^Vm 
DB  làDACTION  GOHPOBA  M  MlM.  I,K$  MtirHBS  DE  CONrÉRK^ICEf;  I>K  L'ËCOU. 


EUiot.  —  Sur  les  cas  d'irUrfira 
dans  UB  plaa.  (g-aa). 

Le  Uémoire  de  H.  Elliot  eti  relaiil 
la  foi*  lie  dcDE  tkioriei  Aacf.,  J'uni? 
M.  Bertrand  mit  Miuidéré  les  prol> 
■  tériel  étant  produit  pir  dei  furccs  qu 
rinUgiale  de*  force*  Wv«s,  «oc  autre 
•nx  compoHDtei  de*  Tit«**e*  (inii!g^ 
neoreraent  indiqué  un  ck*  étirnilu 
mioé  par  de*  quadrature*  :  dim^  ci 
méthode  anjanrd'hiii  el«**iquL'  iJc  . 
problème  prenant  iIot*  la  (orme 


ni   il*iin  point 


:i  un  problime  particulier,  qui  rrUvc  i 

il    M.  Ilcrlrand,  l'autre    A    !U.    Lk>iiti<t(- 

éinps  où,  le  uiDurcuienl  d'un  puinl  an- 

dèrivenL  d'un  poicaiiel,  il  existe,  ouuc 

intégrale  du  setood  dtgré    par   rappuit 

(rtilc  qundralique}.  LïoaTÏlIe  avait  anlé- 

j  le  muuvcniFni  d'un  point  peut  être  dMcr- 

:as  il  existe  une  intégrale  qu^idritiqoe.  La 

cobi  rendre  réiuiiai  intuitif,  l'équaUondn 


(S;)'-(|;)"  =  '<'.>-*".'' 


■qui  permet  d'obtenir  nae  iatégrale  compléta  par  aépanrtiOB  dà  TatiaMaa 
H.  Blliot  le  propoM  d'abord  de  trooTer  tonte*  le*  fonetioaa  S  da  ar  et  jr 

telles  qu'ao  changement  de  rariablei  approprié 


transforme  i'équa 


^  \{x.y),       y.^aix.y) 


(0-(.7)'= 


une  autre  du  type  ci-dessus.  Il  a 
mporle  pas  d'au  1res  sol 


e  i  celte  conclusion  :  le  problème  ne 
e  celles  que  Liouiilie  avait  fait  connaître. 
1  théorème  beaucoup  plus  général  dé- 
montré par  M.  G.  Morera  (Altidetta  li.  Accad.  di  Torino,i.  XVI,  i88o-iSet, 
p.  176)  et  qui  explique  le  peu  de  succès  du  procédé  d'intégration  employé 
par  Jacobi  :  ■  Pour  que  l'équation  de  Jacobi,  relative  au  mouvement  d'un 
point  sur  une  surface,  sous  l'action  de  forces  dérivant  d'un  potentiel,  l'intégre 
par  séparation  des  variables,  il  faut  que  l'élément  linéaire  de  cette  surface  soit 
réductible  A  la  forme 


(')  \oir  BulUlin,  X\„ 
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et  que  le  potentiel  ait  pour  expression 

?.(y.)-»- 4^0(7.), 

ce  qui  est  précisément  le  cas  étudié  par  Liouville.  » 

Au  cours  de  son  analyse,  M.  Elliot  trouve  l'intégrale  générale  de  l'équation 
aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  à  laquelle  doit  satisfaire  la  fonction  des 
forces  pour  qu'il  existe  une  intégrale  quadratique. 

M.  Bertrand  avait  déduit  de  cette  équation  les  intégrales  particulières  qui 
correspondent  aux  cas  où  les  forces  ne  dépendent  que  des  distances  du  mobile 
à  des  points  flxes  du  plan.  Dans  la  seconde  Partie  de  son  travail^  l'auteur  étend 
la  méthode  de  M.  Bertrand  aux  cas  où  les  forces  dépendent  des  distances  du 
mobile  à  des  droites  fixes  du  plan. 

Si  l'on  considère  des  forces,  dont  les  intensités  ne  soient  pas  indépendantes 
les  unes  des  autres,  on  peut  trouver,  comme  le  montre  M.  Elliot,  de  nouveaux 
cas  où  la  méthode  de  Jacobi  est  applicable.  Tel  est,  par  exemple,  celui  d'un 
mobile  sollicité  simultanément  par  les  forces  suivantes:  i^une  force  constante 
parallèle  à  Oy;  a"  une  force  perpendiculaire  à  Oy  et  inversement  proportion- 
nelle au  cube  de  la  distance;  3"  une  force  dirigée  vers  l'origine  en  raison  in- 
verse du  carré  de  la  distance;  4"  une  force  hy  émanant  de  Ox;  5**  une  force 
—  h^x  émanant  de  Oy;  6*»  une  force  dirigée  vers  l'origine  et  ayant  pour  ex- 

pression  (  A  -h  4  A,  )  :7  • 

VeilL  —  Sur  les  substitutions  orthogonales  à  déterminant  —  i. 

(22-36). 

iluyvev,  —  Évaluation  des  intégrales  et  des  fonctions  elliptiques 
au  moyen  de  la  transformation  du  second  degré.  (38-73). 

Les  méthodes  usuelles  d'évaluation  des  intégrales  et  des  fonctions  elliptiques 
sont  fondées  sur  le  développement  en  série.  Une  autre  méthode,  plus  élémen- 
taire et  qui,  dans  une  foule  de  cas,  conduit  à  des  calculs  remarquablement  ra- 
pides, est  une  simple  application  de  la  transformation  du  second  degré. 

Toutefois,  les  formules  auxquelles  conduit  cette  dernière  méthode  continuent, 
dans  les  traités,  à  être  adaptées  aux  notations  anciennes  de  Legendre  et  de 
Jacobi.  M.  Kluyver  montre  quels  changements  il  faut  y  apporter  quand  on  fait 
usage  des  notations  de  Weierstrass. 

^ahen,  —  Sur  la  fonction  ^{s)  de  Riemann  et  sur  les  fonctions 
analogues.  (74-*64). 

Dans  son  célèbre  Mémoire  Sur  le  nombre  des  nombres  premiers  inférieurs 
aune  limite  donnée,  Riemann  a  considéré  la  fonction  uniforme  ^{s)  qui, 
pour  les  valeurs  de  s  dont  la  partie  réelle  est  supérieure  à  1,  est  représentée 


par  la  série    /^  — 


n     :| 


C  SECONDE  PARTIE. 

Les  séries  de  la  forme  V  -^  sont  dans  ud  rapport  étroit  a 


la  forme   Va„e-"',  et 

lype  V  a^e'"-"',  les  X, 

C'est 


c  les  série*  de 
[  types  de  séries  sont  des  cas  parti  cul  im  do 
t  ïndérinîmeat  stcc  n. 
s  dernières  séries,  dé'jk  étudiées  briéTement  par  Kroneckcr,  qne 
lil  de  M.  Cahen,  L'auteur  démontre  l'eiitteoce  d'ane  droite  de 
dont  il  détermine  l'abscisse  au  mojen  deicoeracientsde  la  sirie. 
11  cberclie  ensuite  les  conditions  nécessaires  et  sutGiinte*  pour  qn'ane  fonc- 
tion /(j)  soit  développablc  ea  série  de  la  forme  Vo.e~V.  Il  énonce  un 
théorème  relatif  i  la  multiplication  de  ces  séries.  EnSo,  il  applique  ces  ré- 
sultats aux  séries  de  la  forme  V~;  et  donne  de  ces  dernières  quelques  appli- 
cations arithmétiques  immédiates.  Ces  divers  résultats  font  l'objet  du  premier 
Chapitre. 

Dans  le  Chapitre  II,  l'auteur  rappelle,  en  y  ajoutant  quelques  corollaires  de 
nature  arithmétique,   les  résultats   obtenus   par   Ricmana    relativement  i  la 
fonction  ;(j). 
Étant  conduit  i  étudier  la  fonction 


z(')=2,(îri^ 


introduite  par  SchlSmilch,  M.  Cahen  montre  qu'on  peut  i 
complètement  analogue  i  celle  de  î(*)- 

Dans  le  Chapitre  III  est  indiquée  une  nouvelle  général! 


cients  a,  se  rcprodu 

Dans  le  cas  oQ  p 

indiquée.  On  peut 


<  parucul 

sent  périodique! 


des 


U'JetyJ») 
ries  V  -7  dans  lesquelles  les  coeffi- 
de  p  en  p. 

y  a  p  — I  séries  indépendantes  de  la  forme 
choisir  p  —  I  qui  jouissent   d'une   relalion 
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La  relation  relative  à  la  série   /  «,. e~"*,  jointe  ù  la  relation 

permet  d'en  trouver  une  infinité  d'autres.  D'ailleurs  ces  fonctions  sont  de  celles 
qu'on  rencontre  dans  la  théorie  des  fonctions  modulaires. 

Greenhill.  —  Les  modules  dans  la  multiplication  complexe  des 
fonctions  elliptiques.  (ib'S-a^S). 

Ce  Mémoire,  traduit  de  l'anglais  par  M.  L.  Laugcl,  est  extrait  des  Pro- 
ceedings  of  tke  London  Math.  Society,  vol.  \L\,  n°»  323-327,  mars  1888. 

Grévy,  —  Etude  sur  les  équations  fonctionnelles.  (249-3a3). 

Le  point  de  départ  de  cette  étude  est  une  proposition  de  M.  Kœnigs  relative 
à  une  fonction  9(.c),  uniforme  à  l'intérieur  d'une  région  R  et  jouissant  de  la 
propriété  suivante  :  si  z  est  l'affixe  d'un  point  intérieur  à  R, 

5,=  9(5),  5j=o(^j),  5j=»(i^),  ... 

sont  également  les  affixes  de  points  tous  intérieurs  à  celte  région. 

D'après  cette  proposition,  la  suite  5,,  ^,,  . . .,  5  converge  régulièrement  vers 
une  limite  x  (pii  n'est  pas  pour  9 (^)  un  point  essentiel;  x  est  une  racine  de 
la  fonction  ?(-3)  =  -s,  et  cette  racine  doit  vérifier  l'inégalilé 

Réciproquement,  soit  a:  une  racine  de  9(5)  —  z  vérifîant  l'inégalité  |9'(j:)|<i; 
le  point  d'affixe  x  est  centre  d'un  cercle  C,,  à  l'intérieur  duquel  :  !•  9(^7)  est 

Q  /  -»  s  —  X 

holomorphe ;  2**  le  module  de  ^—^ —  reste  constamment  inférieur  à  l'unité 

X  —  *» 

et  diffère  môme  de  l'unité  d'une  quantité  qui  reste  finie. 

La  question  que  se  pose  M.  Grévy  est  celle-ci  : 

Soit  9(-)  une  fonction  de  transformation  et  x  un  point  limite  à  convergence 
régulière;  chercher  s'il  existe  une  fonction  /(-s)  holomorphe  dans  le  cercle  C^ 
et  satisfaisant  à  l'équation  fonctionnelle 

A(5)/(-o)-^-/'.(-)/(-.)-^-•••-^-/'«(-)/(^J  =  «» 

dans  laquelle  /?^,  .. .,  /?^  sont  des  fonctions  holomorphes  dans  le  c**rclc  C^. 
La  recherche  de  telles  fonctions  repose  sur  le  théorème  suivant  ; 
Si  le  coefficient />^  (^)  ne  s'annule  pas  au  point  x^  et  si  l'on  a  la  relation 

PA^)-^Py{X)'¥...->fpSx)     =0, 

si  y  de  plus,  il  n'existe  aucune  relation  de  la  forme 

3  étant  un  entier  positif,  l'équation  fonctionnelle  admet  une  solution  holomorphe 
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daai  le  domiiDe  do  point  «  el  ne  i 
point  Nt  d'aitlcun  arbitriire. 

Maltésos.  —  Les  enveloppes  solide! 
3,5). 

C'est  Poiuoa  qui,  le  premier,  *  dunni  I»  ih^nrie  i](\  lv<|iijl>bre  vi  da  mouir 
méat  vibratoire  des  plaques  plane*  liom  »gi^nc5  rI  isolroiin,  rn  «dmclUM  que 
les  forcée  élastiques  et  les  dérormatinDs  '^nnt  di^Tclnppable*  en  série»  conrer- 
(^Dtes  snÏTant  le*  puiuaacet  de  la  vjrluMc  qui  dnnne  la  dittanre  d'un  point 
qaelcooque  de  la  plaque  i  la  courbe  niojpnnc;  ta  gaHact  Ict  deux  prvaiien 
termes  de  ces  déTeloppements,  Poiseon  griive  aux  vr«ie«  ^nations  indrAoïM. 

La  légitimité  du  déTCloppement  en  si'rie  étant  oinleitable.  K<rdiltA(r  a  pro- 
posé une  antre  métbode  :  il  admet  que  chaque  droite  priiuiiivriarai  numiair 
tni  couches  de  la  plaque  reste  droiie  ci  normale  «un  coiichri  ajirns  la  di^f.ii- 
mation.  Mais  ceci  n'est  plus  exact  quand  la  texture  de  la  pIcqM  «u  ^mI- 
conque. 

H.  Boutsinesq  suppose  les  plaques  formées  de  couebes  (ensMeoieBil  plaMi 
et  parallèles,  et  dont  U  contexture  constante  on  astei  lentement  variaUe  d*>m 
point  i  l'autre  d'une  même  couc^  peut  changer  brusquement  d'wse  eoBcbe  t 
l'autre.  Sans  RUtre  h;potbése,  il  retrouve  les  équations  de  Poiwon  et  de  Eù^ 
cbholT  en  première  approximation.  RcTenaat  pins  tard  sur  ce  sujet,  il  ■  doaaé 
les  équations  de  seconde  approxlmatioo  de  l'équilibre  élastique  des  plsiq^ci. 

Quant  aux  condittona  du  contour,  elles  aTaient  été  IrouTécs  par  PoiM»n  M 
Cauchj  au  nombre  de  trois.  Kircbhoir  a  montré  qu'elles  se  réduisaient  à  deax. 

Les  pTcmiérea  notions  sur  le  moufemeat  Tibratoirc  des  enveloppes  niaecs 
te  trouvent  dans  la  TMorie  Btalhématique  de  l'élaitieité  de  Lamé. 

En  1874,  Aron  appliqua  1  la  question  des  enveloppes  la  métbode  dnéBwUqve 
de  Gerbing  relative  aux  plaques. 

En  iSSi,  Lord  RayleiRh  a  éludié  bri^remeot  la  déformation  d'une  surface  de 
révolution,  en  admettant  sans  preuves  suffisantes  qu'une  ligne  tracée  sur  celle 
surface  a  la  même  longueur.avani  et  après  la  défornialion. 

En  1881,  Emile  Mathieu  donne  une  tliéorie  générale  des  cloches  ea  faisant 
les  mêmes  bypothèseï  que  Poisson  avait  faites  sur  les  plaques.  Il  trouva  pour 
le  travail  des  forces  élastiques  une  eipression  de  la  forme  —  i»(\i-,-B«'),  » 
étant  l'épaisseur  de  l'enveloppe.  Admettant  que  les  vibrations  lanftentielles 
d'une  cloche  vibrante  sont,  en  général,  du  même  ordre  que  les  vibration»  nor- 
males, il  put  négliger  le  terme  Bt'  devant  A». 

¥.n  18HS,  M.  Love,  faisant  usage  de  la  méthode  cinématique  de  Gerbing, 
trouva  une  expression  de  la  mjmc  forme  que  celle  de  Mathieu  el  négligea  éga- 
lement B('  devant  Ai. 

Mais  Lord  Rayleigh  fit  observer  qu'en  raison  de  la  grande  énergie  potentielle 
qui  accompagne  l'extension,  c'est  au  contraire  le  terme  A»  qui  est  négligeable 
et  le  terme  Bi'  qu'il  faut  conserver. 

Iteprenanl  la  question  au  double  point  de  vue  physique  cl  expérimental, 
M.  Maltéios  trouve  que  ces  deux  termes  sont  du  même  ordre  de  grandeur  et, 
par  conséquent,  doivent  être  conservés  l'un  et  l'autre.   . 

L'auteur  cite  encore  un  travail  de  M.  Basset,  qui,  le  premier,  a  introduit 
dans  le  cakiil  la  notion  de  la  variation  de  l'aire  de  l'élément  quand  on  passe 
de  la  surface  moyenne  à  une  autre. 
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Aucun  des  prédécesseurs  de  M.  Maltézos  n'a  touché  1c  problème  des  enve- 
loppes quelconques  d'épaisseur  variable. 

Guidé  par  la  théorie  des  plaques  de  M.  Boussincsq,  M.  Maltézos  fait,  sans 
hypothèse  douteuse,  la  théorie  générale  des  enveloppes  solides  minces,  d'épais- 
seur continuellement  variable  d'un  point  à  l'autre. 

Des  équations  auxquelles  il  parvient,  on  tire  aisément  celles  qui  régissent 
réquilibrc  et  le  mouvement  des  enveloppes  homogènes,  isotropes,  d'épaisseur 
variable  ou  constante. 


NOUVELLES  ANNALES    dk   Matiiématiqurs,  rédigées  par  MM.  Ch.  Bhissk 
et  E.  UouciiK  ('  ).  —  3*  série. 

Tome  XIV,  189). 

Vaschy.  —  [f^^J]  (^)  Sur  la  dc'finilion  des  masses  el  des  forces. 
(5-io). 

L'auteur  fait  observer  qu'au  début  même  de  l'enseignement  de  la  Dvnumi(|ue, 
on  donne  la  défiuilion  de  la  force  après  l'énoncé  de  trois  principes  fondamen- 
taux. Il  montre  (|ue  l'on  oublie  de  définir  le  rapport  des  forces  appliquée^  à 
des  points  matériels  différents,  el  qu'il  serait  plus  naturel  de  commencer  par 
définir  la  notion  de  fiasse.  C'est  ce  qu<'  l'auteur  fait  ici  en  parlant  de  la  loi  de 
Newton. 

Bourlet  (C).  —  [06/*]  Remarque  sur  la  surface  dont  tous  le> 
points  sont  des  ombilics,  (lo-i,'^). 

L'auteur  se  propose  l'intégration  directe  <lu  sy-ilème  d*é(|uations  >imullanées 
qui  définit  la  surface  cherchée  : 


I  -r-  p*        pq         1  -h  q' 

Utilisant  les  résultats  obtenus  dans  un  Mémoire  antérieur  {^Ann.  scient,  de 
l*École  Normale  supérieure^  i^^r),  il  montre  que  toutes  les  dérivé»'>  du  troi- 
sième ordre  de  z  peuvent  être  exprimées  en  fonction  de  />,  y,  /.  Il  en  déduit 
facilement  l'intégrale  générale,  qui  est  l'équation  d'une  sphère. 

Varicak  (  V,).  —  [f^^;?]  îNote  éclalrcissant  la  définition  des  fonc- 
tions elliptiques  d'apr(>s  G. -H.  Halphen.  (1. {-■'<>). 


(•)  \ itir  liulletifif  WII,,  p.   >oi;  \I\,,  p.  117;  W..  p.  '17. 

(*)   Les  indications  entre   crochets  M»nt  «clh's  ib*   V/ndes  tin  Hepertoire  Iti- 
blio graphique  des  Sciences  mat liema tiques. 

liull.  des  Sciences  mat  hem.,  2'  série,  t.  W.  (Novembre  iSyU  )  It.i') 


Maltézos. 

375). 


SECONDE  PARTIE. 
ne  du  point  X  et  oe  s'annulaot  pai  ca  ce  point;  m  *a1earea  et 
leurs  arbitraire. 

-  Les  enveloppes  solides  minces,  les  cloches.  (325- 


C'est  Poisson  qui.  le  premier,  a  donoë  la  théorie  de  Tiquitibre  cl  dn  moaTc- 
nient  vibratoire  des  plaques  planes  liomogènes  et  isotropes,  en  admettut  que 
les  forces  élastiques  et  les  dëformatioDs  sont  dëveloppabln  en  séries  conTer- 
gentes  suivant  les  puissances  de  la  variable  q>i  donne  la  distance  d'na  point 
quelconque  de  ta  plaque  à  la  courbe  moyenne;  en  gardant  les  deux  prevwn 
termes  de  ces  dt^vcloppements,  Puiïson  arrive    aux  vraies  équations  ÎDdtGaJes. 

La  légilimitA  du  développement  en  série  étant  contestable,  KirchhofT  a  pTO~ 
posé  une  autre  mélbode  i  il  aduet  que  chaque  droite  primitÏTcment  nortnite 

mation.  Mais  ceci  n'est  plus  exact  quand  la  texture  de  la  plaque  est  quel- 
le. Boussïnesq  suppose  les  plaques  formées  de  couches  sensiblement  planer 
et  parallèles,  et  dont  la  contexture  ronflante  ou  assez  lenleineut  variable  d'un 
point  à  l'autre  d'une  mfmc  couche  peut  changer  brusquement  d'une  coucbe  a 
l'autre.  Sans  autre  lijpothcse,  il  retrouve  les  équations  de  Poisson  et  de  Kir- 
chhofT  en  première  approximation.  Revenant  plus  lard  sur  ce  sujet,  il  a  donné 
les  équations  de  seconde  approiimatkin  de  l'équilibre  élastique  des  plaques. 

Quant  aux  conditions  du  contour,  elles  avaient  été  trouvées  par  Poisson  et 
Cauchy  au  nombre  de  trois.  KirchbolT  a  montré  qu'elles  se  réduisaient  à  deui. 
Les  premières  notions  sur  le  mouvement  vibratoire  des  enveloppes   minces 
se  trouvent  dans  la  Théorie  maC/iémaliqne  de  l'élaslkité  de  Lamé. 

En  iS-j'i,  Aron  appliqua  à  la  question  des  enveloppes  la  métbodc  cinématique 
de  Gerhing  relative  aux  plaques. 

En  i8Hi,Lord  Rayleigli  a  cLudié  brièvement  la  déformation  d'une  surface  de 
révolution,  en  admettant  sans  preuves  suffisantes  qu'une  ligne  tracée  sur  cette 
surface  a  la  même  longueur.avant  et  après  la  déformation. 

En  1B89,  Emile  Malbieu  donne  une  théorie  générale  des  cloches  en  faisant 
les  mêmes  lijpotliéseï  que  Poisson  aiait  faites  sur  les  plaques.  Il  trouva  ponr 
le  travail  des  forces  élastiques  une  expression  de  la  forme  —  p(  4i  -t-  Bt<),  t 
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Aucun  des  prédécesseurs  de  M.  Maltézos  n'a  touché  le  problème  des  enve- 
loppes quelconques  d'épaisseur  variable. 

Guidé  par  la  théorie  des  plaques  de  M.  Boussinesq,  M.  Maltézos  fait,  sans 
hypolkése  douteuse,  la  théorie  générale  des  enveloppes  solides  minces,  d'épais- 
seur continuellement  variable  d'un  point  à  l'autre. 

Des  équations  auxquelles  il  parvient,  on  tire  aisément  celles  qui  régissent 
l'équilibre  et  le  mouvement  des  enveloppes  homogènes,  isotropes,  d'épaisseur 
variable  ou  constante. 


NOUVELLES  .ANNALES    db   iMAriiÉsuTiQURS,  rédigées  par  MM.  Ch.  Bhissk 
et  E.  Bouciiiî  (*).  —  3*  série. 

Tome  XIV,  1893. 

f^aschy.  —  [f^tJ]  (^)  Sur  la  définilion  des  masses  el  des  forces. 
(5-io). 

L'auteur  fait  observer  qu'au  début  même  de  l'enseignement  de  la  D}nami({ue, 
on  donne  la  définition  de  la  force  après  l'énoncé  de  trois  principes  fondamen- 
taux. Il  montre  que  l'on  oublie  de  définir  le  rapport  des  forces  appliquées  à 
des  points  matériels  différents,  et  qu'il  serait  plus  naturel  <le  cnminencer  par 
définir  la  notion  de  rpasse.  C'est  ce  que  l'auteur  fait  ici  en  parlant  de  la  loi  de 
Newton. 

Vourlet  (C).  —  [06/*]  Remarque  sur  la  surface  dont  lotis  les 
points  sont  des  ombilics.  (io-i3). 

L'auteur  se  propose  l'intégration  directe  du  système  d'équations  simultanées 
qui  définit  la  surface  cherchée  : 


s 


I  -+-/?'        pq        I   t-  7' 

Utilisant  les  résultats  obtenus  dans  un  Mémoire  antérieur  {Ann.  scient,  de 
l'École  Normale  supérieure^  i8yi),  il  montre  que  toutes  les  dérivées  du  troi- 
sième ordre  de  z  peuvent  être  exprimées  en  fonction  de  />,  y,  t.  Il  en  déduit 
facilement  l'intégrale  générale,  qui  est  l'équation  d'une  sphère. 

Varicak  {V.),  —  [FS^']  Note  éclalrcissant  la  déliiiilion  des  fonc- 
tions elliptiques  d'après  G. -II.  Halphen.  (i4-''<>). 


(')  \i}\T  Dultetiiiy  XVII,,  p.  -.«oi;  \1\^,  p.  117;  \X^,  p.  ^17. 

(')   Les  indications  entre   crochets  sont  celles  de   Vliidcj'  du  Hepcrfoire  bi 
biiographique  des  Sciences  nuHhématiques. 

Huit,  des  Sciences  matlicni.y  a'  série,  l.  W.  (Novembre  i8<j(>  )  W.x'y 


ai;i  SEC0NI1I-:  PinTiE. 

.d'un  syatËiiic  d'i!(]u«tiun»  linfuivcs.  cl  h  réliniinnlion  (I'«|ir^«  Sjlucilor.  H  ur- 
F'Mtlne  pir  ua  cxpoit  d«  1*  notion  d'tnviriïncp  d'une  Torniv  iliébriquc. 
[  Cel  Anidc  fait  naturtllcmenl  «aile  ao%  lamineun  ttpnséa  de  U  mnlttptic» 
KIon  «xtjricuri!  et  des  prindp':s  de  lu  hh^UiihIe  de  Grastmano,  pur  M.  Carvall" 
:j;Vi)lumC9  il«  iflyi  et  de  iSn»  >■  Le  in6me  sujet,  en  Gikiinétrie,  >  élé  traité  d*a> 
î(c  priscm  llceueil]  pur  U.  K  Caspiiry  {BulUttn,  ^ii-^i;  1^7). 

Barisien  {Ë.-N.).  —  [OS^z]  Sur  les  poiluircs  succcnsifn»  d'oBC 
courbe.  (89-94,  i57-t64,  ao7-ai3,  a33-a4.i,  i63-47i). 

ÊiahlUai^mcnE  et  r«chcrnlic  de  furninJe»  ayant  pnur  objet  ta  quadmarr  M  tt 

ne tifi cation  de»  podHir»  successiffs  d'une  cuui-bo,  ««n»  avoir  A  cunaalUv  (ta 
-iqDMtiuns  do  c»  padsiros. 

Voiri  le»  principile»  «ubdivi$iun»  de  i-clld  nitmograptiif. 

Aire  de  la  tn"—  podfiirc.  Rïjron  de  euurbiire  do  la  m""*  podaîre.  Rectilirii- 
;iion  de  la  m""'pod«ire,  Ain- des  Jinti-podairwsacCïMitemJp  U  coorbe  doonte. 
'(L'auteur  appelle  anti-poctaire  uuo  courbe  teNe  que  sa  podaire  soit  la  courba 
[donnée  ;  celte  dtltignatiun  est  équivalente  A  celle  de  podairt  négaijic.)  KajMi 
[de  courbure  de  la  m""*  nnti-podaire.  ReRtiflculion  du  la  m'*"*  Bnii-po«lairc. 

Aire  de  la  podairc  de  lu  ddvcloppife  de  la  ciiurbu.  Aire  de  la  podatra  de  U  d^ 
ifKloppJe  de  la  {m  —  1/"*  pndaîrc.  Aire  de  la  podaire  de  la  développée  itc  ta 
Fm"***  anti-pndaire.  Applienlioni  ;  l'A  l'ellipic  et  A  «c»  podaire*  dn  centre;  >■  t 

la  parahnle  et  ù  ses  pndnires  du  soTiimet;  }■  au  cercle  et  t  ses  poiUim  par 
'Pipporl  t  un  point  de  la  circonférence  du  cercle;  ^*  1  la  lentnlMiat«  de  Dct' 

Boullt  et  A  SM  podaircs  du  centre;  S*  aux  courbes  de  lu  ramllle  r*  =  <t*>coïmt 

(spirales  sinusoïdes). 

Une  Note  ajoutée  ultérieurement  ta.  annucttt  A  la  df  termina  lion  r|c  Taire 
Ijlc  la  podairt  d«  la  seconde  développée  de  la  m""  podaira  d'une  courbe  é««c 

applieatinn  i  \»  eardiolde,  i  IVIlipac,  A  Ih  dévcloppunii'  de  rrrHc,  A  la  spirvie 

logarithmique  et  à  la  spirale  d'Arc  II  iméde. 

Dariieu  {P-)-  —  [I2<i]  Théorie  générale  du  plus  graod  commua 
diviseur  et  du  plus  petit  multiple  commun  des  nombres  conimen- 
surabies.  (95-101,  i(}5-i73,  ai4-:«32). 

e  classique,  l'auteur  a  pour  but  d'applii^uer  sa 


Farjon  {F.).  —  [Q2]Noie  de  Gt-omélrie.  (101-108). 

Appelant  renlit  concourant  du  réseau  (aA)  un  point  quelconque  d'une  droite 
déterminée  par  dcuï  points  distincts  a  et  b,  l'auteur  montre  comment  cette 
notion,  établie  pour  des  réseaux  de  plusieurs  points  du  plan,  peut  serrir  i 
étudier  les  propriétés  Béoméiriques  des  hypercspaces. 

Cazamiaii  (A.).  —  [iM'5c/]Sur  qnclt|iies  propriétés  des  cubiqttes 

g„„cl,e,.  („.»-,,,). 
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.il  I 


pour  que  le  problème  puisse  être  considéré  comme  résolu.  L'aulcur  montre 
que  l'équation  en  D  ne  doit  pas  dépasser  le  douzième  degré. 

Ballue{E,),  —  [K13a]  Une  nouvelle  définition  du  pian.  (56-58). 

L'auteur  se  propose  d'établir  une  définition  du  plan,  indépendante  de  la  no- 
tion de  situation,  sur  cette  surface,  de  la  droite  tout  entière  qui  passe  par 
deux  points  du  plan. 

Sinlsof  {D,),  —  [04<f]  Note  sur  l'équation  différentielle  des 
surfaces  réglées.  (58-6i). 

Démonstration  ayant  pour  objet  de  parvenir  à  mettre  cette  équation  sous 
forme  de  déterminant  éj;al  à  un  certain  trinôme 


r        s  t 

dr  ds  ôt 

dx  dx  âx 

dr  (h  ôt. 

dy  ôy  dy 


-'iSc)-A%){T^^'-i!^)' 


A  désignant  rt  —  5*. 


Capelli  {A.).  —  [^^1^]  Sur  les  déterminants  dont  les  éléments 
principaux  varient  en  progression  arithmétique.  (62-63). 

Ces  sortes  de  déterminants  peuvent  se  développer  à  l'aide  de  déterminants  de 
même  forme,  ne  dépendant  que  d'une  seule  des  deux  variables. 

Lemaire  (/.).  —  [LM8rf]  Solution  de  la  question  proposée  au 
Concours  d'admission  à  TÉcole  Normale  supérieure  en  i894« 
(63-70). 

Propositions  diverses  relatives  à   une  famille  des  coniques  représentée  par 

l'équation 

jr'-h  2\xy  —  2\bx  —  (\{a  —  6)y  =  o, 

a,  b  désignant  deux  constantes  et  X  un  paramètre  variable. 

Musso  (G,).  —  [I23a]  Sur  les  réduites  des  fractions  continues 
symétriques.  (70-73). 

Rectification  à  une  proposition  énoncée  par  Ed.  Lucas  à   la  page  ^53  de  sa 
Théorie  des  nombres. 

Fehr  {II*)-  —  [B12c]  Sur  rem[)loi  de  la  multiplication  extérieure 
en  Algèbre.  (7/(-7())- 

L'auteur  se  propose  d'adapter  la  notion  de  produit  symbolique  à  la  résolution 
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Uossut  {/..).  —  [T2«]INo1(!  rcinlivpà  la  Ihéorio  mailiém 
l'élasticité.  (i<ii-r(|5). 


I. 


).,  n,  V  étani  in.i! 

onski  tels  que  l'on  nil  lu  reUUon 

cos'>,  +  ri>s'[i-i-r.ta-ï  _  .. 

!t  co'<nlo<i[i<.'vsrl'ui 

n  puicir  M  (le  l'ellipsoïde   iwiivi-iH  l'Iir  rrpn-'enUf'r»  |>»r  l« 

«pressions  x  ^  a< 

:osî,,  y  =  b  cof.^..   ;  =  c  cmv.   i.e»  qii»iHii*s   X,  |i,  .  mhh 

|.pd.i«  ordiani^rr 

icnt  coordûniiéet  angulairti  ou  puram^trM  r.ireulBÎnn  4a 

[>ii>i  M.  LCllc-s  unt  ' 

lu  iMurir  maLlu-^n 

natiquF  de  l'éh«tùit^. 

Leinekttgel  (G.)-  —  [L'Hc]  Gf^-érnlisalioii  cl  solution  dr  In 
question  propoei'u  Bu  Concours  a  admission  à  I'ËcoIp  Niirniali- 
en  1R89.  {i4ti-irM). 


n  purtiuuliÉrï.  Lu  dis( 
mr  ilegn^  uyant  pour 


Maillet  {E.).  —  [Hi2rf]  Des  condilîons  pour  que  l'écbelled'u 
siiîle  rc^cunenle  soil  inéOiictible.  (lâa-iTjj,  ipj-aoÔ). 

Coiisiiléralion»  ajaiii  |"i.i      li  ■         l'i' !■  .■    il>'trl(ippcf  cl  de  p 

SUU8  une  autre  foroii-  1      ■  .:i'.   d'unu  loi  (le  rteMtrcnce 

pnar  une  suite  don  ni.  1',  '      ■<]'  pu  M.  d'Orafçne  dam 

un   Mémoire  sur  les  suîlcs   ri-currenics,  publié  en   i8g'|  dans   le  Journal  tit 

l'École  Polytechnique. 

Leinekugel  {G.}.  —  [L' 17 a]  Noie  de  Géotnélrie,  (lyS-i-S). 

PropriÉié  d'une  parabole  variable  ayant  » 
donnée,  et  lelle  que  deux  des  tangentes  on 


Picard  (£".)-  —  [ItliJSnrdcuj  théorèmes  classiques  de  Cinénna- 
liquc.  {177-18.3). 

DéinoDStrailon  des  doux  tlicorémes  rondameniaux  de  la  ein^matique  ér* 
systèmes  invariables  :  mouvement  d'un  plan  sur  un  plan,  et  glissement  de 
deux  surlaees  réglées  l'une  sur  l'autre. 

Saint-Germain  {A.  de).  —  [R6«y]  Sur  le  théorème  de  la  con- 
servation des  aires.  ((84-187). 

Contribution  J>  des  remarques  faites  déjà  par  WM.  Guyoa,  Maurice  Lët-T. 
Appcll.  ricnrd,  à  la  suite  d'etpêiicnres  de  M.  Maret  sur  la  façon  dont  un  chat 
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retombe  sur  ses  pâlies.  Tes  expériences,  en  contradirtion  apparcnle  avec 
le  principe  de  la  conservation  des  aires,  ont  montré  la  nécessité  de  préciser 
l'énoncé  de  ce  principe  lorsqu'il  s'agit  d'étrcs  animés  ou  de  syslénics  défor- 
mables.  A  celte  occasion,  M.  Lévy  a  inventé  un  appareil  de  démonstration. 
L'auteur  imagine  ici  un  autre  dispositif  qui  pernicUrait  à  un  homme  de 
s'imprimer  un    mouvement   de  rotation  sans  inlervention  de  force  extérieure. 

l^arry  (G.).  —  [Ql^]  '-^^  problrmc  des  labyrinthes.  (iSj-i^o). 

Énoncé  et  démonstration  d'une  régie  très  simple,  ayant  pour  objet  de  prouver 
que  tout  labyrinthe  peut  élrc  parcouru  en  une  seule  course,  en  passant  deux 
fois  en  sens  contraire  par  chacune  des  allées,  sans  qu'il  soil  nécessaire  d'en 
connaître  le  plan. 

l/n  ancien  élève  de  Mathématiques  spéciales.  —  [02ya]  Con- 
structions du  centre  de  courbure  d'une  podairc.  (i()o-i92). 

Démonstration  géométrique  de  lu  proposition  énoncée  par  .M.  d'Ocagne 
(p.  m). 

Cazamian  {A,).  —  [M*3ca]  Sur  les  applications  des  propriétés 
de  la  strophoïde.  (lya-ic)^). 

Enonce  de  plusieurs  propositions  relatives  à  la  strophoïde  (oblique)  et  aux 
familles  de  coniques  ayant  certaines  corrélations  avec  celte  courbe. 

Goursat  (£*.).  —  [K20^jSur  une  application  de  la  formule  de 
multiplication  des  arcs.  {9..\5''jl^S). 

Trouver  tous  les  arcs  commensurables  avec  r,  pour  lesquels  le  carré  du 
cosinus  est  une  irrationnelle  du  second  degré. 

CoXCOURS     POUR     LES    BOURSES    OE     LiCENCE    EN     lS(){.      —     ÉnOUCés 

des  compositions.  ('>-49)' 

Concours  général  de  i8()5.  —  Knoncés  des  compositions.  ( yt.^o- 
!>.5i). 

Kagan    (Z:^.).    —    Noie    sur   une    formule    bien    connue    de    la 
Géométrie  imaginaire.  (iT)  1-258). 

Propriété  du  triangle  rectiligne  dans  l'espace  hyperbolique.  Examen  de  ce 
qu'elle  devient  quand  la  courbure  négative  de  l'espace  tend  vers  zéro. 

l'arirak  (^').    —  [H  12^]  Hemanpie  sur  la  valeur  de  /'.  (-^jS- 

f/autenr  rappelle  que,   dan-»  V.-t/:;cbre  «lEuIer.  «»n   trouve  i' =  e     *.  Dan*  la 


Ii6  SKCOMUi  l'AHTIU. 

G4om4lrie  dv  position,  M.  MnucliDl  njnuie  qur  i'nn  pcat  dvilnira 

ÎBliilo  régutilé   —i'  =  ei,  mnis  qac  re  i^^ultnt  a  éU  conlciK   par  M.  V*tM, 

pureu  qu'il  ri^solturail  de  cei  tlcm  formules  c  •-.i-e"  =  n,og  if*^— (.non- 
n)'|ueDC«  abaurdr,  Une  discussion  aur  [c  mCme  sujet  *'nl  ^Icv^e  <lAjA  cal)* 
MM.  V»l\ii  et  CuUlan  (.Voum//u  .'t/t/ui/n,  iS6g,  ^^6-458  ut  11170.  w>C  it 
S'j].  Plus  rtÏRerniliRnt,  dans  te  tairnr  jnui'nol.  M.  J.  Ëi-rnnI,  rninJanl  «>m|ilr 
de   1»   ThtorU  de*  aeetptiont  Ar,   fru   l'abli^  (ienr||«,  a   figntli^  «nr  tontntU 

dilTi'runtc  :  i'^  «^  ('X»'.  mS-iil  ).  Il  cKt  InUmiitiil  de  rappoIrTem  rr«ului> 
ecintridirUiirt!*  ci  d'en  ritclirrrli»  lu  vi^riialilr  uriginr.  Voir,  ci-uyifr^,  \r^  n- 
iiiirquc»  Ar  M.  i:.  'l'iinv. 

JJ'Ocagnc(M.).  -  [o;;,/]  Sur  li.  .■..urljun^hi  conU.iir  apparmt 
J'iint!  siirfucc  [irijjut(''i;  utlliogotinU-nirint.  (ifia-utij). 

Le  firoduil  de  la  courbure  ta  M  de  lu  srariinn  normale  failc  iljins  U  wirfNrr  S 
l^gi-  lu  grnérairii'c  MfU  du  rjllndrr  projelunt,  par  la  rniirburc  nn  m  Ja  nin- 
tnur  ■ppAi'eiit,  n«[  ^gal  A  la  rourbarr  Inlate  de  U  surfane  S  en  !U. 

Omcoirtiti  i>'<iuMisait)»  i.  t.'ËrOLK  Pai.YTKCiiNiQut  km  i8(]!).  — 
Enoncés  des  cdtnpositiorts.  (364-a'»(>)- 

CuBHEBPHHliiKCE.  —  M.  Fotirci  ;  Keitiiin|iii:s  n-hitîvi-s  ii  lu  sultitioit 
géométrique  du  la  cunipogitioa  mutln'mmiqiic  donnée  au  <^n- 
cûiirs  d'admission  ù  l'I^ciile  l'«l_yiechnique  en  1895,  a^nnl  Iriil 
A  h  f;éri.^r(itioM  d'un.'  crrl.iin-  siii-Inrr  du  Iroisi.-m- nrdro.  (  afifi- 

2ti8). 

Tarry  (G.)-  —  [lllârt]  Sur  les  exponenlielles  imaginaires.  (aSy- 

■,-,;). 

Cet  Arlirli^  ^ie^l  trcî  iiafurellemcnl  compléter  une  rcchercbe  tentée  prtcé- 
demnient  par  M.  Varioak. 

L'auteur  avait  n'icvé  les  mûmes  divergences  entre  les  résultats  donnés  par 
M.  Vallès,  en  1876,  el  par  .M.  Muuchot  en  iSija  (NouvtUei  basa  de  la  Géométrie 
supérieure,  p.  174).  Les  résultats  de  M.  Vallès,  avuns-nous  dit,  avaient  déjl 
préoccupé  l'allentiun  de  M.  Catalan,  mais  les  deui  contradicteurs  ne  semblent 
pas  s'être  mis  d'accord.  M.  i;.  Tarry  f<iil  voir  que  le  résultat  de  M.  ValK'S  est 
dû  à  l'omission  d'une  pareiitl>è^c. 

Sée{li:}.   —  [l^'lo/]  Problème  du  Concours  général  de    iSgî- 

(.7.-280). 
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retombe  sur  ses  pattes.  Tes  expériences,  en  contradiction  apparente  avec 
le  principe  de  la  conservation  des  aires,  ont  montré  la  nécessité  de  préciser 
l'énoncé  de  ce  principe  lorsqu'il  s'agit  d'êtres  animés  ou  de  sysiémcs  défor- 
mables.  A  cette  occasion,  M.  Lévy  a  inventé  un  appareil  de  démonstration. 
L'auteur  imagine  ici  un  autre  dispositif  qui  permettrait  à  un  liomme  de 
s'imprimer  un    mouvement   de  rotation  sans  intervention  de  force  extérieure. 

I^avry  (G,).  —  [Q'I^]  '--c  problème  des  lahvrinlhcs.  (187-190). 

Énoncé  et  démonstration  d'une  règle  très  simple,  ayant  pour  objet  de  prouver 
que  tout  labyrinthe  peut  être  parcouru  en  une  seule  course,  en  passant  deux 
fois  en  sens  contraire  par  chacune  des  allées,  sans  qu'il  soit  nécessaire  d'en 
connaître  le  plan. 

^7/1  ancien  élève  de  Mathématiques  spéciales.  —  [02r/a]  Con- 
strticlions  du  ccnlre  de  courbure  d'une  podaire.  (190-192). 

Démonstration   gér>riiétrique  de    la    proposition    énoncée  par   M.    d'Ocagne 

(p.    113). 

^Zazamian  (/!.).  —  [M*5ca]  Sur  les  applications  des  propriélés 
de  la  slrophoïde.  (19^-196). 

Enoncé  de  plusieurs  propositions  relatives  à  la  strophoYde  (oblique)  et  aux 
familles  de  coniques  ayant  certaines  corrélations  avec  cette  courbe. 

Coursât  (£*.).  —  [K206J  Sur  une  application  de  la  formule  de 
multiplication  des  arcs.  (243-^.48). 

Trouver  tous  les  arcs  commensurablcs  avec  r,  pour  lesquels  le  carré  du 
cosinus  est  une  irrationnelle  du  second  degré. 

COXCOURS     POUR     LES    BOURSES    DE     LiCENCE    EN     l89'î-      —     EnOncés 

des  compositions.  (249). 

Concours  général  de  1895.  —  Enonct^s  des  compositions.  (25o- 
25  i). 

Kagan   {B,).    —   Note    sur   une    formule    bien   connue    de    la 
Géométrie  imaginaire.  (25 1-208). 

Propriété  du  triangle  rectiligne  dans  l'espace  hyperbolique.  Examen  de  ce 
qu'elle  devient  quand  la  courbure  négative  de  l'espace  tend  vers  zéro. 

Varicak  (^'.).   —  [B12r5r]  Kemarcpie  sur  la  valeur  de  /'.  (258- 
262  ). 

L'auteur  rappelle  que.  dans  W-tlf^cbre  d'Euler,  on  trouve  1  '  =  c    *.  Dans  la 


xi«  BBCOKDë   PAIITIL'. 

Géométrie  dâ  p«iltlOH,  M.  Honcbol  ajnulc  iiuc-  l'on  prvt  àiéaire  de  c 

mnle  i'igaliU  —  l<  =  «i,  mtii  que  rr;  r>^«ulLRl  a  él<*  ranlcilit   (lar  M.  Vallf, 

parce  qu'il  ritalteriit  île  cei  deni  Furniuks  ir  '*■<•  0i  =  a,(iD  «*=  — i.  m»- 
téqaence  abinrde.  Uoe  dlscuHion  «ur  k  aitmv  sujbI  l'ril  ileiée  déjft  entre 
HH.  Vtllèi  et  CaUlan  {JVowelUt  Annata,  iKSg,  y-fu^jS  et  iH^a,  »»ifi  ri 
go).  Plut  rtccninieiit,  dioi  ie  mtnK  j»urnal.  M.  J.  Evrard,  rcniiant  rumfU 
de  la  Tkéorit  dtt  aeeeptioni  de  Fhn   I'uIiIk'  iiportt,  a  «Ignirli^  un*  (nnaDli 

diférenu  :  if  =  t*  (1691,  io3-iiS).  tl  r: 
CODtradictairet  M  d'en  redwrcher  11  v 
marque*  de  H.  G.  Tacrj. 

D'Ocagne  (M.).  -  [08rf]  Soi  ];.  r,.url.ur.-  .U.  eoi.lo.u-  a|.(.;mrnt 
d'une  surface  projetée  orthoguniik-iiii-iit.  ('Ji(>-i'j(».{). 

Le  produit  de  la  courbure  en  M  de  lu  ^irrlioii  ntirmiilc  FailEilins  la  turlacc  S 
par  la  génircLricc  Mm  du  cylindre  [wiqctaitt,  par  la  conrbaïc  «a  m  dm  eM- 
toar  appaicot,  cit  igal  i  ta  coarinne  totale  de  1*  nifke*  S  «■  M.    ' 

COHCOOKS    d'admission     A    l'ÉcOLB    PoLfTECBSIQVB    BV     1895.     — 

Éooocés  des  composi lions.  (a64-a66). 

CoBRESPONDÀHCB.  —  M.  Fouret  :  Iti-nuinpici  n-Ialivi-^  à  lii  suliilioo 
géométrique  de  la  compositioD  m  a  th(^  m  a  tique  donnée  >u  Con- 
cour»  d'admission  à  l'École  Polytechnique  en  iHçtS,  «^ant  (rail 
à  la  génération  d'une  certaine  Mirl'iirt'  iln  h-iiisii^mr- ordre.  (a'iC- 

■A(iH). 

Tarry{G.).  —  [IH2«]  Sur  les  exponentielles  imaginaires.  {iG*^ 


Cet  Article  lienl  trci  nalurellemunl  compléter  une  recherche  tenUe  précé- 
Jcmmenl  pur  M.  V.riruk- 

L'aulcur  avuit  rclrvo  lus  nii^mcs  dïvergrnccs  entre  Ici  réiulltts  donnés  par 
M,  Vallès,  CD  iH-fi,  vl  par  .M.  Mouchut  en  iHi)}  {Xouvellet  base»  de  la  Geamelrie 
supérieure,  p.  i~,k)-  t-es  lésulUU  Uc  M.  Vallès,  avons-nous  dit,  ataicnt  drji 
préoccupe  r»ttenli<i[i  de  M.  CuUlan,  mai«  k«  ilcux  rontradicleurs  ne  seiiibleot 
pas  s'être  mis  ri'arciiril.  M.  Il,  Tarry  fdil   voii  que  le  résultat  de  U.  Vaille  est 


Sée  {R.).   —  [L'  lj/]  Prol>l.-tne  du  Concours  général  de   iSpi- 
(372-280). 


s  rebrou  sfcmcaU. 
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Lemaire  (J.).  —  [L'ISrf]  Solulion  de  la  queslion  de  Mathéma- 
tiques spéciales  proposée  au  Concours  d'Agrégation  en  1894. 
(280-291). 

Lieu  géomclrique  basé  sur  les  propriétés  d'un  faisceau  d'hyperboles  équila- 
lères  définies  par  cerlaines  conditions.  Discussion  des  diverses  formes  de  la 
courbe  obtenue,  qui  a  pour  équation 

{a:  —  a  —  b)  (x^  +  y*)  -h  abx  =  o. 

Meyer.  —  [L*  186]  Étude  sur  un  faisceau  de  coniques.  (291-297). 

Cet  Article  a  pour  objet  d'établir  comment  on  peut  étendre  à  un  faisceau  de 
quatre  coniques  certaines  propriétés  bien  connues  du  système  de  deux  co- 
niques. 

Cazamian  {A.),  —  [M*oa]  Sur  les  cubiques  unicursales.  (297- 
3o4). 

L'auteur  se  propose  de  montrer  que  tous  les  théorèmes  sur  la  strophoïde 
s'appliquent,  à  un  degré  plus  général,  aux  cubiques  unicursales  circulaires  (et 
même  pour  quelques-unes  non  altérées  par  la  projection,  aux  cubiques  uni- 
cursales non  circulaires). 

Sondât  (/^.).  —  [L*  14«]  Sur  quelques  propriétés  des  coniques. 
(309-329,  007-517). 

Enoncé  et  démonstration  de  plusieurs  propositions  relatives  aux  coniques 
inscrites  ou  circonscrites  au  triangle,  et  de  quelques  autres  théorèmes  concer- 
nant les  systèmes  de  deux  triangles  homologiques. 

Li:vy  {Lucien).  —  [L-^T^]  Sur  la  composition  d'admission  à 
rÉcole  Polytechnique.  (329-339). 

L'auteur,  qui  a  proposé  le  sujet  de  la  composition  mathématique,  fait  con- 
naître les  méthodes  les  plus  simples  à  adopter  pour  obtenir  la  solution  analy- 
tique et  lu  solution  géométrique.  La  question  se  rapportait  à  une  génération 
particulière  des  surfaces  du  troisième  ordre  par  l'intersection  de  deux  hyper- 
boloïdes  réglés  contenant  tous  deux  une  même  droite  variable  OA  d'un  plan 
donné,  et  passant,  l'un  par  deux  droites  données  D  et  D',  l'autre  par  deux 
droites  A  et  A'.  Voir^  sur  le  même  sujet,  les  Mémoires  de  Schrœler  et  de 
M.  F.  Deruyts. 

iyOcagne{J\f,),  —  [M-3r/]  Solution  géométrique  complète  de  la 
troisième  Partie  du  problème  d'admission  à  l'Ecole  Poly- 
lechnicjue.  (339-341)- 

Il  s'agit  de  la  détermination  des  vingt-sept  droites  de  la  surface  du  troisième 
ordre  ronsidéréc  dan»  la  question  précitée  et  qui  peu!  se  définir  ainsi  : 


8  SRCONDH   l'AUTlE. 

Éltnt  ûoaats  un  poinl  0  et  (|untri:  droit»  I),  1)',  A.  i'  n 
on  mène  par  le  point  0  un  plan  i]udRiinque  qui  roupc  ks  qu«ire  ilrnius  ini 
poinia  d,  d',  8,  S'.  Les  droite!,  dd',  H'  i«  riinRODlrent  rn  un  point  M  dont  Ir 
lieu  est  une  surface  du  Imiaième  onlre. 

L'auiear,  adoptiiDt  les  nolïtion!'  île  SclilArtli  ni  de  M.  Crtmiias,  étal>lil  que 
i  réelles  el  i)  »ijtre«  dniiius,  c}ui  sont  Inaia  t  U 


Vahten.  —  [Q2]  Sur  la  surface  de  Frcsnel,  (3^4-347)- 

Étal)1  («sèment  de  l'^qualion  de  lu  varii^li'  de  surricfi  do   Pro«nel  ii|jlcnii«  c 
uppliquanl  la  i.'iiii«lrut'lii<n  de  I-'ri^snel  â  U  *iirïi^tié  ellipsu>dalc 


l»>6c/- (//.).  -  [A:i/.  I  l-ormolc-  de  C.rdnn   niodillé.-  p.rCavIfv. 

(M'-M'j). 

litlrail  du  Tome  I  d'un  Traité  d'Algèbre  de  M,  H.  Welwr.  puliliè  en  i^f. 
Ce  puragraplie,  tr«duit  par  M.  L.  Lnugel,  fait  ronnallre  l'inK^iiicuse  modillca- 
lion  apporléu,  eii  iSBi.  par  Cajlej  i  la  (urmule  de  Cardan  ptiur  l'expressian 

des  racine»  de  l'équalion  du  troisième  degré. 

C(innE£PtiM)ANCE.  —  M.  Mnnnlieiin  ;  D^monslniLion  el  {(i^ncrslisa- 
lion  de  la  proposilion  énoncrie  préctîticnimcnl  par  M.  Caron, 
p.  i3S.  (;i4y-35o). 

En  gi*njral,  si  d»  courbes  Irucéea  sur  une  turface  (S)  ont  «ntrC  elle»  au 
point  a  un  contact  du  n"—  oidre,  leurs  projections  sur  un  plan  (P)  onl  an 
point  >  un  contact  du  (/i  m-  i)'*~*  ordre,  a  désignant  la  trace  sur  le  plan  (P  ) 
de  la  tangente  i  la  surface  en  a. 

Concours  d'admission  a  l'Ilcole  Normale  sirÉHiF.rHE  en  189Ô. 
—  Énoncés  (les  compositions.  (^So-^U'a). 

UOcagne  (\f-)-  —  [L'7]  Les  propriétés  focales  des  coniques 
obtenues  au  moyen  de  la  méthode  des  polaires  réciproques, 

(353-364). 


Étant  donnés  une  conique  K  et  un  cercle  de  ray< 

>n  nul,  ayant  son  centre  au 

point    P,  ces    deui    coniques   se  coupent   en   quatt 

e  points  imaginaires,  mais 

parmi  les  coniques  du  syslcnie  il  }  a  deux  droites 

réelles  i,  X',  qui  pourront 

être  dites  les  conjointta  du  point  P  et  de  la  coniqu. 

c  K.  L'auteur  applique  cette 

notion  à  la  rcclicrctie  des  propriétés  focales. 

Cnzamitin  (.(.)  —  [L' 60]  Sur  le  rayon  de  courbure  dc»conir|ii< 

(305-36;)). 
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Délerminalion  du  rayon  de  courbure  fondée  sur  la  construclion  de  Thyper- 
bole  équilatére  ayant  ses  asymptotes  parallèles  aux  axes  de  la  conique,  la  tou- 
chant au  point  considéré  et  passant  par  son  centre. 

Sauvage  {L,),   —    [BlOt]  Noie  sur  les   équations  en  A  de  la 
Géomélrie.  (369-385). 

L'auteur  se  propose  de  faire  connaître  la  notion  de  diviseur  élémentaire  de 
l'équation  en  \  déduite  de  deux  formes  quadratiques  binaires.  Il  montre  qu'un 
déterminant  A(X)  qui  n'a  que  des  diviseurs  élémentaires  simples  et  réels  peut 
s'appeler  généralement  un  déterminant  en  «,  et  que  toute  équation  en  «  a  ses 
racines  réelles. 

Leinekiigel [G.).  —  [M* 6 A]  Note  sur  une  méthode  nouvelle  de 
transformation  et  sur  les  quarliques  unicursales.  (391-406). 

Dans  la  méthode  de  transformation  ici  considérée,  à  un  point  correspond 
une  conique  circonscrite  au  triangle  de  référence,  à  une  droite  un  point,  et  à 
une  conique  une  quartique  unicursalc. 

Saint-Germain  {A,  de).  —  [R8c]  Solution  du  problème  de 
Mécanique  proposé  au  Concours  d'Agrégation  en  i«^94-  (4^^>- 
4i5). 

Étude  du  mouvement  de  rotation  d'une  plaque  mince  ayant  la  forme  d'un 
triangle  équilatéral  dont  on  donne  la  position  initiale,  inclinée  à  4^**  entre 
deux  plans  horizontaux,  et  qui  tourne  autour  d'un  axe  vertical  passant  par  son 
centre  de  gravité. 

Rigollet  (P*)-  —  [R8c]  Solution  du  problème  de  Mécanique  ra- 
tionnelle donné  au  Concours  d*Agrégalion  des  Sciences  mathé- 
matiques en  1895.(415-433). 

Ktude  du  mouvement  de  rotation  d'un  cône  de  révolution  mobile  autour  de 
son  centre  de  gravité,  pendant  que  l'axe  reste  horizontal  et  que  la  circonfé- 
rence de  base  roule  sur  un  plan  fixe  horizontal. 

li.  S.  —  [Nil/]  Étude  géométrique  d'un  complexe  du  second 
ordre.  (433-437). 

Il  s'agit  du  complexe  formé  par  les  cordes  d'un  hypcrboloïdc  à  une  nappe 
vues  du  centre  sous  un  angle  droit.  Détermination  des  cOmes  du  complexe  qui 
sont  de  révolution  et  des  courbes  du  complexe  qui  sont  des  paraboles  ou  des 
cercles. 

Jamet  (  I  .).  —  [A3«a]  Sur  le  ihcorèmc  de  d'Alembcrl.  (427- 

Kssai  de  démonstration  basée  sur  la  notion  d'intégrale  définie  cl  où  l'auteur 


SECONDE  PAUTIE. 
B  propose  d'éikbiir  qut.  lorsque  lu  viiriuble  iinii(!) noire  donl  dépood  l«  pnmtia 
I  nembic  de  l'équation  décrit  ua  rantuirr  fermé,  lu  variation  i)f  l'argument  «b 
a  la  mtme  [arnjae  ce  contour  m  défonne  d'ui 


Ljamiis  passer  par  u 


e  de  r^ualïon  donnM. 


'^aiiguei    {£.)■    —    [M' la]    Démonslralion    nlpéUrique    d'un 
ihL'orL-mp  relatif  à  l'iDlersecllon  de  deux  courbes.  (.i47-44'*)- 

SI  un  iD^me  point  e>t  d'ordre  p  dan»  une  eùurbe  d'ordre  m  ei  d'unlrr  f 
1  iam  une  autre-  i^ourbc  d'ordre  n,  r.Ks  deii«  coarhu  *c  enapent  »a  plua  m 
I  (ma-pq)  autres  points, 

Pomey(E.).  —  [Rio]  Formiik-s  de  la  sUliqno  d'un  c.ir|»s  «niiik 
i«soblû|..e*.  (MiHfiO- 

Subdivisions  de  CF  travail.  MiiOMnl  d'un  vcefRur.  lixposr  de  rinq  m^thAdn 
klle  dAtcrmi nation.  Déductinn  dos  turc»».  Rtiultanie  de  irknslaLion.  Aie  da 
|lBoupk  rrinuliant,  CundiliuD»  d'Aqudibrr.  Conditions  dr  r^urtibiliti<  à  mn 
I  eonpIC'  Cnndilionii  de  riMuclibilîtii  i  uut  torre  uniifiic. 

'arUien  (/s'.-A'.).  —  [OSf/a]  Sur  !<■  rcnlre  de  courbure  des  po- 

■s.  (.i7i.4:;j). 

Complément  1  l'Article  de  11.  d'Ocagne  anr  le  ■»(■»  siyet,  iB>6r<  p.  iti. 

Afaiilet  (f.).  —  [H  ISrf]  Sur  le  problème  de  l'iiiterpohtion  duii 
les  suites  récurrentes.  (ij^^Sg). 

L'tDteur  se  projMM  de  recherdicr  k  qaelles  loji  sont  ■oamîae*  les   Mite* 
S  obtenues  en   prenant  dans  une  suite  rteurrente  S  les  termes  de  X-  en   t  i 


Pichot{J.).  -[U]  Note  suri 
(48j)-4î)')- 


I  rorinalion  des  carrés  des  nombres, 
proprii'ié  aTitlimëtique  du  carré 


Amif!ucs  (£".).  —  [01(^,3]  Sur  les  surfaces  gauches  donl  une 
tiicme  courbe  plane  est  à  lu  fois  ligue  de  siriclion  el  ligne  de 
courbure.  ((«>i-4i(1)- 


Iteprenanl  un  sujet  t 
.%i.  l-auleur  montre  , 
de  furmules  qu'il  a  fait 

aiU'  incidemment  par  M.  Anto 
lie   l't-quation  t;ënérale   de  ces 
connaître  dans  les  .Voure//ei 

mari  dans  une 
surfaie*  peut  se 
nnalfi.en  iHS. 

Amig,,,:  (E.).  - 

\:\n]  Démon  si  i-!il  ion  d' 

\n  iht'ort'-iiie 

aux  roiicliolis  svni 

■lri<,ur..  ^(.)i-i„(H. 

HEVUE  DES  PUBLICATIONS.  vai 

Si  le  quolient  de  deux  polynômes  en  a  ci  b  est  fonction  symétrique  de  a  et 
de  b  et  si,  eo  outre,  ces  polynômes  n'ont  aucun  diviseur  commun  en  Oy  ni 
aucun  diviseur  commun  en  b^  clidcun  d'eux  est  une  fonction  symétrique  de  a 
et  de  b. 

Antiques  (E.),  —  [Blcr]  Théorème  d'Algèbre.  (496-497)- 

Un  déterminant  dont  les  éléments  sont  des  lettres  avec  indices,  et  où  les 
indices  de  chaque  ligne  forment  des  progressions  de  même  raison,  est  un  po- 
lynôme dont  tous  les  termes  ont  même  poids. 

JFouret  (C).  —  [L^7a]  Sur  la  quatrième  Partie  du  problème  du 
dernier  Concours  d'admission  à  l'École  Polytechnique.  (497" 
5oi). 

Exposé  d'une  démonstration  géométrique  basée  sur  les  propriétés  élémentaires 
du  complexe  linéaire. 

Sveclmicoff  {P.).  —  [06c]  Sur  une  classe  de  surfaces.  (5oi- 
5o6). 

Une  courbe  A  roule  sans  glisser  sur  une  autre  courbe  fixe  B,  de  sorte  que 
leurs  plans  osculateurs  au  point  de  contact  forment  un  angle  constant  6.  Les 
positions  successives  d'un  point  [i  invariablement  lié  à  A  déterminent  une  nou- 
velle courbe  C.  Quand  l'angle  6  varie  d'une  manière  continue,  la  courbe  C  décrit 
une  surface  S.  Éciuations  de  la  surface  S.  Cas  particuliers. 

Concours  d'admission  a  l'École  Centrale  en  1893.  —  Énoncés 
des  compositions.  (5 1 8-525). 


E 


XERCICES. 


Terrier  (/^.).  —  Solution  de  la  question  1257.  (i*-5*). 

Cette  question,  proposée  par  M.  C.  Moreau,  qui  la  croyait  nouvelle,  revient 
en  définitive  à   la  pr»>position  connue  sous  le  nom  de  théorème  de  Àfiquet, 

Fanquembergue  (F.),  —  Solution  de  la  question  1266.  (j*-8*). 

Lieu  du  centre  du  triangle  équilaléral   formé  par   les  trois   tangentes   aux 

points  de  rencontre  du  rayon  vecteur  de  la  courbe  p"  '  =  a~  *  siu  (—  i  w  ),  caus- 
tique par  réflexion  delà  parabole  pour  des  rayons  incidents  perpendiculaires  à 
l'axe. 

Moret-lUanc.  —  Solution  de  la  question  1267.  (8'-()*  ). 

Prr»priété  d'une  lirconfcn'nce,  d'une  droite  et   de  deux    divisions  liomogra- 
pliiques. 


Mùret-Blanc. 


Leinekugel  (A.). 

Aire*  <In  ficcs  et  volame*  d< 
Aforel-Btane. 


Par  DD  point,  mener  une  tit:. 
par  deux  circonférence*  donni'c»  suit  •'gui' 

Moret-BUtnc.  —  Solution  ilc  U  i\\t<i 
Question  de  Géoaélrie  cininatiq»;  mo' 


SELU.Milî  l'AUTIE. 

Solatioii  (If  la  (jiicslion  11^77.  (ia*-i  i  *  ). 

Pr«priéU  de  deni  ipirelei  logiiriihniii)ucs. 

Moret'Blanc.  —  Solution  de  la  *iiieslion  1287.  (ii*-i3*). 

EaTcloppe  de*  cercle*  ajant  pour  diAinrlrr  in  corde  julsoim  'r*  ex 
de  deux  diamètre*  coiyugaé*  il'unr  i:)lip»<. 

Polignac{C.  de).  —  Solulioii  (l.r  \:i  question  1309.  (i3*-iÛ'). 

Qnettion  poeie  par  M.  C.de  I>uligiiiic,  ri  r«l»[ivit  1  iIm  fnhcoeaa  liarninnr>|aie 

Soliilion  (le  h  (jdcetiuD  131U.  (  1 6'-3  i  *). 

tL'iriiédrcs, 
Solution  <lc-  lu  i]iie.'ili')ii  \%i.  ('ju*). 

Irllr  que  In  cllirftrrncc  ilMpurdcs  tuirm-pi 


nroeit  inBalneM  peUt  (Tu  plaa 


Moret-Blanc.  —  Soluuoo  de  U  que&Lioo  i383.  (a4*-s7*}- 

Lien  du  centre  de  coarbure  d'ane  conique  m  an  eeriain  point  d*wae  cireo»- 
ftrence  qoi  lui  ett  Ungente.  L'antMr  de  1*  vacation,  M.  K,  M^Bhciw,  e«  a 
donné  une  aotaiion  |éoaiétriqae,  p.  a^-19^. 

Frartel  (J.).  —  Solution  de  la  question  IS63.  (29*-3a'). 

Solution  i^t  gini^ralisation  d'une  qui 
jections  des  diamrircs  d'un  ellipsoïde 
nxïtrc. 

Qui 


In  relatÎTe  i  une  propriété  des  pro- 
ie plan  langent  i  l'eilrémitë  du  dia- 


PROPOSÉES  :  1686  à  1705.  (33*-39'). 

L  été  groupés  dan»  le  n-  170i  ;  il  y  aura   lieu  de 

Ce  Volume  csl  le  dernier  que  les  Rédacteurs  aient  publié.  A  partir  de  i8g6, 
la  Direction  des  nouvelles  Annale*  de  Mathématique!  est  passée  entre  1rs 
mains  de  MM.  Laisant  et  Anlomari,  doclcurs  es  Sciences  mathématiques. 

Nous  croyons  savoir  que  les  nouveaux  Directeurs  se  proposent  de  transformer 
rc  journal  en  un  Itullelin  mathématique  dans  lequel  le  problème  tiendra  une 
(orge  place  et  où  notamment  les  questions  posées  aux  épreuves  de  Licence  et 
d'Agrégation  seront  régulièrement  insérées,  grâce  à  la  collaboration  que  les 


rédacteurs 


■  de  MM. 


i   Professe. 


rses   Facultés   des 

H.  B. 


REVUK   DES  PUBLICATIONS.  Avt^ 


ACTA  MATHEMATICA. 

Tome  XVII,  1893. 

Gyldén  [Hugo),  —  Nouvelles  recherches  sur  les  séries  employées 
dans  les  théories  des  planètes.  (1-168). 

Suile  du  Mémoire  publié  au  tome  XV  du  même  journal  (p.  65-190). 

II.  Transformation  de  quelques  équations  différentielles,  —  5.  Intégration 
de  l'équation 


(•) 


^-+-V,,y-i-Y„>"4-Y„r 


-f-  (Y.0-^-  Y.,r  H-  Y„>")  ^  +  (  Y,o-H  Y.r)(§^y  =  Û, 


les  Y  et  Û  étant  des  fonctions  connues  de  f,  dont  les  premières  ne  renferment 
que  des  constantes  et  des  termes  purement  trigonométriques^  y  étant  une 
petite  quantité  de  Tordre  des  excentricités  ou  des  inclinaisons;  on  a  omis  les 
termes  de  degré  supérieur  au  troisième,  non  point  seulement  parce  que  ces 
termes  sont  très  petits,  mais  surtout  parce  que  l'approximation  ainsi  obtenue 
donne  un  point  de  départ  convenable  pour  les  approximations  suivantes  (ce 
qui  n'arrive  pas  toujours,  ainsi  qu'on  l'a  vu  précédemment,  lorsqu'on  se  borne 
aux  termes  du  premier  degré). 
On  substitue  pour  y  l'expression 


(i) 


r  =  ('  —  ?o.  )-  -+-  ?o,-'H-  ?o,-'-^-•  •  • 

dz 


Les  9^1^  étant  des  fonctions  arbitraires.  En  négligeant  les  termes  dont  le  degré, 
par  rapport  à  ^  et  à  ses  dérivées,  dépasse  le  troisième,  on  trouve  pour  déter- 
miner z  l'équation 


(3) 


\£-2:'..(^-=)'='-£l».(S)'=' 


et  il  faut  choisir  les  '^,1^  de  manière  à  donner  aux  coefficients  A,  î),  C  les  formes 
les  plus  avantageuses  possibles.  Toutefois,  ces  fonctions  ».j  devront  rester 
très  petites  du  premier  ordre  [sans  quoi  on  n'aurait  plus  le  droit  de  négliger, 
dans  l'équation  (3),  les  termes  de  depré  supérieur  à  trois]  et  ne  contenir  la 
variable  que  sou**  des  signes  trigononiéiriques. 


SI'CONDK   l'AHTlK. 


Cumnie  première  upplici 


a» 

Uti  (|Un[i 
Dans 

Ulni  et: 


a  flgui«  lias,  «utreniKnt  ilit  l'Ai|uali(>n 


U  6Iiinl  de  l'ordre  des  ins!se»  Iroublsnlr^. 
n  cboUU  1«  fouctions  f  de  tnniiiùrr  i  ('çiler  Ifs  \,,  i  4e* 
consumes  p,,  [no  pourrait  égaler  ens  quantité)  i  tiro,  Dnit  il  >«rait,  4>ai  oer> 
l-Ulni  CM,  Impassible  d'fTitrt  la  présence  de  t»niu  téculaïm).  Un  |>cat,  de 
.^tts,  considérer  alors  Ir.s  1)  ri  les  C  comme  du  leoand  ordre,  it,  par  suite,  né- 
(ligeitbles  dans  la  preniitrc  »p|iraiiniatioa. 

llriK  nuire  miinii>re  d'opérer  cnnsisle  A  prendre  f„  =  u.  On  ce»5c  alar».  il  »i 
trai,  d'JLre  inattre  du  coefliCtcnl  4„  :  IVqiiHlIon  ublcnnr  i-si 


*(?.-s„=>(:;5)Vj.(t;)V(B,=+»...)-i;*..-o. 


de  I.  Oii  |iui. 


1res  petits,  sauf  V,..  qui  at 
1  du  type  pii'i-.M«ul,  diriger 
tiona  en   iiiti^graul  l'é^uatiun 


(■-?,-?.H)K 


H  étant  une  constanlc.  Mais  relte  méthode  n«  peut  s'appliijucr  dan«  (e^  ra: 
il  y  a  des  lermus  critiques  (lennes  i  lunituc  période). 
Dans  ce  cas,  on  peut  prendre  t'éqoation  proposée  fons  la  forme 

>ii  *  et  W  sont  des  fondions  connues,  A  termes  purement  përiodigues.  p  k 


(H)-=( 
On  opùri-  le  changement  du  varii 

il  riant  une  fonction  arbitraire.  O 


-?)r-' 


"(■  +  +)■' 


idjoini,  pour  détern 
?,-?.(")'-'H(,'^".= 


i-îi  + 


simplcmcnl  à  (M)'. 
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En  les  supposant  du  second  degré,  on  a 

(H)«=  V^-^**'» 

au  quatrième  degré  prés,  et  Ton  peut  écrire  Téquation  en  z 

(8)  ^-+-(i-?.-?,V)5H-?„xV=(û), 

où  X  et  (û)  sont  liés  simplement  à  Xo  ^^  ^* 

On  intègre   l'équation   (8)   en   considérant   z  comme    somme   de    termes 
successifs  V,»  V,,  ...»  déterminés  par  des  équations  telles  que 

^"+("-?.-?.H)V.=  (Q), 

^-H(.-?.-M)V.=      ?.[(.- ?)V:+(^")*- H.]  V. 

-P.[(.-P)v:+(^')']x. 

> 

où  H  =  H„-+-  H,-4-  H,-4-. . .  est  la  partie  constante  de  V- 
6.  On  considère  ensuite  Téquation 

(9)  ^==-A„sin(G„4-5,T)-X,-û„ 


ou 


X,=^A,8m(G.  +  *,T)-h^-^A'„sin(G,+  ,.T), 

n  n 


n 


les  A,  a  étant,  les  uns  du  premier  ordre  et  de  degré  quelconque,  les  autres  du 
second  ordre  et  au  moins  du  second  degré;  les  B,  b  étant  constants. 

On  commence  par  intégrer  Féquation  où  X,  et  û,  sont  supprimés;  l'intégrale 
trouvée  Z,  est  manifestement  elliptique.  On  pose  alors 

T  =  Z,+  ^  V., 

et  l'équation  en  V,  appartient  au  type  de  l'équation  (/))  considérée  au  para- 
graphe précédent  :  on  peut  donc  lui  appliquer  la  première  transformation  in- 
diquée à  cet  endroit.  Dans  le  cas  des  orbites  intermédiaires,  on  réitère  les 
opérations  auxquelles  on  est  ainsi  conduit;  l'auteur  montre,  en  s'appuyant  sur 
les  propriétés  des  nombres  5,,  établies  dans  son  Mémoire  de  1887,  que  la  série 
d'approximation  obtenue  de  cette  façon  est  convergente.  De  plus,  la  variable 
indépendante  n'y  figure  pas  hors  des  signes  trigonométriques. 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  2*  série,  t.  XX.  (Novembre  189G.)  R.16 
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Mais,  lofitque  I«  second  membre  de  l'jqoMlioa  (g)  e«nUeat  im  Unttê  ai- 
mentairei  (ne  s'annnlant  pas  arec  les  force*  pertarbatricei),  la  méUiode  ne 
s'aijplique  ptus  et  de  nouvelles  Iruoiformationa  «ont  nteeuaire*.  Klle*  obi  poar 
elTet  de  f>iire  natlre,  duos  rët|Uiii.ioo  réaulUiate,  cerUiof  XetmHi  Hf't  »<  di- 
pendïQt  puseiplicitenieiit  de  la  *u--iab>e  iodépradante  miii  Mnlenentde  y  et 
de  sa  dùritËe.  La  présence  de  ces  termes  (tenoes  hortttiçue$)  reod  co»i^- 
gcntes  le»  séi'ica  employées. 


7.  Preoons  ei 

(.0) 


l'équi 


OÙ,  cette  fols  (Z  étant  supposé  connu  et,  le  plni  soavi 

stant),  X  n'est  connu  que  piir  ses  termes  princîpBDi,  qni  tont  de  la  forme 


.si" 


<G.=  aX.f-+-8,)- 


Comme  il  a  été  dit  plus  haut,  on  ne  peut  pas  loiijoun  supprimer,  comme 
première  approximation,  le  terme  en  a',  parce  que  cela  pourrait  iiit<-odaire 
dans  les  calculs  des  elpre^ist(lns  i  dénominateurs  très  peiitf.  On  se  propose 
alors  de  ramener  l'équation  i,  la  forme  linéaire,  tout  eu  tenant  compte  du 
terme  en  z>.  On  pose  j  =  —<~ ,  et  l'on  est  conduit  au  système  d'équations 

t  remplacée  tout  d'abord  par 
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Lorsque  Z  n'est  plus  une  constante^  on  peut,  en  posant 

{x  étant  la  variable  indépendante),  satisfaire  à  l'équation  simplifiée 

(i4)  5^-^(^^*)^  =  °» 

par  une  expression  de  la  forme 

(i5)  y  =  C,(P  4- vQ)e-'-h  C,(P  -  vQ)€-«, 

P  et  Q  étant  les  quantités 

On  passe  de  là  à  l'intégration  de  l'équation  complète. 

Mais  on  peut  déterminer  directement  P  et  Q.  sans  passer  par  les  fonctions'^'. 
En  remplaçant,  en  effet,  y  par  l'expression  (i5)  et  égalant  à  zéro  l'ensemble 
des  termes  de  degré  pair  en  v  et  l'ensemble  des  termes  de  degré  impair,  on 
Irouve 

Ce  système  peut,  à  l'aide  des  relations 


vx 
P-4-vQ  =  (i-*-^') 


-f-V.r 


être  remplacé  par  l'équation  unique 

(16)  5-1  4- , ■ — hX(n-  +  )  =0. 

Si,  d'ailleurs,  on  part  de  l'équation  en  y  el  qu'on  y  pose 

y=:  (i -+-9  )««+/«**  rfx, 

9  et  «  étant  deux  nouvelles  inconnues  entre  lesquelles  on  peut  se  donner  une 
relation,  on  retombe,  pour  diverses  formes  de  cette  relation,  sur  l'équation  en  '^ 
précédente  ou  une  de  ses  transformées  simples. 

Les  équations  ainsi  trouvées  renferment,  en  général,  des  termes  horistique<, 
ce  qui  rend  les  solutions  convergentes;  toutefois  il  peut  arriver  que  ces  termes 
s'annulent,  ou  soient  très  petits,  ce  qui  nécessite  une  discussion  spéciale. 

Pour  passer  à  l'intégration  de  l'équation  complète,  on  a  à  développer  l'ex- 
pression 


genij;  apte» 


intégra 
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t  el  2  deux  dcvcloppcDicnls  uollorniiuiciil  coaia>- 
a  cherchée  se  dtduU  de  ce  qui  prcc^e. 

m.  Application  aux  inégalité!  da  plaaite*.  —  8.  I.a  J^terminalio*  la 

illégalités  du  rajon  vccieur  et  de  celles  de  la  latitude  s'o(i(*re  en  iniécruiia 
ftqnatioDS  da  second  ordre  et  da  iroisièDie  degré  Ie)!cs  ijuc  cell«i  qni  oui  Ac 
considérées  au  g  S-  On  dc  peut  pu  supprimer  les  terinos  du  traiuéme  dcp^, 
i  eausc  de  la  présence  des  termes  criliqu^s. 

En  emplojraat  les  méthodes  tlonnécs  au  §  5  oa  trouve  des  «pprattnutiou 
successives  qui  convergeai  i  la  façon  des  progressinna  gâoai^lriquiii.  On  cm- 
State  que  les  coefScieots  ne  sont  pas  des  ronctioDs  uniforiues  de  la  fonsldiu 
d'inlégralion,  ce  qui  s'accorde  avec  le  ihéurèiue  dc  Poinuuré  sur  la  naii-cii«uia 
d'intégrales  uniformes. 

I^s  grande»  iniiualités  de  la  Inncîindc  dépendent  de  l'i'qualioD  {^)  da  J  e  rt 
relOvent,  pa  les  i  exposées  dans  ce  paragiMphp.  Tinitfoo. 

dans  le  an  i^c.  pro  a   tenue  de  \a  fnnction  pertuibaliiee  i 

coeflicient  Uw  gri        )>••  ra[l[.^  \     cette  méthode  oc  conriendrait  plas;tli 

aurait  alors  Heu  i  rameuer  le  ,  .^le  ne  i  une  équation  du  type  étaOk  ttm 
le  g  7,  l'équatlim 


t'7) 


du- 


in(ai 


-ft). 


qui,   privée  d«   second   membre, 
choisit  l'arbitraire  introduite  par 
[oncEioa  elliptique  soit  égale  t  cri 

9.  M.  Gyldéo  indique  rapidemeo 
la  théorie  du  phénomène  connu  s 
l'eiistcQcc  de  termes  critiques. 

Quand  le  cocrUcieut  dé  la  librat 
rénuaiiou 

le 

fgre   par  les   fonctio 
gration  de  manière  q 
second  membre. 
i-ùle  joué  par  les  tcrm 
Ir  nom  dc  Ubration 

■st  très  iwtit,  cette  1 

ns   e<li{ 

uela^ 

cshorisi 
bralioD 

riode  de  U 

iquMdaa* 
pofidani  » 

dépend  4( 

S- 

gligeanl  les  termes  de  degré  super 

.•y 

=  -  A  sinjj-. 

nbre  suivant  les  puisNnces  de 
au  premier,  donne 

ày  et  né- 

j'  =  (sin{v'.A-v-i.-L), 
les  deux  constantes  d'intégration,  dont  ta   première  est  très 
imaginiire. 


Si  jA  >  v",  il  y  a  périodicité;  sinon,  l'argarocnt  des 
On  voit  par  là  qu'une  relation  dc  la  forme 

iji" -I- »,!•'  + 1,^"+. . .=  lennet  périodiques, 

V,  v',  v'  étant  des  arguments  astronomiques  et  s„  t„  ...   des  entiers  quel- 
conques, ne  reste  pas   maintenue  par  les  forces  attractives,  si  la  somme  de 
CCS  entiers  dépasse  une  certaine  limite- 
Une  plus  grande  partie  des  terme»  horistiques  sera  mise  en  évidence  ti,  an 
lieu  dc  l'équation  (i8),  ou  part  de  l'équation  (17)  (paragraphe  précédent),  en 
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y  prenant  pour  second  membre  —  A  sin  j-s.  Si  Ton  développe  ce  lermc  suivant 
les  puissances  de  sz^  en  ne  retenant  que  les  deux  premiers  termes,  il  vient 

^  4-(at4-*A)s-^?  +  g*'AJ5'=o, 

équation  qui  s'intègre  par  des  fonctions  elliptiques.  De  la  discussion  de  ces 
fonctions  résulte  que  si  le  coeffîcient 

a  4-  *A 
a  = 


est  négatif,  il  ne  peut  y  avoir  de  libration.  En  particulier,  les  termes  éloignes 
de  la  fonction  perturbatrice  ne  peuvent  engendrer  de  libration. 

Hilbert  (D,).  —  Sur  les  formes  ternaires  défînies.  (169-197). 

Dans  Ie9  Math,  Annalen,  t.  XWII,  M.  Hilbert  a  démontré  qu'une  forme 
ternaire  définie  positive  (c'est-à-dire  qui  ne  devient  négative  pour  aucun 
système  de  valeurs  réelles  des  variables)  est  nécessairement  une  somme  de 
carrés  de  formes  réelles  si  elle  est  du  second  ou  du  quatrième  ordre,  mais  que 
cette  conclusion  cesse  d'être  exacte  si  l'ordre  dépasse  4-  Par  contre  (et  c'est  ce 
que  l'auteur  démontre  dans  le  Mémoire  actuel)  toute  forme  ternaire  définie 
peut  être  mise  sous  forme  du  quotient  de  deux  sommes  de  carrés. 

1.  Étant  données  l'équation  (à  coefficients  réels)  d'une  courbe  plane  F  =  o, 
d'ordre  /i  à  6  points  doubles  ordinaires  P,,  ...,  P^  (et  un  nombre  quelconque 
d'autres  singularités);  d'autre  part,  uue  forme  F'  du  même  ordre  à  coefficients 
réels  qui  s'annule  aux  points  P,,  . . .,  P^,  mais  non  aux  autres  points  singuliers 
de  F;  et  supposons  qu*il  soit  possible  de  déterminer  dans  le  plan  N  — 6  points 

P  I  N  =  ^ -^ j  de  manière  que,  par  ces  points  et  les  points  P,  ne 

passe  aucune  courbe  du  /i'***  ordre.  Dans  ces  conditions,  il  existera  une  courbe 
G  =  o  infiniment  voisine  de  F,  ayant  dans  le  voisinage  de  P,,  ...,  P^  autant 
de  points  doubles  ordinaires,  mais  point  d'autre  singularité. 
M.  Hilbert  démontre  ce  lemme  en  posant 

G  -  F-|-/(r'-4-Û), 

U  étant  une  forme  auxiliaire  qui  s'annule  aux  points  P  et  dont  les  coefficients 
5^nt  des  fonctions  convenablement  choisies  de  /.  La  courbe  G  =  o  ainsi  déter- 
minée n'a  pas  de  singularité  au  voisinage  d'un  point  singulier  de  F  qui  ne 
figure  pas  parmi  les  F. 

2.  Construction  d'une  forme  ternaire  définie  irréductible  G  telle  que  la 
courbe  G=o  ait  le  nombre  maximum  de  points  doubles,  les  uns  réels 
(et  isolés),  les  autres  imaginaires  conjugués  deux  à  deux. 

On  suppose  trouvée  une  telle  forme  T  d'ordre  n  —  2  et,  pour  construire  la 
courbe  d'ordre  /i,  on  adjoint  à  V  deux  droites  imaginaires  conjuguées  coupant  V 
en  des  points  tous  séparés;  puis  on  applique  à  l'ensemble   F  de  la  courbe  V 

liuli.  des  Sciences  mathém.^  2*  série,  t.  XX.  (Dcroiiibre  1896.)  H.  17 


a  double»  P  élanlC' 


droilfa  eatrt  «lin  et  a 


:r  de  briDcbc  rfelle  {en  une  i«lte  Lrancbe 


devrait,  pour  (  =  o,  se  réduire  k 
iropoisible):  clic  cs(  ïrr<!ductibtR 
d«   tticmann   correepundantc   [Il 

parties  sépare' B,  corrrspondHnl  t 
se  raccordent  cnlrc  elleg,  pour  t 


piilnt  iitlii  de  r,  r^  q 


l'oD  coDttait  tin 


Minioïc  on  [t  voit  par  l'étude  de  ta  *ur(ara 
iurruce  qui  currcspund  i  t'(t  —  o)  a  Iniit 
'  H  aux  dcuidrollei;  ntai»  cet  Imii  partie* 

II,  Hiii  puiiitB  doiitilfs  de  y  i]ui  d«  figumi 


Pour  cela,  snicnt  p,  i,  ■  Irai 
I  4  cocriîcients  réel^,  ssnujeUic: 


1 


-  pninls  double* 


...,  A,_.  de  G,  imaginaires  conjugurs  deu\  a 
e  iransfurmutioii  liiratinnnclle  qui  fuit  corres- 
:  donnée   une  conique,  dont   le    premier  uipnilitf    cïl    une 
rrés;  d'où   la   conclusion   deinandcc.  Le   déauminalcur  k 
F -t'annule  aux  points  A,,  A,,  ....  A..,  mais  non  uui  points  doubles  de  G. 

4.  De  la  Forme  G  on  déduit  une  forme  /,  celte  fois  i  diseriri.i riant  non  nul. 
^ai   peut  ëgalemenl  <c  reprfïfnlcr  par  une  fraclion  du  ijpe   (ij-  Car   l'idca- 
f  tité(i)s-iicri.ynt  cneoir 


Ol 


./-" 


ç  =  p  +  thp. 
X  ^K-f  l/irii, 

/- c; +  . /(r,  +  i:,+  K„) +  !'/.(/<■ -+-7'+ m- ). 

rilale  que  le»  foruies  p,  q,  m  et  le  nonibre  (  peuvent  être  déterminés  de 
e  que  /  =  o  n'ait  pas  de  points  doubles.  Les  courbes  f  =  i>,  1^  =  0,  /  —  0 
I   commun  avec  /   les   points  A,.  A ,  A._,;  la   courbe  +  +  1/  z-  « 


touclic  en  outre  /=o  aun  1+  -(n-,){n-i)  p< 
^"  ■■■'"'  „_  „_  ;  l«  courbe  (.  -  l'x  =  o  touche 
V,,  ...,  Vi     _        _    ,  conjugués  des  premifrs;  la  1 

aux    points   A,   U„    ...,   (J,     _        _    .   B,  V , 

c  pas  de  courbe  d'ordre  n  —  3  passant  par  toui 


.  imaginaires  \,  II,, 
:  /  =  n  aux  points  U.  V,, 
■ourbc  ç  —  0  coupe  y  =  o 
V,  ^  _    .    EnHn,   il 

■■  les  points  L',  ni  par  loui 


îqui  ^ 


r=quon 
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M.  Hilbert  rappelle  un  cerlain  nombre  de  principes  relatifs  aux  fonctions  B  el 
diaprés  lesquels,  lorsqu'on   se  donne  les  points  A,  A,,  A,,  ...,  A^_^,  les  points 

de  contact  U,,  U,,  ...,  V  Ip  =  j  sont  les  zéros  de  la  fonction 

(3)  e(w,— ot,,  iv,— a„  ...,  iv^—a^), 

où 

désigne  successivement  les  intégrales  abéliennes  de  première  espèce  et  où  «^ 
est,  à  une  constante  prés,  égal  et  de  signe  contraire  ù  la  somme 

^[«'.(A,)  4-...-h«'.(A,_J]  -+-«',( A). 

6.  Dés  lors,  si  nous  faisons  varier  continûment  la  courbe /  =  o  et  les  points 
A,  A„  ...,  A^_,,  les  points  B,  U,  V  varieront  aussi  continûment  et  Ton  voit,  à 
Taide  du  théorème  d'Abel,  que  tous  ces  points  ne  cesseront  pas  d'appartenir  à 
une  même  courbe  d'ordre  n  —  a.  Il  en  résulte  que  la  nouvelle  forme  F  ainsi 
déduite  de  /  est  encore  représentable  par  une  fraction  de  la  forme  (2). 

7.  Les  coordonnées  des  points  U  sont  des  fonctions  algébriques  des  grandeurs 
dont  elles  dépendent.  On  peut  toujours  admettre  que  les  équations  qui  les  dé- 
terminent ne  renferment  pas  toutes  un  même  facteur  indépendant  des  in- 
connues. Si  l'on  écrivait,  dans  ces  conditions,  que,  pour  tout  clioix  possible 
des  A,  la  fonction  (3)  s'annule  identiquement  (auquel  cas  les  raisonnements 
précédents  tomberaient  en  défaut),  on  aurait  au  moins  deux  équations  entre 
les  coefficients  de  F.  Considérant  ces  coefficients  comme  les  coordonnées  homo- 
gènes d'un  point  dans  l'espace  à  N  —  i  dimensions,  les  points  correspondant  à 
des  courbes  pour  lesquelles  cette  circonstance  aura  lieu  formeront  une  multi- 
plicité |x,  de  moins  de  N  —  3  dimensions. 

8.  Si  les  formes/,,/,,  ...,/,»  •••>  toutes  représentablcs  par  les  fractions  du 
type  (2),  ont  pour  limite  F,  celle-ci  est  aussi  représcntable  de  la  même  façon 
(car  on  peut,  de  la  suite  des  /,  extraire  une  suite  partielle  telle  que  les  fonc- 
tions cp,  Xt  ^y  ^  aient  chacune  une  limite).  Dès  lors,  on  voit  aisément  que, 
pour  représenter  ainsi  une  forme  définie  quelconque  F,  il  suffira  de  partir  de 
la  forme  particulière  /  du  n'  4  et  d'en  faire  varier  continûment  les  coefficients 
sans  rencontrer  la  multiplicité  \l, 

9.  Ayant  ainsi  obtenu  Téqualion 


(4)  F 


11 


on  peut  supposer  le  lliéorèmc  démontré  pour  la  forme  II  qui  est  d'ordre  n—\. 
L'équation  (4)  montre  immédiatement  qu'il  s'étend  à  la  forme  F. 

NeUo  (li^')^  —  Deux  lliéorriiics  sur  les  délerininanls.  (i()<)-'>>(>4). 


M/1  tableau  carré  à  n  ealonna  el  n—  i  Hgnei,  et  soit  A^  (t  déterminant 
qui  en  i-eauUe  par  la  tuppreinion  dei  colonne*  de  rangi  a  e(  fl  (avec  le»  cou 
diiioiui  i,,  =  0,  A,j  =  —  4..  )  ;  <in  a 


[li^monstratJon  par  la  ^solution  d'i'ijualiuns  linéain 

S.  DémonslralioD  din 
lution  d'équations  dan: 
I.  XIV), 


4 


3i    Déinuiislratiiin    (  par  des 


léqusiioiia)  ik  U   iiroposîtioa  aoi- 


{i,k  =  i,...,n),        i;.t^i,.,.,/H;m<B), 


■■■     "„      C,j 

|E(.,  p)|  =  D-— C        (»,?  =  «+.,  ...,n). 

Hocks  {•/■)•  —  Quelques  relations  caraclérisliques  des  nombres 
premiers.  (aoo-aoS). 


.  (m-.)(n-i)  ^ 


Donnons  à  nt  toutes  les  valeurs  entières  de  i  i  n  — i  et  ajoi 
ii  m  est  un  nombre  premier  p  cl  dans  ce  cas  seulemenl  : 


imhc-^ï"- 


à  n  toutes  les  >»lcurs  enlicrc^  de  i 
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on  a,  si  m  est  un  nombre  premier  p  et  dans  ce  cas  seulemcnl  : 


-['-^^iK^)'"-» 


Enfin,  une  Iroisiéme  équation  caraclérisliquc  des  nombres  premiers  est 

Kôtter  {Fr,),  —  Sur  le  cas,  traité  par  M""*  Kowalewski,  de  rota- 
tion d'un  corps  solide  pesant  autour  d'un  point  fixe.  (209- 
263). 

On  sait  que  les  équations  du  mouvement  d'un  corps  solide  pesant  autour 
d*un  point  fixe  ont  été  intégrées  par  M""  Kowalewski  (même  Journal,  t.  XII) 
dans  le  cas  où,  deux  des  moments  principaux  d'inertie  étant  égaux  entre  eux 
et  doubles  du  troisième,  le  centre  de  gravité  est  dans  le  plan  de  ces  deux  mo- 
ments principaux.  Les  composantes  de  la  rotation  instantanée  et  les  cosinus 
directeurs  de  la  verticale  par  rapport  aux  axes  d'inertie  s'expriment  alors  en 
fonction  hyperelliptique  de  deux  arguments  qui  dépendent  linéairement  du 
temps.  M*"*  Kowalewski  ayant  annoncé  que  les  cosinus  directeurs  des  axes 
fixes  horizontaux  s'expriment  également  à  l'aide  des  fonctions  9,  M.  KOtter 
eiïeclue  ce  calcul.  Il  est  conduite  introduire  un  système  d'axes  auxiliaire  ayant 
un  axe  commun  avec  le  système  mobile. 

1.  Les  six  équations  différentielles  qui  lient  les  trois  composantes//,  7,  r  de 
la  rotation  instantanée  et  les  cosinus  directeurs  y,,  y,,  y,  de  la  verticale 
admettent,  en  général,  trois  intégrales  algébriques,  à  savoir  l'équation  entre 
les  cosinus,  Tinlégrale  des  aires  et  celle  des  forces  vives.  Dans  le  cas  spécial 
indiqué  par  M"**  Kowalewski  et  où  les  moments  d'inertie  principaux  P,  Q,  H 
sont  entre  eux  comme  i,  i,  [  (le  centre  de  gravité  étant  svr  l'axe  des  x)  on 
trouve  une  quatrième  intégrale  algébrique  à  savoir  (moyennant  un  choix  con- 
venable d'unités) 

[(p  -H  1^)'+  Y,-+-  iyJ[(/?  -  17)' -4-  T.-  'ïj  =  ^••• 

2.  Ces  quatre  relations  intégrales  permettent  d'exprimer  les  six  fonctions  in- 
connues à  l'aide  de  deux  paramètres  5,,  s^. 

l/auleur  reproduit  à  cet  égard  le  calcul  de  M"»«  Kowalewski.  On  fait  le  rhan- 
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gemcnl  de  variables 

x^-  p-¥  iq,  x^  —  p—  iq, 

^,  =  (  /?  ^-  iq  y  -4-  Y,  -h  t  r,,      Ç,  =  (/>  -  'V  )'  -^  r.  -  *r.» 

et  l'élimination  de  r  et  de  y,  entre  les  intégrales  donne  les  relations  fonda- 
mentales 

(0      !  ^'^•^''' 

où  R(j:,,j;j),  R,(j?,,^^)  sont  deux  formes  doublement  quadratiques  symé- 
triques dont  les  coefficients  dépendent  de  la  constante  A' de  la  constante  il  des 
aires  et  de  la  constante  6/,  des  forces  vives;  et  R(2r)  =  R(x,,  x).  Oo  introdait 
alors  les  paramètres 


^  _  R(jr.,a:,)-v/R(jr,)v/R(3:,)    .  ,,  ^        R(x.,  j:,)  4- y/RÇj:.)  y/RCj?,)    .   ,, 

(x.-x,)»  "         »  {x^-x^y 

en  fonction  desquels  les  équations  (i)  permettent  d'exprimer  les  a:,,  x^^  ^,,  ^,. 
Si  alors  l'on  désigne  par  c,,  c,,  e,  les  racines  du  polynôme 

(2)  o(c)^5[(5-3/,)»-hi-A-]-2/«; 

par  e^,  e^  les  deux  quantités  3/,+ A',  et  que  Ton  substitue  les  expressions  des 
fonctions  inconnues  dans  les  équations  différentielles  du  problème,  on  trouve, 
avec  M"»"  de  Kowalewski,  que  *,,  «,  sont  donnés  en  fonction  du  temps  par 

(3)  i 

rf*,        ds^      _ 

—    -r-    —  -   O, 


OÙ 


/-' 


V/H 


^-v(-s~^)(^^-^'Jvr(-'3)-  1/  I  l(*r-''<^)      (>  "^''- ^ 


Antrt'riicnl  dit,  S,  et  S^s'ob/icnnenf  par  une  inversion  dUntcf^ralcs  liypcr- 
eUiptujues  de  première  esjn'-ce. 

3.  Introduction  du  ^ystùnic  d'axrs   auxiliaire.  Olui  ri   se  d<''duil  du  syslrmt* 
li«'  au  corps  mobile  [)ar  une  rotation   rlTcctui'c  autour  de   Taxe  des  z   et   d«»nt 

l'angle  0  est  tel  (|uc  e'^  soil  ciial  à  rirnai^inaire  i  /  y  (dont  le  module  est  rlfec- 

tivemenl  e;,'al  à  i).  Les  quantités  p' ,  q\  r' ,  y',,  y',,  y',,  qui  correspondent  à  />,  q, 
'♦  ïi»  Va'  Ï3  roialivenient  à  ce  nouveau  syst«Mne,  sont  exprimées  en  fonction  de 
.V,,  s,.  On  con»»tate  d'ailleurs  (jue  la  nouvelle  vitesse  auijulaire  /'  e«»t  la  m«>ilie 
«le  la   vitesse  j)ri un tive  r. 

'i.  Couformément  à  la  théorie  générale,  ou  poseia 
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et  les  variables  cherchées  s'exprimeront  alors  par  des  fonctions  hypcrclliptiques. 
Il  en  est  de  même  des  coeflicients  conslanls  qui  (igurent  dans  les  équations 
précédentes.  Ceux-ci  peuvent  en  effet  être  considérés  comme  des  coefficients  de 

développements  des  variables  suivant  les  puissances  de  -i  lorsqu'on  donne  à*, 

les  valeurs  spéciales  e,,  e,,  2/*.  A  ces  valeurs  (avec  *,  =  oc)  correspondent  des 
couples  spéciaux  {ç\,  v»;  ),  {v],  v>;'),  (v»;",  v'^')  de  valeurs  de  r,,  i»,  en  fonction 
desquels  les  constantes  s'expriment  hyperelliptiquement. 

5.  Introduction  des  fonctions  0.  Une  discussion  préliminaire  distingue  les 
différents  cas  qui  peuvent  se  présenter  au  point  de  vue  de  l'ordre  des  racines  e^ 
tUi  radical  et,  par  suite,  de  la  réalité  ou  de  l'imaginarité  des  périodes:  après 
quoi  l'auteur,  suivant  la  marche  ordinaire,  met,  par  une  substitution  linéaire 
effectuée  sur  i>,,  ç^,  les  périodes  sous  la  forme  canonique,  ce  qui  lui  permet 
de  définir  les  fonctions  0  et  d'exprimer  par  leur  moyen  les  inconnues. 

6.  Il  s'agit  enfin  de  déterminer  les  cosinus  directeurs  des  axes  horizontaux 
et  les  composantes  de  la  rotation  instantanée  par  rapport  à  ces  axes.  Or,  on  forme 
aisément  les  cosinus  directeurs 

«,,     b^        (x  =  i,  y,  3) 

de  deux  directions  rectangulaires  entre  elles  et  à  la  verticale.  Les  cosinus 
cherchés  se  déduisent  de  ceux-là  en  multipliant  l'expression  a^-h  ib^  par  une 
exponentielle  imaginaire,  l'argument  de  cette  exponentielle  étant  déterminé  par 
la  considération  de  la  rotation  instantanée.  On  trouve  ainsi  que  cet  argument 
varie  proportionnellement  au  temps. 

7.  Résumé  des  résultats  obtenus.  Par  l'introduction  du  système  d'axes  auxi- 
liaires, les  formules  sont  devenues  entièrement  analogues  à  celles  qui  défi- 
nissent le  mouvement  de  Poinsot. 

Netlo  (E,).  —  Sur  la   théorie  des  substitutions  linéaires.  ('205- 
280). 

L'auteur  recherche  comment  la  réduction  d'une  substitution  linéaire  à  sa 
forme  canonique,  dans  le  cas  où  l'équation  caractéristique  a  des  racines  mul- 
tiples, peut  dériver  par  continuité  de  la  réduction  relative  au  cas  où  il  n'y 
a  que  des  racines  simples. 

Étant  donnée  une  substitution  S  pour  laquelle  l'équation  caractéristique  a 
des  racines  multiples,  on  la  modifie  en  ajoutant  aux  coefficients  des  termes 
dépendant  d'un  paramètre  infiniment  petit  /,  de  telle  sorte  que  l'équation  carac- 
téristique modifiée  ait  ses  racines  distinctes  pour  t  arbitraire.  On  applique  à 
ces  racines  la  méthode  de  Puiseux,  et  les  systèmes  circulaires  entre  lesquelles 
elles  se  distribuent  correspondent  aux  chaînes  de  variables  normales  qui  s'in- 
troduisent dans  la  réduction  de  S. 

Krazer  (-4.).   —   Sur  des  relations  linéaires  entre  produits  de 
fonctions  tliéla.  ('>.8i-'>.()6). 
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1.  De  la  fonction  6  à  />  variables 


—  «0, 
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dans  laquelle  r,  a,,  a^,  ...,  a  ,  a',,  a',,  ...,  a'  sont  des  entiers. 
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rsl    un   produit    tliéta    du   /•"""  rami.   Le  svslèin»^  d'cnlicr> 

(ou  plus  siinplctneiil  [a])  en  e^l  \d  raractcrislùfue.  Ces  entiers  n'iiitei  vii*ufieiit 
d'ailleurs  (|ue  par  leurs  résidus  relalils  au  lundule  /'. 

3.  Soient   [a'  ],   fa"),   ...,  (  a  *?  J  7  earaetêristiqncs  ^  7     />  )  lineaireiiK-nl   iri- 
dépciidante^  et  sati>fais;nU  aux  condition^ 
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\^  {:,;^  y;^' -  ^;^  a,^')       o(mM.l/-)  ( 


X.   A    -  r,   .(. 


,7). 


|x  n 


»r         ir 


.,  iT^  étant  (les  entiers  capaldcs  d(!  varier  sé|>arérnent  de  où  r  —  1 ,  la 
earaetérislique  [  4',  a  '  ~  ^«-a 'M-. . . -f- ^^  a  7  ]  |)rend  ainsi  //  vaN'urs. 

Si  les  produits  llièta  eorrcspoiidanl^  ont  entre  eux  des  relations  linéaires,  op. 
|)eut  admettre  (jue  l(;s  roeflicietits  tie  ces  relations  sont  «'rrlaines  (]uantilés  »■> 
<|ne  l'auteur  délinil. 

i.  Même  pr«»l)Iètne  en  introduisant,  •)Utre  les  (Mraf(eristi(]Urs  (a),  un  autre 
sy>slènie  de  7'  eaïa'térist  i(|ues  (  |3  \  i  f/    •    7'     /*  )• 
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Picard  {E,),    —    Remarques   sur    les   équations    diflTérentielles 
(extrait  d'une  lettre  adressée  à  M.  Miltag-Leffler).  (297-300). 

Les  équations  diiïérentielles  (al(rébriques)  d'ordre  supérieur  au  premier  se 
distinguent  profondément  des  équations  du  premier  ordre  en  ce  que  leurs  sin- 
gularités essentielles  sont  en  général  mobiles,  ce  qui  n*arrive  pas  pour  le  pre- 
mier ordre.  Aussi,  tandis  qu'il  est  aisé  de  reconnaître  si  les  points  critiques 
d'une  équation  différentielle  algébrique  du  premier  ordre  sont  fixes,  parce  qu'il 
est  aisé  de  s'assurer  qu'un  point  arbitraire  du  plan  ne  peut  être  un  point  cri- 
tique algébrique,  la  même  méthode  cesse-t-elle  de  s'appliquera  partir  du  second 
ordre.  Les  conditions,  de  nature  algébrique,  fournies  par  celte  méthode  ne  sont 
plus  du  tout  suffisantes;  l'intégrale  générale  d'une  équation  qui  les  remplit  est 
seulement  «  à  apparence  uniforme  ». 

Au  contraire,  les  conditions  pour  que  l'intégrale  soit  véritablement  uniforme 
sont  en  général  transcendantes.  Par  exemple,  l'équation  du  second  ordre  dont 
rintégrale  générale  est 

f    v^  =log(.r-hC)-hC' 

[R(y)  étant  un  polynôme  du  4*  degré  en  y}  n'aura  ses  intégrales  uniformes 
que  si  l'intégrale  elliptique  du  premier  membre  a  airi  pour  période. 

Les  conditions  d'uniformité  obtenues,  par  M""  Kowalewski  pour  les  équations 
de  la  rotation  des  solides  pesants,  se  présentent  également,  tout  d'abord,  comme 
exprimant  que  l'intégrale  est  à  apparence  uniforme.  Ce  n'est  qu'après  l'inté- 
gration eiïectuée  que  l'on  peut  affirmer  que  les  conditions  trouvées  comme 
nécessaire  pour  l'uniformité  sont  également  suffisantes. 

Grani  (J,-P.).   —    Rapport  sur  quelques   calculs  enirepris  par 
M.  Berlelsen  et  concernant  les  nombres  premiers.  (3oi-3i4). 

Les  Tables  des  diviseurs  des  nombres,  telles  qu'elles  ont  été  calculées  pour 
les  neuf  premiers  millions,  par  M.  Burckhardt,  Glaisber  et  Dase,  quoique 
remarquablement  correctes,  offrent  néanmoins  uu  certain  nombre  d'erreurs. 
Quelques-unes  avaient  é'é  signalées  par  M.  Meissel  et  d'autres  auteurs  dès  le 
deuxième  million.  Mais  la  comparaison  avec  la  formule  connue  de  Ricmann 
en  faisait  soupçonner  d'autres.  M.  Qram  rend  compte  du  travail  entrepris  par 
M.  Bcrtelsen  dans  le  but  de  retrouver  le  plus  grand  nombre  possible  de  ces 
erreurs. 

La  méthode  employée  tout  d'abord  a  été  celle  de  M.  Meissel,  qui  repose  sur 
l'emploi  de  la  formule 

♦  [m,e(v'«)]-*[m,e(x/;iï)]=  !^iii±l-^ -,.e{v/^)+2]«(^) 


-     » 


OÙ  B(m)  désigne  le  nombre  des  nombres  premiers  inférieurs  à  m,  pendant  que 
ji  désigne  la  difTérence  ©(y^)— ©({"0  et 


-('"•'')="'-iK"^MK^)-2:K 


\abc/ 


SKc.iiNbi;  i'AUTIK. 
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t  tfs  n  praitiiiri 


lier»  /  la  il 
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8*  et  le  g',  alors  qu'il  o'en  a  él^  consuii  aucune  datu  le  G*  ut  le  T. 

Pour  Iticaliser  ces  erreurs,  M.  Bertel«Hi  u  iniagini  de  calculer  lu  «omintS 
des  plus  petits  diviseurs  de»  nombres  cumpusés  non  divisibl»  par  i,  1  nu  >, 
dans  un  intervalle  donné  (  m.  M  ).  De  ec  fait  qu'un  nombre  premier  dono*  p  « 
trouvera  comme  plus  petit  diviseur  chaque  fois  qn'il  sera  mulUpHé  psra* 
nombre  rontenBnt  seulement  des  fucteurs  premierB  J/i,  on  déduit  1»  lormok 
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■ultenl  des  Tables  prieédentes  et  celles  que  fournirait  la  formule  de  Kirmana. 
I3e   plus   le   nombre   »(i»)   est   rnlfulci    pour   m  =  m   millions.   <jn   luillinn*. 
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(jc'=  -T— >  3?*=  -7—»  •••»  comme  dans  le  premier  Mémoire]  sous  la  condilion 
que  rintégrale 

I'  =    Cf  F'  (  ^,  y.  z,  x\  y\  z\  x\  y\  z'  )  du  ds^ 

conserve  une  valeur  donnée.  Les  fondions  P«  et  F'  doivent  être  telles  que  les 
intégrales  ne  dépendent  que  de  la  forme  de  la  surface  et,  par  conséquent,  vé- 
rifier certaines  équations  aux  dérivées  partielles  précédemment  écrites  [premier 
Mémoire,  équation  (4)]. 
Les  coordonnées  variées  seront  x  H-  Ç,  y-4-  tj,  5  -h  ^;  on  posera 


Ç=  ^X-^  ^A,y       ^  =  K,T„4-K,T,,,        C  =  K,;,-4-  K,;,, 


puis 


tv.= 


y   y 
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X       X 


du  dv 


X       X 

y'  y 


;.. 


(/  =  I,  2), 


où  G'  est  une  fonction  des  dérivées  partielles  de  F'  et  de  celles  de  Xy  y^  z  cal- 
culés comme  il  a  été  expliqué  au  premier  Mémoire  ;  il  viendra 

ai'=k,m;-4-k,m;-+-(      ),-h... 

et,  moyennant  des  notations  toutes  semblables, 

dI-=  K,Mj4-K,M;-h(       ),-+-.... 

On  voit  alors  que,  ayant  choisi  $,,  t^,,  Ç-,  on   peut  toujours  prendre  K,,  K,  de 
manière  que  IV  soit  nul.  La  condition  que  Al°  s'annule  en  même  temps  donne 

M?  _  m; 
m;  ~  m;  ~   ' 

X  étant  une  constante;  et  par  conséquent,  pour  les  siirfaces  cherchées,  l'équa- 
tion aux  dérivées  partielles 

G  =  G„->.G'=o. 

S'il  y  a  des  lignes  de  discontinuité,  on  devra  avoir,  le  long  de  ces  lignes,  des 
conditions  analogues  à  celles  qui  ont  été  indiquées  au  premier  Mémoire. 

Une  solution  de  l'équation  précédente  correspond-elle  véritablement  à  un 
maximum  ou  à  un  minimum?  Pour  répondre  à  cette  question,  il  faudra  suivre 
une  marche  analogue  à  celle  qui  a  été  suivie  pour  les  maxima  et  minima  ab- 
solus et  commencer  par  rechercher  les  surfaces  infiniment  voisines  de  la  pre- 
mière et  satisfaisant  également  à  l'équation  G  =  o,  en  tenant  compte  toutefois 
de  cette  circonstance  que  X,  constant  pour  une  solution  déterminée,  peut  varier 
d'une  solution  à  l'autre.  On  arrive  ainsi,  comme  précédemment,  à  trouver  que 
la  solution  considérée  est  unique  s'il  existe  une  solution  de  l'équation  linéaire 

V  u  _  /'  (v  !^  +  F  '^^'\  -  ii  /l."  ^  +  F  'iy  \  -  o 


dilTërenle  de  zéro  dan 
M.  Kobb  reprend  e 


SECONDE  PARTIE. 
s  fonctions  définies  comme  au  premier  Mémoire,  oiii 
léairement  le  paramilre  1)  qni  rote  finie,  coatiniuet 
tout  le  contour  d'intigrition. 

uite  la  fonction  C  définie  dans  le  premier  Mémoire: 
nstruit  les  fonctions  C'  et  O  correspondant  t  F>  et  F 

"'■""^  C^C'-XC: 

Comme  précédemment,  il  démontre  que  cette  quantité  doit  aroir  un  «gne  iari- 
riable  (le  signe  -«-,  par  exemple,  s'il  s'agit  d'un  miBimam). 

Supposons  maintenant  que  ces  dilTércntes  conditions  soient  rempliei  ;  alors 
l'intégrale  I*  sera  bien  minima,  ce  que  l'on  coDstate  par  des  métliodes  iden- 
tiques A  celles  qui  ont  été  appliquées  pour  les  minimaabtolas. 

Un  autre  cas  de  maiimum  reldiifest  celui  dans  lequel  on  impose  i  la  surface 
cliercliée  la  condition  d'être  i  l'inlérieur  d'une  certaine  portion  de  l'espace.  Il 
peut  alur«  arriver  que  la  surface  manimum  rencontre  la  surface  limite,  et  cela 
peut  arriver  de  ilcui  manières  différentes  :  ou  bien  i'  il  y  a  coTncidenre  avec 
la  surface  limite  danii  une  position  finie;  ou  bien  3°  la  surface  maiimuni  se 
compose  de  deux  parties  qui  se  rencontrent  suivant  une  courbe  située  sur  la 
surface  limite.  Dans  les  deux  cas,  l'étude  des  variations  aux  limites,  conduite 
toujours  d'après  les  mi>mes  méthodes,  fournira  les  conditions  accessoires  da 
maximum.  On  parvient  ainsi  aux  deux  théorèmes  suivants,  analogues  i  ceux 
que  M.  Weierstrass.  généralisant  un  résultat  de  Sleiner,  a  démontré  dans  le 
cas  des  intégrales  simples: 

I*  S'il  y  a  coïncidence  dans  une  aire  finie,  la  surface  cherchée  doit  être 
tangente  A  la  surface  limite  le  long  du  contour  qui  limite  la  portion  commune: 

1°  S'il  y  a  rencontre  de  deux  portions  de  la  surface  cherchée  le  loo);  d'une 
courbe  K.  située  sur  lu  surlace  limite  A,  il  faudra  que  les  sïnus  des  ani^les  que 
font  tes  plans  tangents  aux  deux  portions  avec  le  plan  tangent  'de  A  soient 
inversement  proportionnels  aui  fonctions  C  currcspundantes. 

J''ricÂe  {li.).    —   OéveloppemenU  siii'la  Iransformation  du  cin- 
quième   eL  du    septième    ordie    de    quelques   fondions    auto- 


.rphes.  (:H5-3<p). 
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où  P  =  ; — ^—  et  A,  B,  C,  D  sont  des  entiers  par  rapport  à  i  et  P.  Dès  lors 

toutes  les  substitutions  du  groupe  qu'elles  engendrent  sont  de  la  même 
forme  (i). 

2.  Considérons  les  substitutions  de  la  forme  (i)  qui  ont  pour  module  i,  2 
ou  4'  Tout  d'abord  les  substitutions  de  module  4  vérifient  les  congruences 

(2)  A-=C,        Bh=D        (mod2) 

et  Ton  en  déduit  qu'elles  forment  un  groupe.  Car,  dans  le  produit  de  deux 
telles  substitutions,  on  peut  diviser  tous  les  coefficients  par  2  et  ramener  le 
module  à  la  valeur  4* 

Mais  la  substitution  V,  vérifie  aussi  les  congruences  (2).  Il  en  résulte  que  le 
groupe  dérivé  de  V,  et  des  substitutions  de  module  4  comprend,  outre  celles-ci, 
les  substitutions  de  module  2  et  celles-là  seulement. 

Ce  groupe  est  proprement  discontinu,  comme  on  le  voit  en  remarquant,  à 
l'aide  de  la  théorie  des  entiers  complexes,  qu'il  ne  peut  y  avoir  qu'un  nombre 
fini  de  substitutions  dont  les  coefficients  s'abaissent  au-dessous  d'un  nombre 
donné  arbitrairement.  Pour  déterminer  le  polygone  fondamental,  on  remplace, 
dans  une  substitution  du  groupe,  la  variable  primitive  par  sa  conjuguée  et  l'on 
cherche  à  considérer  la  transformation  ainsi  définie  comme  une  réflexion  (au 
sens  de  K\ein j  Modul/unctionen).  On  obtient  ainsi  une  série  de  cercles,  parmi 
lesquels  se  trouvent  les  côtés  du  triangle  précédemment  construit.  Des  considé- 
rrtions  empruntées  à  la  Géométrie  non  eulérienne  introduite  par  M.  Poincaré 
dans  son  Mémoire  sur  les  groupes  fuchsiens  permettent  d'établir  que  le  double 
triangle  en  question  est  effectivement  le  polygone  générateur. 

3.  Groupe  fuchsien  correspondant  au  triangle  (2,  5,  6).  Ce  groupe  s'établit 
par  des  considérations  analogues  aux  précédentes.  Ces  substitutions  sont  des 
deux  formes  difl'érenles 


(3) 


(A4-Bv/p)T|H-C^-f-Dv/PQ 
(_  C  v/Q  H- D  v/PQi)  Tl -f- A  -  B  v/ÏÏ 


ou 


(4) 


(Cv/Q-4-  Dv/PQ)t, +  Ax  Bv/P 


(- A -4- B^P)  T.  4- C  v^Q  -  D  v/PQ 
nù  P  =  - — ^>  Q  =  3;  A,  B,  C,  D  étant  quatre  entiers  en   1  et  P  satisfaisant 


aux  congruences 


A -+- PB-h  I) -0,         B-^C-t-PD-o        (mod2) 

et  tels  que  le  module  de  la  substitution  soit  égal  à  4* 

On  constate  en  effet  que  ces  substitutions  forment  un  groupe  et  un  groupe 
proprement  discontinu;  et,    déterminant   comme   tout  à  l'heure  le  polygone 

fondamental,  on  le  trouve  bien  composé  d'un  triangle  d'angles  -»  ^,  ^  ot  de 
l'image  de  ce  triangle  par  rapport  à  un  de  ses  côtés. 


%ix  SKCliNDi;  l'ABTIl!. 

\.  liilruaiicUon  cir  Jou  suifacrs  ilc  Iticiiiunu  !•  ij»  ffuilkit,  S.il  r  Tun  An 

f.deui  groupes  pr^ciïdcnts.  IJ  ciistc  upg  (uiicljon  tir,)  qui  adtnrt  ce  |$n>a^: 
,nIIc  qui  réalise  la  rcprdsenUtinn  du  trirnif  le  correiponilRnt  sur  le  <Irmi-plM 
fies  a.  On  obtiendra  une  Irtnstortnatron  de  Mlle  tanction  en  eircctu«nt,  *ur  I* 
I  TBTÎBlile  indépeudanle,  nne  sulisiiiutiim  W  HMujcttie  lui  mima  candilion 
I  ^ue  1rs  aubsiiUitioDs  du  gmiirie,  k  netlf  diff^rcDire  prit,  que  le  ((^ terminant  pnl 

■  ttn  quelconque.  {Soie  n  l«  nurnir  de  ne  dcirtminanu)  Lc«  toncuun*  t[ii)  H 
t«'('n)  =  «[W(T))]  gnnt  liées  p»''  uoe  ri<ti>stiuii  algèhriiuc.  Soiu  en  effet,  r  le 
'  iMnsforqii;  de  t"  par  la  sulislitution  W  :  les  deux  g|Tnupfs  r  ci  I"  wmt  comme»- 
I  «râbles  (au  sens  de  Poincaré,  />(  /onr.liotu  /uthiiennet  «  t'Arllhmtttqar. 
l^Jouriuit  de  Ltoiiville,  l.  III,)  :  il<  ont  un  commua  un  certain  M>us-gr«up« 
kitistingué  donl  un  déduit,  i  U  manière  ordiimire,  un  iiruiipe  T  niériéilf>qit«nr»t 

lûoinorptie  i  r;  c'en  celui  que  l'un  ubtiendnil  en  ne  f.onstdtrint  jia»  oitinnir 
Ldlitinctei,  dani  le  groupe  r,  deux  iubttitutiona  dnnt  le*  coedïrienii  «ont  rri- 

■  ipectivemcnl  cnagnis  (oiodn).  Pour  n  ~  i,  on  en  ainsi  conduit  i  un  *i>d*- 
^oupe  dUtiagn^  d'indiee  no,  dont  le  pulygooe  rond-iiiicaiil  fcui  (tuir  âttt- 
dul/unetlonfn)  ïtre  déformé  eu  une  surface  Icrmrc  ditis^c  en  na  danliln 
triangles.  La  foncllon  a{i\)  représente  ce  p»l;tgone  sur  une  surface  de  Ilienuiui 
ft  I30  fcuillcu,  ramifiée  aux   points  o,   i,  »  ri  de  (enre  'i  ou  i/  suivant  qa'ïl 

■  t'agil  du  groupe  { i,  j,  5)  au  dtt  groupe  li,  S,  11). 

!i.  Le  domaine  ilgdbrique  d«  Keiicc  {,  auquel  on  panient,  admet  pnnr  ooNcbe 
normale  (au  senadc  Nûther]  une  courbe  C, du  sixième  degrc  de  l'opace; orrfî- 
I  naire,  ialersection  complète  d'une  qaudriquc  et  d'une  surface  do  troisième 
,  il«er^,  et  qui  se  reproduit  par  iio  eullinéations, 

)  Si,  lur  la  quadriquc,  nnus  prenons  pour  cuurduanécs  lc<  paramciro  V  ^  da 
.  généra  tri  cet ,  ces  no  colliiiéniiona  dooneruut,  pour  X  et  )(,  ie  sjrvtJiDe  «le* 
îSo  substitutions  icosaédT>lc$  et  des  60  qu'on  en  déduit  en  In  combinaol  •*««. 
Iffcbauge  des  coordonnées.  La  courbe  la  plut  «impie  qui  ne  cIimec  paa  fmw 

et*  substitutions  rsl  représentée  par  une  équation  donblemcnt  cubique  ea  X,  ^  : 
c'est  la  courbe  normale  cberchêe.  Mais  de  plus,  la  courbe  invariante  C,,  la  plus 
simple  après  celle-là,  et  qui  est  représentée  par  une  équation  doublement  quar- 
tique,  est  juslemeul  la  courbe  normale  du  second  domaine  donl  il  a  été  parlé, 
celui  qui  est  de  genre  9. 
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2.  Le  premier  sous-groupe  distingué  T  a  été  étudié  par  Klein.  Il  a  pour 
courbe  normale  la  quartique  plane 

(5)  /,(c„  5„  zj=  z\z^-hz\z^-hz\z^=o. 

Dans  le  plan  de  cette  courbe,  les  substitutions  du  groupe  G  (  numéro  précédent  ) 
correspondent  à  168  collinéations  qui  laissent  invariante  la  courbe  (5).  Trois 
autres  courbes /,, /,^,  /„  (les  indices  marquant  les  degrés  respectifs)  sont 
également  conservées  par  les  mêmes  collinéations.  La  courbe/^  est  identique 
au  domaine  algébrique  de  genre  10  que  l'on  déduit  du  groupe  (2,  4?  7)  (nu- 
méro précédent). 

Les  collinéations  correspondant  au  groupe  G  ont  pour  périodes  7,  4>  ^  ou  2. 
Les  collinéations  d'ordre  7  ont  leurs  24  point  fixes  /?,  situés  sur  /,.  Celte  courbe 
contient  également  42  des  points  fixes  relatifs  aux  bomographies  d'ordre  4»  les 
points  p^^  mais  non  les  21  autres  points  fixes p'^  des  mêmes  substitutions  (les- 
quels servent  également  de  points  fixes  aux  collinéations  d'ordre  2),  non  plus 
que  les  56  points  fixes  /?,  et  les  28  points  fixes/?',  des  homographies  d'ordre  3. 

3.  Courbes  jx,/,'-h  jjl^// =  o.  Ces  courbes  sont  invariantes  par  les  substitu- 
tions de   G.   Elles   sont  irréductibles   si  {jl, |x,  7^0   et  possèdent  en  général  le 

genre  3i.  Sur  chacune  de  ces  courbes,  la  fonction  r  =  t  1/ — —  ^  admet  le 

groupe  G.  A  la  courbe  correspond,  dans  le  plan  de  la  variable  y,  une  surface 
de  Hiemann  à  168  feuillets,  dont  l'auteur  discute  les  points  de  ramification. 

4.  La  théorie  des  fonctions  fuchsiennes  établit  la  possibilité  de  représenter 
les  coordonnées  des  points  d'une  courbe  algébrique  quelconque  par  des  fonc- 
tions fuchsiennes  d'un  même  paramétre  t^,  M.  Fricke  se  propose  de  construire 
ces  fonctions  pour  les  courbes  jx,/,'-h  V-ifl  —  ^  ^"  numéro  précédent.  Il  utilise 
cette  circonstance  qu'une  telle  courbe  admet  un  groupe  de  168  transformations 
biuniformes  en  elle-mémes,  auxquelles  correspondent,  pour  la  variable  t;,  des 
substitutions  linéaires.  Celles-ci,  combinées  avec  celles  du  groupe  fuchsien 
cherché,  donnant  un  groupe  F  comprenant  le  premier  comme  sous-groupe 
distingué  d'indice  168  :  c'est  ce  groupe  V  que  l'on  peut  arriver  à  former,  au 
moins,  moyennant  certaines  hypothèses. 

Le  Mémoire  se  termine  par  l'indication  des  recherches  analogues  sur  d'autres 
courbes  invariantes  par  rapport  au  même  groupe  G,  par  exemple  les  courbes 

de  degrés   \!\,  18,    Le  quadrilatère,  qui  sert  de  polygone  fondamental  au 

groupe  r  précédent,  est  alors  remplacé  par  des  polygones  plus  compliqués, 
mais  dont  on  connaît  encore  les  angles. 

J.   Hadamard. 
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